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Vorrede zur ersten Auflage. 


Das Buch., dessen erster Band liiermit in die Ôfï'entliclikeit t 
kein Sckulbucli im eigentlichen Sinne des Wortes sein. Die L( 
die wir uns wenden, sind einerseits die Lelirer, die, wie 
Fen, dai'in Anregung finden ^mogen; ihren Unterriclitsstoff s 
lâB auszuwiihlen und, namentlicli in den hokeren Elassen, zu 
en 5 andererseits Studierende, die bei ihren Berafsstudien die hol 
:hematik betreiben, und dabei eine Anlehnung an die Elem< 
L Anffrischnng und Ergânzung früàer erworbener Kcnntnisse suc! 
Es ist unmoglich, nach eineni wissenschaftlichen Gesichtspi 
Begriff der Elementarmathematik scharf abzugrenzen. Wenn i 
wohl versucht worden ist, die Elementarmathematik da aufh( 
b, wo der Grrenzbegriff einsetzt, so erhalt man zwar in 
thmetik ein gut abgegrenztes Gebiet, das so ziemlich die gi 
dentheorie enthalten konnte, das sogar, konsequent weitergebi! 
aile dem führen konnte, was nach Kroneckers Ansicht in 
bhematik überhaupt legitim ist. Aber bereits die Irrationalzal 
) schon Quadratwurzeln und Logarithmen, müBten davon au 
lossen werden. Andrerseits muB man aber in der Georaetrie c 
s das zu den Elementen rechnen, was der Konstraktioa mit Li 
L Zirkel zugânglich ist, und da laBt sich, wenn man eino Ver 
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Sieht man es als die Tornelimste Anfgabe der wissenschaftlic' 
iehung an, dem Greiste eine allseitig liarmonisclie Ausbildung 
en, die in ibm scliluminernden Krâfte zu wecken und zu ü 
L ilin zu einer hoberen Auffassung des Lebens zu befâbigen, 
d die Einricbtung des Unterrichts eine andere sein müssen, 
in es sicb darum handelt, eine gewisse Summe nützlicher Kei 
se und Fertigkeiten auszubilden, die den Jüngling so früb wie : 
^lich gerüstet und kampfbereit der barten Notwendigkeit des Leb 
;enûbersteUen. 

Der zuletzt genannte Zweck drângt dabin, den Stoff des Un 
its auszudebnen^ môglicbst viel den Elementen zuzuweisen^ da 
spâtere Facbstudium sicb nicbt bei den vorbereitenden Diszipli 
zubalten braucbt^ und gleicb bei seinem speziellen Gregenstand 
5en kann. 

Es liegt aber auf der Hand, daB dies nur auf Kosten der T 
l Grründlicbkeit moglicb ist, und die Gefabr bestebt, daB d^ 
eigentlicbe Bildungswert des matbematiscben Unterricbts ni 
L zur Geltung kommt. 

Dieser letztere ist zudem fur die verscbiedenen Individualité 
sebr verscbiedener. Die matbematiscbe Produktion bat etwas 
istleriscber Tâtigkeit an sicb, und zwar nicbt bloB die eigentli 
opferiscbe Tâtigkeit, sondern aucb die Produktion im kleinen, 
1 in der Lôsung von Aufgaben oder aucb nur beim genauen 
cien matbeniatiscber Gedankenfolgen zeigt. Sie kann durcb : 
scbaulicbkeit den Geist vollstândig gefangen nebmen, und ist ( 
ür Organisierten eine Quelle reicbsten Genusses. Und dies 
ht minder von der abstrakten Anscbauung im Reicbe der Zab 
von den Raumanscbauungen der Geometrie. 

Es ist mir daber aucb nicbt zweifelbaft, daB für einen 
ibsten Sinne erfolgreicben matbematiscben Unterricbt eine gew 
izifische Begabung erforderlicb ist, 'womit nicbt bestritten wei 
L, daB es sebr wobl môsrlicb und für die losfiscbe Zucbt 
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ang und Fôrderung^ die mir sein Unterriclit gewâlirte.^) 
lig es ih.m gegeben war, die Masse der Scbiiler zu fôrdern, 
liinreiBender war sein Unterriclit für einzelne, denen sein fei 
diematiscber Sinn nnd seine tiefe, der Zeit vorauseilende 1 
îung der Physik verst'ândlicli war. 

Die Mathematik batte in jener Zeit an den süddeutschen G; 
ien im Unterriclitsplan eine untergeordnete Stellung nnd gerir 
seben bei den übrigen Lebrern nnd bei der Mebrzabl der Scbi 
te nacbbaltige Einwirknng war daber nnr bei dem kleinen K 
matbematiscb veranlagten IScbûler moglicb. Das ist jetzt übe 
ser geworden^ nnd daB ein Scbüler obne jedes Verstândnis dt 
matbematiscben Lebrstnnden gebt nnd scblieBlieh docb als 
lassen wird^ kommt jetzt wobl kanm nocb vor. 

Es ist dies ein nnverkennbarer Portscbritt; nnr darf er nicbt 
sten des innern Gebaltes gemacbt werden, damit aucli der ma 
fciscb tiefer Angelegte bei dem nenen Système nocb zn seii 
:ibte kommt. Dies gescbiebt aber nicbt dadnrcb, daB man 
sern Scbiiler moglicbst weit liber die Grenzen der Elemen 
tbematik binans in das Gebiet der boberen Analysis fübrt. 
^en werden künftige gründlicbe matbematiscbe Stndien eber 
omt als gefôrdert. Viel frncbtbarer, bildender nnd belebender 
Vertiefnng des Inbalts des elementaren Unterricbts, der innerl 
alten Grenzen einen nnerscbopflicben lieicbtum an Stoff bi( 
Es soll bier dem Lebrer vollkommene Freibeit gelassen wer 
er dieser Fülle je nacb seiner wissenscbaftlicben Neignng 
swabl zn treffen. Denn nnr da kann eine frncbtbare Einwirk 
■ den Scbüler erwartet werden, wo anf der Seite des Lebrers se 
îb Interesse an dem Gegenstand des ünterricbts lebendig ist. 

Es ist bei der Bearbeitung nnseres Bncbes Gewicbt anf 
mge Entwicklnng der logiscben Voranssetznng gelegt, in d< 
kenntnis, sowobl für die Aritbmetik als für die Geometrie, 
Forscbnng der letzten Jabrzehnte wesentlicb gefôrdert bat. 
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[kenntnisse verlangeii; finden ihre Stelle sacligem'âB am Eing? 
ïidiwohl wird zu ihrer riclitigen Auffassung eine gewiss© Reife 
beils vorauggesetzt und dalier dürfte dein noch niclit -vollstai 
igeweiliten zu raten sein, das Studium des Bûches mit den spate 
piteln zu beginnen, die den eigentlicli mathematisclieii Stoff entlial 
Es dürfte wohl mogiich sein, in einer gut vorgebildeten Pr 
ige dieser prinzipiellen Pragen in der Form einer philosophisc 
)padeutik zu behandeln. Doch ist dabei Vorsicht anzuraten, d 
halbes Verstandnis ist liierbei so gut oder sclilimmer wie 
nés. 

Für die Mehrzahl der Schûler wird es weit nützlicher und 
;ender sein, wenn der ünterricht nach der Seite der Anwendunj 
. ausgebildet wird, wozu ja durch die neue preuBische Prttfm 
inung für Oberlelirer ein erfreulicher AnstoB gegeben ist. T) 
wendungen koniiexi zur Belebung des mathematischeii Unterrie] 
1 beitragen, torderii das Interesse und koinien auch dvircli Pfl 
Zeiclmens und die der Matheinatik so wolil ansteliende Genauig 
1 Sorgfalt in der Ausführung des Kleinen und Einzeincn dm 
hierischen Wert dieses tJnterriclitszweiges steigeni. 

Im Laufe der Arbeit bat sich der Htoiï vermelirt und der I 
/•eitert; es erschien dalier zweckmaBig, statt zweier, wie urpri 
i beabsichtigt, drei handliche Biinde zu maclien, deren erster 
bhinetische und analytisclie Gebiot, der zweite die Geometrie 
' dritte die Anwendungen entlialten soll. Wir lioffen, daB 
den folgimden Biinde dtun ersten in kurzer Zeit folgen wer< 
ist auf diese Weise müglich geworden, den Anwendungen et 
iteren Spielraum zu geben, auf die auch sidion hei der Ausv 
Beispiele Rücksicht genoininen ist. 

Übrigens sind wir, dem Plane unsers Werkcs entsprechend, 
' Behandlung von Beispielen sparsam gewesen. Beispiele, 
b dem Zweck der Übung dienen, konnten wir um so eher 
•ficksichtifft lassen, da wir an tretfliclien und reichbaltiffen I 
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einen wird, den wir im Manuskript einselien durfterij selir 
lâssige und Yollstândige historische und literarische Angaben ti 
I Fragen bringen^ die zur Elementarmatbematik gerecbnet wei 
men. Mit Rûcksicbt hierauf scliien es uns zu genügen, wenn. 
3m vorkommenden Eigennamen, der etwa zur Benennuug e; 
irsatzes dient^ in einer kurzen Note auf die Lebenszeit und Lebi 
stânde des betreffenden Autors liingewiesen ist. 

ScblieBlicli wollen wir nocli erwâlinen, daB unsere Arbeit e: 
regung des Verlegers^ Herrn Alfred Ackermann-Teubner, i 
bsteliung verdankt, der uns auf die jetzt vollstândig vergriffe 
emente der MatliematiV^ von Baltzer hinwies^ die in melin 
flageij verbreitet sind, also gewiB einem Bedûrfnis der niathe 
ihen Welt entsprechen. Ein solches Werk vom Standpunkt 
itigen Wissenscbaft neu zu bearbeiten ersclieint daher als eine da 
e Aufgabe^ die icli uin so lieber ûbernabm, als ich seit dem Ja 
S 8 in Marburg, Gôttingen und StraBburg unter dem Titel „Ei 
pâdie der Elementarmatbematik^^ Universitâts-Vorlesungen mit 
Lcben Zielen eingericbtet batte. 

StraBburg, im Juli 1903. 


H. Webei 
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Der erste Band unserer ^^Encyklopadie der Elementarmatkemai 
von der matliematischen Welt und von der Kritik günstig { 
Lommen worden. Aber neben überschwanglichen Lobsprüc' 
d Wünsche verscliiedener Art^ teils in der Kritik, teils 
sônlichen Mitteilungen laut geworden. Icli habe aile d: 
inscbe sorgfâltig geprüft und micli bemüht, ihnen in der zwe] 
flage, soviel icb sie irgend für berecMigt hielt, entgegen 
nmen. 

Mehrfach ist der Wunsch nacli einer eingelienderen Beliandli 
historischen Teils geâuBert worden. üm hier nicht zuviel 
. und um mich doch nicht auf die trockne Aufzahlimg 
chertiteln und Jahreszahlen zu bescliranken, habe ich den T 
v*âhlt, einzelne Telle der Mathematik, die von einem allgemeine 
eresse sind, etwas eingehender zu behandeln, ohne jedoch a 
r eine VoUstândigkeit zu erstreben, gewissermaBen kleine hi 
ihe Skizzen ans der Geschichte der Mathematik zu geben. Hi< 
und in anderen Fragen — habe ich mich des kundigen Rî 
1 tâtiger Hilfe des Herrn Stackel in Hannover erfreuen dür 
für ich an dieser Stelle meinen Dank aussprechen mochte. 

Von bedeutenderen Anderungen habe ich noch den 27*®'^ . 
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diesen Disziplinen bewâhrten und allgemem angenommenen Nai 
l BezeiclinuDgeii gebranclien oder ob man sie umscbreiben wil 
Einen triftigen Grand, wenn man die Begriffe gibt, die Nai 
verscbweigeii, vermag icb aber nicbt zu finden. Denn daJB 
lûler, der die Matbematik bei seinem spâteren Studium brau 
Wenige, was auf der Scbule geboten werden kann, fur j 
îbend balten and daram spâtere Stadien mit minderem Inten 
ir minderem Ernst betreiben sollte, ist docb kaum za befürcb 
habe micb am so mebr entschlossen, dem Werke den 27*®^ 
nitt beizufügen, als in den vorangebenden Abscbnitten über 
llicbe Reihen scbon ailes entlialten ist, was zam Verstândnis dh 
indbegriffe nôtig ist, und weil in der Geometrie der Begriff 
agente, der Krümmang, des Elâcbeninbaltes , des Volamens d 
ht übergangen werden kann. 

StraBbarg, im November 1905. 


H. Webei 
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EKSTES BUCH. 


ORUNDLAGEN DER ARITHME' 




Erster Abschnitt. 

Natûrliclie Zahlen. 


§ 1. EiiiMteH, Mengen. 

1. Es ist dem Mensclieiigeist die Pâhigkeit gegeben, unter 
it inemander spielender Eindrücke, Empfindungen, Vorstelluni 
danken eine gewisse Gruppe von allen anderen zu unterscbei 
d als eine Einheit^ ein Ding aufznfassen. Diese Abgrenz 
ht dnrchans in unserer Willkûr; wir lassen uns dabei aber 
^eckmâfiigkeitsgründen leiten. Wenn wir uns mit anderen 1 
•st*ândigen woUen, geben wir einem solchen Ding einen Nan 
r Begriff der Einheit ist aber keineswegs auf solche Dinge 
irânkt^ die in den Kultursprachen Namen haben^ auch nicht 
rperliche, konkrete Dinge. Mit dem Begriff der Einheit ist a 
fleich der der Vielheit (Mehrheit) gegeben. 

2. Ein weiterer Schritt in unserer Gedankenbildung ist die À 
simg einer Mehrheit von Dingen und ihre Zusammenfassung 
er neuen Einheit^ die wir eine Einheit hôherer Ordnung^ 
stem^ eine Klasse, eine Gattung oder auch eine Menge nem 
3 Einzeldinge eines solchen Systems heiBen ihre Elemente. 

Auch die Bildung dieser Klassen ist willkürlich. Eine Eli 
•d wohl definiert sein, wenn von iedem Dinsr entschieden 
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Hâufig Yorkommende Gattungen yerdicMen sicli in imsere 
stellung zu Begriffen, bei denen wir nicht mehr an^ die T 
denken, nnd wir gewinnen dadurch. neue Einheiten. Wir Bchai 
Dinge, denen wir ancli objektiy eine gewisse Wirklichkeit znsch: 
die Ideen. Die Ideenbildung wirkt sckon bei der Schôpfur 
Einheiten, die der uns nmgebenden Wirkliclikeit niemals s chai 
sprechen. Am scblagendsten zeigt sie sicb. bei den Zahlbegriffe 
so kompliziert ibre ursprüngliche Définition ist, scblieBlicb in m 
Vorstellen zu einfacben Dingen werden. 


§ 2. Verkttûpfang, Mâchtigkeit. 

1 * Die dritte Tâtigkeit unseres Geistes ist die Verknû; 
Yon Dingen untereinander. Jedes Urteil, jede Aussage, di< 
die bloBe Nennung eines JSTamens binausgebt^ ist eine solcb 
knüpfung. Aber aucb hier sind wir YoUkommen frei^ irgend • 
Dinge miteinander zu yerknüpfen. Eben durcb diesen geistige 
erlangen sie eine Beziebung zueinander. 

Aber in einer guten und zweckmaBigen HersteUung solcbe 
bindungen bestebt aller Portscbritt unserer Erkenntnis. 

In unseren allgemeinen Erôrterungen bezeicbnen wir die M 
durcb groBe lateiniscbe Bucbstaben. Sind A und B solcbe M 
so konnen wir Yersucben^ jedes Elément der Menge A mit eine 
stimmten Elément der Menge B so zu Yerknüpfen, daB nienmli 
Yersebiedene Elemente der Menge A mit deinselben Elément ^ 
Yerbunden sind. Eine solcbe Verknüpfung nennen wir eine 
bildung der Menge A auf die Menge B. Die Elemente 
môgen bierbei die Originale und die entsprechenden Elément 
B ibre Bilder genannt werden. 

Von welcbem ISTutzen eine solcbe Abbildung sein kann, loi 

£kin* «Hcik-nn -rrrûnn Trrî-»» TJ J ï , 
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§ 2 - 


oder âquivalent. Das Zeiclaen der Âquivalenz ist ^ 

JB 

zu lesen ist: jjA ist âquivalent mit jB“. 

Es ist bei aile dem nicht ausgeschlossen, dafi die 
B miteinander identisch sind; man kann also aiich 
bildung einer Menge auf sicli selbst reden. I 
Elément von A mit sich selbst oder aucb. mit einem a 
von A verbunden sein. Ist jedes Elément von A mit 
bnnden^ so ist die Abbildung jedenfaUs eindeutig^ nnd 
Menge mit sicb. selbst von gleicher Mâchtigkeit. 

Zu beachten ist aber bei der Abbildung einer ! 
selbst, daB hier ein Elément einmal als Original, das 
Bild mit einem anderen verbunden ist, und daB dû 
verscbieden sein kônnen. Die Abbildung einer Menge 
wird anschaulich, wenn man sicb dieselbe Menge in z’' 
gegeben vorstellt. Dadurcb wird die Abbildung der 
selbst zurückgefülirt auf die Abbildung einer Menge { 

Beispiele von Mengen gleicher Mâchtigkeit sind 
einen und der anderen Hand, oder die Punkte einer i 
Punkte einer zweiten Strecke. Um letzteres einzusel 
sich die Strecken mit je einem Endpunkt aneinander 
beiden anderen Endpunkte durch eine gerade Linie v( 
verknûpfe man je zwei Punkte miteinander, die von ( 
lelen zu dieser Geraden getroffen werden. 

3 . Wenn die Menge A mit B und B mit C von gl 
keit ist, 80 ist auch A mit C von gleicher Mâchtigke 
ein beliebiges Elément a aus A mit einem bestimn 
ans B und ebenso wieder mit einem bestimmten E 
verbunden ist, so ist eben dadurch auch a mit c verb 
selbe gilt auch umgekehrt, wenn man von einem belie 
aus C ausgeht. 
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5. Fûgeu wir ein solches nicM in A enthaltenes Elemen 
A Mnzu, so sciaffen wir dadureh eine neue Menge B, die wir 
mâfiig 80 bezeichnen konnen: 

(1) J5 = ^ + /î, 

mdem wir mit + (pl^is) die Operation der Hinznfügnng an 
nnd mit dem Zeichen - (gleich) ausdrücken, da6 die dadurc 
einander verbundenen Zeichen dasselbe Ding bezeichnen soJlen 
Ebenso konnen wir, wenn die Menge A mehr als ein e 
Elément enthâlt, eine nene Menge dadnrch bilden, dafi wir ei 
ment a ans A entfemen, nnd die übrig bleibenden Elemei 
Menge S auffassen. Hierfûr woUen wir das Symbol 

(2) B A — cc 

branchen, indem wir durch — (minus) die Operation des 
scheidens andeuten. 

Tinter einem Teil der Menge A verstehen wir eine Mei 
deren Elemente aile unter den Elementen von A enthalten sii 
Demnach ist auch die Menge A ein Teil von si ch s 
Al heiBt ein echter Teil von A^ wenn Al nicht mit A identh 
wenn also A zwar aile Elemente von Al^ aber aufîerdem noch 
enthâlt. 

Ist Al ein echter Teil von JL, so wollen wir unter 

A- A' 

die Menge verstehen, die übrig bleibt, wenn ans A aile EL 
von A' entfemt sind. Ebenso wollen wir, wenn A und B î 
sind, unter JL + ^ die Menge verstehen, die aile Elemente ^ 
sowohl als von B und keine anderen enthâlt. 

Wenn JL und B gemeinschaftliche Elemente enthalten, so 
Gesamtheit dieser gemeinsamen Elemente wieder eine Menge, d 
mit einem Anklang an geometrische Vorstellungen, denDurchsc 


1. Natürliche ZaUen. 


also eine ganz andere, als die von (A + B) D. Das ei 
Iclien bedeutet den InbegrijŒ aller Elemente von A und B mit E 
biluB der Elemente von D, wahrend das zweite den Inbegriff a 
îmente von A und B mit Ausschlufi der Elemente von D bedeu 

Zur Veranscliauliclmng môgen in der Figur 1 die Flâche 
)6en Kreises die Menge A, die des kleinen die Menge B darstel 
r Durchschnitt JD der beiden 
ngen ist dann durch. das beiden 
eisflâchengemeinscliaftliclieZwei- 
: versiimliclit. 

Die beiden Halbmonde sind 

— D und B — 1). Unter A + B 
dann dasselbe zu versteben^ wie 
ber A {B — D) und unter 

— D) + jB; namlicb die ganze 
5 dem Zweieck und den beiden 
Ibmonden zusammengesetzte Plâcbe, wâhrend (A + B) — D 

Flâche der beiden Halbmonde bedeutet. 

Es ist ferner, wenn A, B, G Mengen sind. 

(^ + :b) + o = ^ + (iî+ q 

à 



A + B = B + A, 


enso, wenn die Mengen A und B keine gemeinsamen Elem( 
ben und die Menge C ein Teil von B ist, 

, B)^C^A + (B-^ 0 ), 

d wenn B ein Teil von A, G ein Teil von B ist, 

) A-^{B-^G)^{A-B)+ 0 . 


ik Sind A und B Mengen von gleicher Mâchtigkeit, \ 

. ^ ^ J. : A û ^ ^ X ^ T> lx. a. tm 
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a ein Elément in Â, /3 ein Elément in J5, so ist anct 
Yon gleicher Mâcitigkeit wie JS /î. 

Henn wenn -i nnd JB von gleicher Mâchtigkeit sind, so 
eine eindeutige Abbildûng von ^ auf JB. Wenn bei dieser Al 
a mit fi verbunden ist, so sind offenbar, wenn mm dieses P 
femt und die ûbrigen Verbindungen aile bestehen laBt, aiicb 
und jB—^ aufeinander eindeutig abgebildet. Ist aber a mi 
von ^ verscbiedenen Elément in B, und folglicb auch ft mi 
von a verscbiedenen Elément a in A verbunden, so lassen ' 
übrigen Yerknûpfungen ungeândert, verbinden a mit (}' und 
a und fi hinaus. Dadurcb sind dann wieder die Mengen A - 
B — fi aufeinander eindeutig abgebildet, und diese Mengon sii 
wie bewiesen werden soUte, von gleicher Mâchtigkeit. 


§ 3. Zahlen und Zàhleii. 

1. Nacb dem Yorhergebenden konnen wir aile die Meng 
ndt einer von ihnen und folglicb (§ 2. 3.) aucb untereinan 
gleicber M'àcbtigkeit sind, zu einem System, einer Gattui 
wie wir aucb sagen konnen, einer Idee, vereinigen, und dieser Gi 
begriff findet wegen seiner groBen AUgemeinbeit die allerh 
Anwendung. Diese Ideen heiBen Zablen. Die Wamen, 
einzelnen dieser Gattungen beigelegt werden, sind die Z ah h 
die Zeicben, durcb die wir sie in der Schrift bezeichnen, di( 
zeicben. Ist a das Zeicben oder der Name einer solchen ( 
der eine Menge A angebôrt, so sagen wir aucb, a ist die . 
der Elemente von A oder A bestebt ans a Elemvnt( 
aucb kurz a ist die Zabi von A oder aucb a ist der Wert 
Zabi oder A bat die Mâchtigkeit a. 

Jede Zabi ist voUstândig bestimmt durcb eine einzelne i 
Gattuner berauseresriffene Matio-a A W 7 V Air»Ar» T? /avwîî 0/1 i.. ... i 


1.' ' Natûrliclie Zàhlen. 


§ 3 . 


A a mit a+'l* Diese Zabi a -f 1 bleibt ungeâ 
A durcb einen anderen Repr'âsentanteii von a o 
ein anderes Elément ersetzt wird (§ 2, 6.). 

Es ist aber nicEt ausgescblossen^ daB A un< 
gleicber Mâclitigkeit sind, daB also a und a H 
Zabi ist. 

3. Wenn die Zabi e von e + 1 verscbieden ist, sc 
endlicbe Zabi. Eine Zabi co, die mit co + 1 identig 
unendlicb. 

Die Zabi 1 ist eine endlicbe Zabi. Hierfür berufei 
*den Augenscbein, daB wir zwei Dinge (wie 1, 1) nicbt 
einem Ding 1 verknüpfen kônnen. Die Zabi 1 + 1 oc 
von 1 verscbieden. 

Ist die Zabi e endlicb, so ist aucb e + 1 end 

Dies ergibt sicb nnmittelbar ans dem Satze § 2, 7. 

Denn sind Aj -4'= A + a, J["= ^ + û; + /3 Repra 
Zablen e + ci + 1 + 1, so ist, wenn A' und A'" 
Mâcbtigkeit sind, nacb jenem Satze ancb A xmd A' 
Mîîcbtigkeit, also e nicbt endlich.^) 

4, Wir betracbten Mengen Z, deren Elemente 
(Zablenmengen), die wir durcb folgende beiden Eigc 
finieren: 

a) Die Zabi 1 ist in A enthalten. 
jS) Wenn ^ eine in Z entbaltene Zabi ist, 
- 2^+1 in A entbalten. 


1) Dedekind defîniert eine nnendlicheMenge als eine s- 
ecbten Teil von sicb selbst équivalent ist. 

Dali diese Delinition mit der hier gegebenen übereinstimm 
Hilfc des aogenaunten Âquivalenzsatzes der Mengenlebre beweis 
lautet: Ist die Menge A équivalent mit einem Teil B' 
und B équivalent mit einem Teil A' von A^ so ist 
mit B. In Zeicben; 
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Diese doppelte Eigenseliaft kommt jedenfalls der Menge 
auB sâmtlichen Zahlen besteht. Es kanu aber aucb noeh 

Mengen von dieser Eigenschaft geben. 

Wir definieren nun die natürlicbe Zablenreihe 
den Durcbschnitt aller Mengen Z von den Eigensc 
ix) ô) d h. wir nehmen in N aile Zahlen und nur diese auf, 
den sâmtlichen Mengen ^ zngleich enthalten sind. 

Nach dieser Définition ist jedenfalls die Zahl 1 in iV en 
nnd wenn n irgend eine in N enthaltene Zahl ist^ so ist and 
in N enthalten. Wir nennen diese Zahlen n an ch die natüi 
Zahlen, nnd verstehen, wenigstens in diesem Abschnitt, von 
unter einer Zahl schlechtweg immer nnr eine natürliche Zahl 


5. Jede natürliche Zahl ist endlich, d. h. wenn 
natürliche Zahl ist, so ist n von n+1 verschieden. 

Denn nach 3* genügt die Menge E aller endlichen . 
den Bedingnngen a), j3). Es ist also E eine Menge Z nnd 
N in E enthalten. 

Ob anch das TJmgekehrte gilt, d. h. ob jede endliche ! 
der natûrlichen Zahlenreihe enthalten ist, muB einstweilen 
gestellt bleiben. (§ 5, 6.) 

Ans der natûrlichen Zahlenreihe leiten wir spezieUere 
reihen auf folgende Weise ab. 


6. Es sei a eine natürliche Zahl nnd eine Zahlenme] 
den folgenden beiden Bedingnngen genügt: 

a) Die Zahl a + 1 ist in Z^ enthalten. 

Ist B eine in Z^ enthaltene Zahl, so ist aucl 
in Z^ enthalten. 

Diesen Bedingnngen genügt die natürliche Zahlenreihe A 
Es kann aber anch andere solche Zahlenmengen geben. Wir 
jede solche Menge eine Z^ nennen. Wir definieren die Me 


1. NatürHche Zahlen. 


+• 1) zu ein Z^. Dies lâBt sich. in der Bezeichnung 

I so ausdrûcken: 

^«=^«+ 1 + (« + !)• 

^raus lassen sich. die folgenden Sâtze beweisen: 

7. Die Zabi 1 ist in nicht enthalten. 

Bezeichnen wir nâmlich mit N' die Zahlenmenge, die ans 

•ch Entfernung der Zahl 1 entsteht, setzen also N'=N—lj 
Lügt N' den Bedingungen cc), /3') S. 10 (für a == 1) und N' ist a 
Z^. Andererseits ist N' in jedem Z^ enthalten. Demi ans jed 
entsteht durch Hinzufügung der Zahl 1 ein Z und wenn N' ni 
Z^ enthalten ware, so ware N nicht in Z enthalten, was 
dnition von N widerspricht. 

8. Wenn a nicht in enthalten ist, so ist a + 1 ni( 

enthalten. 

Denn nach der Voraussetzung kommt a nicht in (a 4 

und folglich erfüllt NJ die Porderungen a'), j(3"). NJ ist î 
Andererseits ist NJ in jedem enthalten; denn es 

^ 1 + (^ + 1) ôin Z^ und enthâlt also N^. Folglich ist NJ = N^ 

9. Die Zahl a ist in N^ nicht enthalten. 

Bezeichnen wir namlich mit A die Menge der Zahlen a, die 

rderung genûgen, daB N^ von a frei ist, so ist die Zahl 1 iu 
ihalten (nach 7.). Ist ferner z eine Zahl in A, so ist auch z - 
A enthalten (nach 8.). Folglich ist A ein Z und enthâlt 
nge N (nach 4.). Also ist jede naturliche Zahl a in A enthall 
z. b. w. 

10. Ist die Zahl h in N^ enthalten, so ist N^ in N^ e 
Iten. 

Demi nach 0 . ist, wenn h in N^ enthalten ist, N^ zugleich 
und muB also N^, enthalten. 

11. Ist die Zahl 1) in N enthalten. so ist a nicht in 



12 


I. Grrandlàgen der Arithmetik. 


10*. Ist l groBer als a und o grôfier als h, so i 
c groBer als a. 

IP. Ist h groBer als a, so ist a nicht groBer alî 

12. Jede natûrliclie Zalil n, mit Ausnalime der 
stelit aus einer bestimmten Zatl a durch Hinzufü; 
Einteit, d. h. es gibt eine bestimmte Zab.1 a, so daB n 
ist. Diese Zabi a bezeicbnen wir mit n — 1. 

üm die adsgesprocbene Bebauptung zu erweisen^ bezeic 
mit N' die Menge aller Zablen a + 1^ wo a jede natürli- 
bedeuten kann. In dieser Menge ist die Zabi 2 entbalten, r 
a m N' entbalten ist, so ist ancb a + 1 darin entbalten. 
folglicb die Bedingungen a), j3') fûr a == 1 durcb die 1 
befriedigt, nnd mitbin ist in N' entbalten. Andererseits 
ancb jede Zabi Yon N' in entbalten, weil aile m\ 
Zablen, mit Ausnabme der 1 enthâlt nnd folglicb sind beidc 
identiscb. 

Es ist daber jede Zabi ans eine Zabi der Porm a -j 
es bei gegebenem a + 1 nicbt mebr als eine Zabi a geb< 
ist dann eine Folge aus § 2, 7. Denn darnach sind, weim . 
eine Menge Yon der Mâchtigkeit a + 1 nnd a ein darin en 
Elément bedentet, aile Mengen A — a Yon gleicber Machtigl 


§ 4. Der Satz von der vollstaiidigeii InduktioiL 

Eines der wicbtigsten nnd frucbtbarsten Hilfsmitt<il, dm 
Erkenntnis matbematiscber Wabrbeiten besitzen, ist das Hcb 
fabren der Yollstândigen Induktion oder der HebliiB v( 
n + 1. Wir baben dies Verfabren in Nr. 9 des Yorigcn Par; 
angewandt nnd begründet. Wir geben ihm hier niir «âne e 
ffemeinere Formnliernng: 
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lügt also den Bedmgnngen a), j3'), § 3. FolglicL. ist h 
ilialten. Also gehôrt jede Zahl yon (d. h. jede Zalil) 

O Ber ist als a)^ zu den Zahlen n, für die wahr ist^ wie 
5sen werden sollte. 

Das induktive SchluBverfahren, das die Grundlage a 
fahrungswissenschaften ist^ besteht darin, daB man eine Tatsac 
man in Einzelf allen wahrgenommen hat, als ein allgemei 
3etz betrachtet, das durch fortgesetzte Erfahrung entweder m 
cl mehr befestigt oder durch eine entgegenstehende Erfahrung i 
itoBen wird. Dieses Verfahren kann in der Mathematik zwar € 
îgleitung geben, in welcher Richtung eine Wahrheit zu suchen 
einem wirklichen Beweise ist aber noch eine Erganzung notwen< 
in vielen Fallen durch die Anwendung des eben bewiese 
3zes gewonnen werden kann. Darum fûhrt dieses SchluBverfab 
ht unpassend den Namen der yollstandigen Induktion. 

Die Zurückführung eines Satzes oder Begriffes, der eine 
stimmte Zahl n enthalt, yon dem Falle ^ + 1 auf den Fall « h^ 
3h Rekursion. 


§ 5. GroBenoi'duuttg in der Zalilenreilie. 

Durch die yollstündige Induktion konnen wir den Satz § 3, 
f folgende Weise umkehren: 

1. Ist die Zahl a yon b yerschieden und a nicht in 
thalten, so ist b in enthalten. (Ist a nicht grôBer al) 
ist h grôBer a.) 

a') Der Satz ist richtig fûr a == 1 ; denn entsteht aus 
3amten Zahlenreihe N durch AusschlieBung der einzigen Zah 
3, 7.) und mithin ist jede yon 1 yerschiedene Zahl in enthal 

b') Wir nehnien an, der Satz 1. sei für irgend ein a bewie 
soi also h yon a yerschieden, 
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ist, imd a + 1 tou l verscMedeu, so ist 6 in. entha] 

bewiesen werden sollte. 

Also ist der Satz 1. richtig für a == 1 und fûr aUe Zabi» 
in enttaltea sind^ d. b. fûr aile natûrlicben Zablen. 

Hiemacb ist also von zwei verscbiedenen Zablen a, b 
a m oder h in. entbalten, aber niemals beides zugle 
damacb lassen sieb die natûrlicben Zablen in eine bestimmte i 
ordnung bringen. 

Wenn wir nâmlicb die im § 3 gegebene Ausdruckswei 
erganzen, dafi wir, wenn b m entbalten ist, b groBer al 
a kleiner als b nennen, so folgt, daB wenn a von b verscbi 
nicbt grôBer als b ist, a kleiner als b sein miiB, nnd es ist v( 
zwei verscbiedenen Zablen a nnd b immer voüstândig bestimm 
die grôBere nnd welcbe die kleinere ist. Wir setzen, wei 
grôBere ist, 

6 > a nnd a < &, 

zwei Zeicben, von denen das eine das andere znr Folge h 
Satz § 3. 10* lâBt sicb darnacb ancb so ergânzen: 

2, Ist a kleiner als ft, b kleiner als c, so ist 
kleiner als c. 

3. Ist a kleiner als J, so ist ancb a + 1 kleiner al 

Denn es ist — (a + 1) nnd — (M 

nnn a < J, so ist ein ecbter Teil von nnd (a + 1) k' 
JVj nicbt vor. Folglicb ist in entbalten nnd - 

ist ein Teil von Dies ist aber der Inhalt des Satzes 

4t. Die Mengen sind aile von gleicber Miicb 
nnd von derselben Mâcbtigkeit wie N. 

Denn wenn wir jedes Elément a in N mit dem Elemei 
in verbinden, so ist (mit Rücksicbt anf § 3, 12.) eine eindeni 

IrnfÎTi-ftTnrt* 1711 aw 7V7 "XT TL . 
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6 . Eine Menge die eine unendliclie Meuge A als 1 
thâlt^ ist selbst unendlicL 

Denn nehmen wir ein fremdes Elément a zvl M binzu, bil 
0 M' ^ M so kônnen wir nacb der Voranssetzung, da£ 
mdlich sei; A a auf A eindeutig abbilden. Wenn wir dann je 
îment von M — A mit sich selbst verknüpfen, so ist M' anf 
dentig abgebildet. Ist also œ die Zabi von 31, so ist œ mit œ • 
ntisch; also unendlicb. 

6 . Eine Menge 3f, die nicbt die M*âcbtigkeit eii 
türlicben Zabi bat, entbàlt einen Teil von der Mâcbt 
it der natürlicben Zablenreibe, nnd ist folglicb unendli 

Die Menge M bat, wie jede Menge, einen Teil 31^ von 
,cbtigkeit 1, d. b. ein einzelnes Elément. Wir nebmen ein sole 
•ans nnd verbinden es mit der Zabi 1 . Hierauf nebmen wir 
babe einen Teil 31^ von der Zabi a, in dem 3Î^ entbalten 
3ï selbst nicbt die Macbtigkeit einer Zabi baben soll, so ist 
ecbter Teil, nnd es gibt also in 3Î Elemente, die nicbt in 
•kommen. Wir nebmen ein bestimmtes dieser Elemente, verbin 
mit der Zabi a + 1 nnd fügen es zn 3i^ binzu. Dadnrcb erba 
ein Ans der vollstândigen luduktion ergibt sicb, 

se Konstrnktion für jedes a moglicb ist, nnd es ist bierdnrcb j 
er Zabi a ein bestimmtes Elément ans 31 zngeordnet. Damit 
Bebanptnng 6 . bewiesen. 

Hierans ergibt sicb aber, daB sicb der Begrifi* der natiirlicl 
bl mit dem der endlichen Zabi, wie er in § 3, 3. definiert 
Istilndig deckt. 

7. In einer endlicben Zablenmenge 8^^, die ans a nat 
dien Zablen bestebt, gibt es eine groBte nnd eine kleini 

Der Satz ist richtig and selbstverstandlicb für a = 1 5 denr 
8 Ainftr Ainr-icmn Zabi, difi KnorlAiAVi 


«Arn 
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§ 6. Die KardînalzaMen. Ziffernsysteme. 

Wena wir ans der Zahlenreilie N die Menge ausscheid 
bleiben anfier a nur die Zablen^ die kleiner als a sind, déni 
Zabi, die grôBer als a ist, ist ja in entbalten. 

Wir woUen diese Menge mit bezeichnen, also 

- E,^N-N, 

setzen. Die Menge E^ umfaBt also aile die Zableii die d* 

dingung n^a 

genügen, oder in Worten, aile Zablen n, die gleicb a oder 1 

als a sind. 

1 . Ans E^ wird E^^^ durcb Hinzufügnng der ein 
Zabi (ü -j- !)• 

: Denn ans wird durcb Hinauswerfen von (a + l 

also ans W— zu bilden, bat man die Zabi (c 

binznzunelmien. 

2. Die Menge E^ bat die Mâcbtigkeit a, 

Der Beweis ergibt sicb unmittelbar durcb die vollstandi; 
duktion. Denn der Satz ist ricbtig fur a = 1, weil ans de 
•zigen Zabi 1 bestebt. Ist er aber fur E^ ricbtig, so folgt er n 
fur E^^,. 

Die Menge E^ ist also endlich und wenn b > a ist, so 
ein ecbter Teil von weil ein ecbter Teil von ist. 

Sind also Â und B Eeprâsentanten der natûrliclion Zal 
und b, so ist die Menge A, deren Zabi die kleinerc ist, mit 
ecbteu Teil der Menge B mit groBerer Zabi aquivalcut, und t 
gilt umgekebrt von zwei Eeprâsentanten natarlicber Zablen, (h 
die mit einem ecbten Teil der anderen âquivalent ist, die kl 
Zabi bat. 

Die Menge E^ ist die Kardinalzabl. Sie eignet sicb gai 
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verloren gehen würde, bedient ni an sicb des Hilfsmittels, 
gewisse Gruppen von Zablen zu neuen Einheiten zusammen 
nicht mehr die Einzeldinge, sondern diese Gruppen z*âlilt. 
schon die Spracbe in den Wortbildungen wie zehn^ zwanzig 
bundert^ zweibundert usw. Vollkommener aber nocb unser 
Ziffernsystem. Dabei muB, wenn irgend eine ZifFer a ge 
wird^ durcb irgend ein Merkmal angedeutet werden, welcbes 
beit der gezâblten Dinge sei. In einem primitiven Zus 
Recbenkunst gescbab dies dadurch^ daB die Ziffem, je nacb 
beit, in anderen Rubriken einer Tabelle oder eines Red 
(Âbacus) verzeichnet wurden. Dem gegenüber war es ein un 
iicber Fortschritt, daB durcb ein besonderes Zeicben, die ] 
angedeutet wurde, daB eine der Rubriken nicht ausgefûllt 
gar keine Einbeit enthielt, wodurcb der ganze Apparat der 
überflûssig wurde, da durcb den Stellenwert der Ziifern di^ 
Einheiten hinlanglich bezeichnet war, die gemeint sind. Di 
einfache Grundgedanke, auf dem unser heutiges so volll 
Ziffernsystem beruht, dem gegenüber es eine auffallende 
unbequerae Disharmonie der deutschen Sprache ist, auf de] 
teile für den praktischen Recbner kürzlich P ors ter hingew 
daB wir im Sprechen die Ziffern in anderer Reihenfolge n 
wir sie schreiben, z. B. dreibundert fünf und sechzig = 365 

In theoretischen XJntersuchungen brauchen wir baufig B 
für Zahlen, wie wir es in den vorangehenden Betrachtung 
mehrfach getan baben, um kürzer und anscbauliober als du: 
ausdrücken zu konnen, daB gewisse Aussagen nicbt nur für l 
sondern für aile Zahlen gelten. Diese Buchstaben bedeuten a 
wie etwa im Griechischen, bestimmte Zahlen, sondern es sol 
sein, für solche Buchstaben jede beliebige Zahl zu setzen. Die 
mit solchen allgemeinen Zeichen oder Symbolen wird d 
B U c h s t a b e n r e c h n U n g genannt. 

Ein Satz, der ausspricht, daB ein Zeichen a dieselbe 1 
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1. !Natûrliche Zahlen. 


„Der Begriff der Zabi ist ein einfacber und dem Geiste urspri] 
1 gegebener; desbalb sind aile Versucbe, denselben wissenscbaft’ 
definieren, ebensowobl gescbeitert, wie die Bemübungen^ 
klidiscben Grundsâtze zu beweisen/^ In der Tat sind uns w€ 
} dem Altertum nocb ans dem Mittelalter glücklicbe Yersucbe 
int, in den dunkeln Ursprung des Zablbegriffes Licbt zu wer; 
is uns von Pytbagoras und den Pytbagorâern überliefert wird, s 
stiscbe Spiele mit Zablen, die zwar aritbmetiscbe Wabrbeiten < 
ten, nicbt aber zur AufheUung des Zablbegriffes an sicb beitra^ 
d die Definitionen, die Euklid gibt, sind âbnlicb wie seine geo: 
icben Definitionen nur Worterklârungen, die den Begriff scbon a 
isetzen (Elementorum Liber VII, p. 185).^) 

Der denkende Geist aber erkennt keine Scbranke an, und 
e offene Prage ist, da muB er weiter grübeln. So bat sicb ai 
neuere Porscbung nicbt bei dem ein fur allemal gegebenen Zî 
jriflf berubigt, sondern bat nicbt obne Erfolg versucbt, in die I 
bung dieses Begriffs weiter einzudringen. Bei Kant findet s 
ciig über den Zablbegriff. Ibm ist Matbematik, die in seir 
îtem eine groBe Rolle spielt, immer nur Geoinetrie. Er setzt 
tbmetik in eine analoge Beziebung zur Zeit, wie die Geome 
a Raum, und dies ist aucb sonst eine verbreitete Meinung (z, 
milton). Obwobl diese Anscbauung in gewissem Sinne ibre 
btigung bat, faBt sie den Zablbegriff docb nacb unserer Auffassx 
bt in seiner Reinbeit und Allgemeinbeit. Darauf bat bereits Herl 
gewiesen. 

Die neuere Matbematik bat nun diese prinzipiellen Pragen 
\x aus aufgenommen. GauB bat in einem Briefe an Bessel a 
procben, daB er die Zabi (im Gegensatz zum Raumbègriff') für 
)dukt unseres Geistes balte und es ist dann gelungen, die Erzeugi 
ses Begriffes auf eine nocb fundamentalere Tâtigkeit unseres Denke 
! Verknüpfung von Dingen untereinander und die Bildu 
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in Prag (1781—1848). Das diesen Gegenstand betreffende We 
den Titel ,,Paradoxien des ünendlichen'' und ist nacli 
fassers Tode von Prihonsky herausgegeben. 

Der eigentliche Begründer der Mengenlelire ist Georg 
(eine Reihe von Abhandlungen der Mathematischen Anm 
Bd. XV (1879) an und andere Schriften). Eine zusammer 
Darstellung von Schônflies, Jahresbericbt der Deutscben Mathc 
Tereinigung YIII, 2. Verwandt, aber von Cantor unabhân 
die üntersucliungen von Dedekind: ^^Was sind und was s( 
Zahlen^^ (Braunschweig 1888). Auck das Werk von E. i 
^^LelirbucL. der Aritlimetik^^ (Leipzig 1873), ist als eins de 
das eine tiefere Auffassung der elementaren Arithmetik anbc 
erwahnen. 

Die SchluBweise der vollstandigen Induktion, deren 
Mathematik von alters hier bedient, ist von den âlteren Mathe 
wohl kaum auf ilire logiscke Begründung untersucht wordt 
in der erwâhinten Schrift von Dedekind ist das gesclielien. J 
vor kurzem von P. und L. Lindemann ins Deutscke übei-se 
mit Anmerkungen herausgegebene Werk von H. Poincaré 
sckaft und Hypothèse" (Leipzig, Teubner 1904) enthâlt darüb 
Betrachtungen. 

3. Ein Versuch, das Zusammenfassen von Zahlengri 
hôheren Einheiten wissenschaftlich durchzubilden, findet sich 
chischen Altertum bei Archimedes (287 — 212 v. Chr.) in e 
loren gegangenen Schrift an Zeuxippus und in einer sehr merk 
uns erhaltenen Schrift, die den Namen (Sandreclinui 

die auch darum bemerkenswert ist, weil sie Nachrichten 
kosmologischen Anschauungen und Kenntnisse der Alten en 

Hier ^stellt sich derVerfasser die Aufgabe, sehr groBe 1 
benennen, und er kleidet diese Aufgaben in die eigentümlic 


1. ISTatürliclie Zahlen. 


m wie die Oberflâclie der Kugel zum Mittelpunkt. Wâhr 
Lstarch damit sicher nur sagen wollte, daB die Welt eben unend] 
)x unmeBbar sei^ so braucht Arcbimedes für seinen Zwect ein 
nmtes MaB. Er supponiert also, da die Kugel zu eiuem Pui 

■ keine GrrôBe habe^ auch kein Verhâltnis baben kônne^ daB Arista 
)e sagen wollen, die Fixsternsphâre verbalte sich zu der Spb 
‘ Erdbabu so, wie sicb nach der gewôhnliclien Meinung die W 
ht. die Spbâre der Sonnenbahn, zu der als Mittelpunkt der 
racbteten Erde verbalt. Die Sonnenentfernung nimmt er da 
îh viel zu klein an, wâkrend er in bezug auf die Erddimensioi 

■ Wahrbeit nâber kommt. 

üm so ungeheure Zahlen zu benennen, faBt er die Zahlen 
hundert Millionen (eine Myriade von Myriaden) als „erste Zabi 
ammen. Die Zabi bundert Million, die nacb unserer Scbreibw< 
1 mit acbt Nullen gescbrieben wird, bildet die Einbeit 
v-eiten Zablen^^, deren er wieder bundert Millionen zablt, um 
ibeit der dritten Zablen zu bilden, die mit 1 und 16 Nul 
cbrieben wird. Für den Zweck der Sandzabluug braucbt ni 
iter gegangen zu werdeu als bis zu den acbten Zablen, deren I 
t mit secbsundfûnfzig Nullen gescbrieben wird. 

Aber Arcbimedes gebt in seinen prinzipiellen Erorterungen 
den bundertmilliousten Zablen, deren letzte, die mit acbtbunc 
lionen Kullen gescbrieben wird, die Einbeit der zweii 
riode bildet, mit der dann wieder ebenso verfabren werden ka 
Intéressante Mitteilungen über die bei verschiedenen Volkern i 
verscbiedenen Zeiten üblicben Zablwôrter und Zablbezeicbnuni 
iet man in dem ^sebr lesenswerten nacbgelassenen Bucbe 
Hankel, „Zur Grescbicbte der Matbematik im Altertuin und 
ctelalter^^ (Leipzig, Teubner 1874). 

Aus unserer Zeit baben wir zwei Beispiele der Bildung von Zs 
rtern, die aus dem praktiscben Bedürfnis bervorgegangen si 
nlicb das Wort „Million^^, das etwa von 1500 an in Italien a 
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Inder den Ausdruck des religiôs ErhabeiieB und unfafibar 6r 
übermâBig groBen Zablen findet. (Es gibt secbsbunderttausend M 
Sobne der Buddbas^ vieruiidzwaiizigtauseiid BillioiierL Gottbeii 
âbnlicbe nocb abenteuerlichere Zablen.) 

Ins Abendland kam die nene Recbenkunst durcb die Ara 
in Spanien nnd Nordafrika ibre Sitze batten, znn’âcbst in der 
kommenen Form des Recbnens mit dem Recbenbrett (Abacus 
aber aucb das eigentlicb Entscbeidende^ die NuU, deren Gebra 
Arithmetik erst von allen Pesseln befreite. 

Die nene Recbenart wurde als ,,Algoritbmus^^ bezeicln 
die, die sicb ibrer bedienten bieBen „Algoritbmiker" zum Unt< 
von den „Abacisten^^ mit denen sie zu Zeiten in scbroffem Ge 
standen. Über den Ursprung des Namens „Algorithmus^^ wi 
lange im Zweifel, bis neuere Funde es anBer Zweifel gesetzt 
daB das Wort die Entstellnng eines arabiscben Namens Alcb 
(Muhammed ibn Mnsâ Alcbwarizmî) sei.^) 

Das weitverbreitete und bocbgescbâtzte Werk dieses G< 
über die Recbenkunst stammt aus dem ersten Viertel des 1 
bunderts, ist aber nur in einer erst in neuerer Zeit aufgefi 
lateittiscben Übersetzung auf uns gekommen.^) 

Der bedeutendste Vertreter der Abacisten ist der berûbmte G 
(geb. um 940 in der Auvergne, gest. als Papst Silvester IL 1 
Rom). Zur Yerbreitung des Algoritbmus im Abendland bal 
nieisten beigetragen; Leonhard von Pisa, genannt Fibonacci 
Bonacii) (Liber Abaci am Anfang des 13. Jabrbunderts) und 
nus bTemorarius (gest. 1237 als Ordensgeneral der Domir 
(Aritbmetica, Algoritbmus démons tratus). 

In Byzanz ward die indiscbe Ziffernscbrift und Rechenkui 
im 14. Jabrbundert durcb das Recbenbucb des Môncbs JM 
Planudes bekannt, in dem das Wort Tzipbra fur die ISTull gel 
vrird. Yon diesem aus dem Arabiscben stammenden Wort is 

nrf 7, -Pn-i» rTrvnnrlr/ûî AliriTi 


Zweiter Abschnitt. 

Die Keclienoperationen. 

§ 8. Addition. 

Wir machen von dem Verfahxen der voUstândigen Induktion < 
wendung auf den Beweis des Satzes: 

1 . Wenn man zwei endlic!he Mengen A nnd J8 zu ei: 
Lzigen Menge A + JB vereinigt, so entsteht eine endli< 
mge. 

Wir konnen uns auf die Annalime beschrânken^ da6 A une 
ne Êcemeinsamen Elemente kaben. Denn wenn aile Elemente 
zugleicb in A entbalten sind, so ist A + B A, also nach. A 
[setzung endlicb. Ist aber D der Durebsebnitt von A und Bj 
B — J) ein Teil von B, der mit A kein Elément gemein ! 
i es ist 

A + B^A + {B-D) 

2. 5). 

Wir nebmen also von vornberein an, daB A und B kein gem^ 
les Elément baben. Wenn dann B ein einziges Elément /î < 
t, so ist der zu beweisende Satz ricbtig, denn A (î ist ix 
>. 3 endlicb. 

"NT/iiTii Trv» û-M 'xxnv •Pomniav «an o/ai 7‘i ri ta rlnt* TT.l ûri -i-û 
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gleiche, weim wir die Mengen A und B durch andere Mengen 
von gleiclier Mâchtigkeit ersetzen; denn sind A nnd A\ B 
aufeinander eindeutig abgebildet, so sind A B nnd A + B' 
anfeinander abgebildet. üin also die Zabi a -\-l) zn ermitteln^ 
wir beliebige Reprâsentanten der Zablen a nnd h wâhlen, z. 
Finger, oder Zâblpfennige, nnd es gibt ancb keinen andern W 
Ziel als diesen. Man pragt von Kindheit an das Eesnltat 
Snmmenbildnng für die kleineren Zablen dem Gedâcbtnis ein, 
jederzeit zum Gebrauch bereit zu balten. Unser indiscbes 
System gewâbrt den Vorteil, daB es ansreicbt, wenn wir das I 
für den Fall besitzen, daB a nnd h ans der Reibe der Zable 
3; 4, 5, 6; 7, 8, 9 genommen sind. 

Die Bildnng der Snmme beiBt ancb Addition oder Znsa; 
zablen. 

Über die Addition ergeben sicb ans dem Friiberen lei 
fundamentalen Sâtze: 

3. Wir baben in § 2. 5 geseben^ daB wenn A, B, (J 
welcbe Mengen bedenten^ 

A + B^B + A, 

{A + B) + C = A + (B+C) 

ist. Wenden wir dies anf endlicbe Mengen an, die keine : 
scbaftlicben Elemente baben, so ergibt sicb, wenn a, b, e Zabi 
nnter denen natürlicb ancb dieselbe Zabi mebriSals vorkomme 

(1) a 4- J = -f a, 

(2) (a + “b c — -f" (6 -j- 6') == (c^ 4" c) 4" b. 

Die erste dieser Formeln, die besagt, daB es bei der Addii 
die Reibenfolge nicbt ankommt, beiBt das kommntative ( 
Die zweite besagt, daB man die Snmme von drei Zablen < 
bilden kann, daB man nacb Belieben erst zwei Zablen z 


2. Die Rechenoperationen. 


B, C, . . .y N keine Elemente, die mehreren von ilinen zugle 
jeliôren^ so heiBt die Zahl von 8 die S uni me der Zalilen 
Bj C, , . N, Bezeichnen wii* die letzteren Zahlen, mit a, h, c, . . 
i mit s die Zahl von S, so schreiben wir 

s = a + & + ^ + -**+^^; 

i nennen a, Tj, Cj . . n auch die Summanden von s. 

Die Bestimmung der Zahl s geschieht dann durch Abzâhh 
r Menge 8, 

Bei der Berechnung verfâhrt man kûrzer so, daB man die Si 
nden in einer beliebigen Reihenfolge untereinander schreibt, 
m, von unten oder von oben anfangend jede folgende Zahl zu 
eits gebildeten Summe addiert. DaB das Ergebnis dieser Rechn 
1 der Reihenfolge unabhangig ist, in der die Addition vorgenomi 
•d, ist dann eine Eolge ans der Unabhângigkeit der Zahl von 
ihenfolge des Zâhlens, die wir in § 6 bewiesen haben. 

Bei dekadisch geschriebenen Zahlen addiert man zunâchst 
1 er, dann die Zehner, dann die Hunderter u. s. f., wobei d 
sich bei der Addition der niedrigeren Einheiten ergeben 
leren bei der Addition der nâchst hôheren Einheiten zu 
iksichtigen sind. 

4:. Die Addition enthâlt als besonderen Pall die Yorschrift, n 

• wir in § 3 ans einer Zahl m die nachst groBere m + 1 defin 
3en. Es ergibt sich ferner leicht ans den dort gegebenen 
nmungen über grôBer und kleiner, daB die Summe eines Te 

• Zahlen a, &, c, . . ., n kleiner ist als die Summe aller; femer 
Summe grôBer wird, wenn einer oder einige der Summanden ' 

)Bert werden. Dies ailes folgt daraus, daB von zwei endlic 
ngen die kleinere Zahl derjenigen zukommt, die mit einem \ 

• anderen âquivalent ist. 



26 


1. Grundlagen der Arithmetik. 


die Multiplikation oder das Multiplizieren (VerTielfâl 
der Zabi h mit der Zabi a. 

Die Zahl 6 heiJBt der Multiplikand, die Zabi a der ! 
plikator^ und das Résultat der Multiplikation al keiBt das Pi 
von a und ô. 

Nach. der Définition ist a-l^a, und wir wollen auch; 
dem Vorigen noch nickt enthalten war, 1 • 6 = & setzen. Mai 
das Produkt fiir kôtiere Multiplikatoren ans dem für niedrigei 
durch Eekursion, nach der Formel 

(1) a& + 6 = (a + 1) & 

bilden^ die nach der soeben getrofifenen Festsetzung auch für 

2. Der erste Hauptsatz über die Multiplikation ist das ko 
tative Gresetz^ welcbes daiin besteht, da6 das Résultat der 
plikation das gleicbe bleibt, wenn man den Multiplikator m 
Multiplikanden vertauscbt, das sicli aucb durch die Formel 

(2) ah = ha 
ausdrücken lâBt. 

Der Beweis dieses Satzes lâBt sich. durch die vollstandi 
duktion führen. Wir denken uns a endliche • Mengen di 
ma sie voneinander zu unterscheiden, mit B^ beze 

wollen. Keine zwei dieser Mengen sollen ein gemeinsames E 
haben, dagegen sollen sie aile von gleicher Mâchtigkeit h sein 
Produkt ah ist dann die Zahl der Menge die man erhalt^ 
man aile diese B^, B^^ . . B^ zu einer einzigen Menge vereir 

Wir fûgen nun zu jeder der Mengen B^, B^y . . B^ no 
neues Elément hinzu, so daB 6 in b -|- 1 ûbergeht, also zu der 
M noch a neue Elemente. Q-eht dadurch M in M' über, so 
Zahl von M' ah + a. Auf der anderen Seite ist diese Meng 
auch gleich a(6 + 1), woraus sich 


2. Die Rechenoperationen. 


b sind aber die Grundlagen für die vollstândige Induktion 
nnen, imd ist also das kommutatiTe Gesetz allgemein bewieseï 
Hiemacb ist es nicht mehr notwendig beim Produkt zwisc 
Itiplikator und Multiplikand zu unterscbeiden. Man nennt 
ler beide unterschiedslos die Faktoren des Produkt es. 

Zur Ausfûhrung der Multiplikatiou genügt es, weun man 
)dukte je zweier Zablen der Reibe 1, 2, 3, 4, 6^ 6, 7^ 8, 9, „ 
jine Einmaleins^^, zur Verfûgung bat, die man durcb dir( 
zâblung an beliebigen Objekten bildet und dem Gedâcbtnis einpr 
3 dekadiscbe Zablensystem gestattet dann in bekannter Weise s 
£acb die Berecbnung der Produkte aucb groBer Zablen. 

3. Das assoziative Gesetz. 

Icb denke mir jedes Elément der sâmtlicben Mengen . . 

•cb eine Menge C ersetzt. AUe diese Mengen C sollen von 
icben Mâcbtigkeit c sein, aber keine zwei sollen ein gemeinsch 
les Elément entbalten. Icb vereinige nun aile Blemente di( 
Qgen C zu einer einzigen Menge P, deren Zabi zu bestimmen 
Die Anzabl der Mengen C ist aber und folglicb ist 
Zabi der Elemente von P gleicb 

{ah)c. 

dererseits ist die Anzabl der in jedem JB entbaltenen Elem€ 
icb le, und da die Anzabl der Mengen JB gleicb a ist, so ist 
Zabi der Elemente in P aucb gleicb 

a(bc). 

raus ergibt sicb die Formel: 

(al)c = a(bc), 

der das assoziative Gesetz entbalten ist. 

Verbindet man dieses Gesetz mit dem vorigen, so kann r 
5lf versebiedene Ausdrücke für dieselbe Zabi erbalten. 

Dift Rp.r'.hftnrftcrftl lafit siVb daun in folo*ftnde Vorsebrift ^naarniT 
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Meiige (J etwa als Kugeln denkt, die in Reilien von je 
rdnefc sind; h di(‘ser Eeihen werden zu einein Ilechteck aügeor< 
(i dieser ReclittMyke werden dann iiocli iibereinander geschicl 
I)ii‘ ganze Anordnung hat dann die Gentalt eines reehtwinkli 
nnas, hei <leni auf drcd in einer Eeke ziiHainnunietoBenden Kai 
> und r Kugeln angeordnet sind. Man kann dann dieee Ku| 
drei vorHchiedene Arten zu Rechtecken seliichten, und in je* 
ht<H’k auf zwei vtn-achiedene Arten zu ileilien anordnen. 

4* A uf U nmd dii^ner Satze kiumeu wir nun niittele der 
uligau Indukti(ui dan Produkt ans beliebig vielen Faktoren 
Ten. 

l*Ls mi aine b(ditd>igt' Mange It von Zahlen 
b, f/, . , H (U) 

elani. llir Anzahl nidge r Bain. Man graife zwei beiîebige 
‘U haruuH und varainigc» nia zu einam Produkt. Dadurch ents 
I Mange vou r - l Zahlen, in der man wieder zwei belie 
ieii zu eineni Produkt varainigt, und ffihrt dainit fort, bin : 
iioeh aine Zabi bat. Dic^na eiïïa Zabi ist tmabhangig von 
» wie inau jiHlaHinal die zwei Zahlen herausgegritfen hat, also 
ilngig von der Anordnung der Ilechnung. Wir nennen sic 
Mlukt der Fak toron a, />, r, . . n und satzen, wenn wi 
m lH»zeiehnaïî, 

ni abcd , . . Uj 

I wir Hetzen dit* HÜiniliehen Fakionm einfach uebaneinandef. 

Binin BaweiB diéHar Behauptung nelmum wir wi(‘der die ^ 
«lige Induklion zu Hilte. Der wSatz int wit^ wir in 2, und 
lîii tiiiben, riehtig, wenn r 2 oder r int. (r 2 allein wi 
r ttieht genfigen, da bei zwei Faktoren dan assoziativc» (h^netz ï 
if '/itr lï«îè:n»!fr Pfiniîrif: i Wir tiAhïtieti îlIho Heine Rieîhtiifktù 
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§ 10. 


oder wir kônnen a oder h für einen der ersten Faktorc 
also etwa 

(ac), h, d, , . n (jR''') 

bilden. 

Nach der Voraussetzimg sind mm die Produkte der 
K' y JR'" von der Anordnung der Rechnnng nnabh'ângig, i 
sicb diese weitere Recbnung so fiibren, daB nacb dem nâcbi 
JR' und JR" sowobl als JR' und JR'" identiscke Système erg 
lich JR' und JR": 


JR' und JR"': 


(ah), (cd), . , n, 


(ahc), dj . . n, 

und es ergeben also K , JR" und JR'" dieselben Produkte^ 
werden sollte. 


w 


5. Ans den entsprechenden Satzen fur die Additio 
ergibt sicb sofort^ daJB ein Produkt groBer wird, wenr 
Faktoren grôBer wird^ oder in Zeichen: Ist 


so ist aucb 


a > a J 

al) > al), 


und um so mehr folgt ans a'^ a, fe > 6': 

al) > ah\ 


Durch. vollstândige Induktion leitet man daraus den Satz j 
Produkt von beliebig vielen Faktoren vergrôBert wird^ vi 
welcbe dieser Faktoren vergrôBert werden und die übrigen 
bleiben. Als Korollar ergibt sicb nocb, daB ein P 
nur dann =bc sein kann, wenn a = l ist. 


S 10 TTAII QnmiviAin 
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.nden gleicli n sind. Da wir die Summaiiden in beliebiger Eei] 
ge addieren konnen^ so kônnen wir zunilchst aile a vereinij 
h. das Produkt ma bilden, sodann aile h, also das Produkt 
etzt dae Produkt mn bilden. Man erHiilt hiernacli 

ms = ma + nib + me + nui. 

1 anzudeuten, daJi man die ganze Summe a 4- /> + ... + u mit 
bl m zu multiplizieren hat^ muB man sich einer Klammer bedie 
i also 

m\a + + 6* + • • • + >0 ~ -f. . . . -j- 

reiben. Nacli dem kommutativen Geeetz der Miiltiplikation 
n aber auch 

(tt + & + <• + •*• + ^0 ^ -f, . . . 4» 

Es kommt oE vor, daB eine Summe in der Form 
ma + mb + me 4- . • • 4- 7 nn 
;eben ist, daB es aber vorteilkafter ist^ sie in der Form 
m((i 4“ d" ’ * * Hh ^0 ^der 4 - 4~‘ ■4” * * * 4" fi^m 

'ter zu benutzen. Diese Operation nennt man das Ausklamm 
Faktors m. 

2 . Wenn der zweite Faktor m selbst wieder als Summe gegeben 

'm =*= ('.i 4 ” ^ 4 ~ 4 ~ ■ ’ * 4 “ J 

kîmn man auf die redite Seite von (1) oder (2) dieselbe R< 
dimak anwenden^ und erhalt so den Satz: 

Um dan Produkt der beiden Surnmen 

(a 4 ” b + e 4“ • * • 4 ” ^0 (a + b' + a + • • • 4- n ) 
bildeU; multipliziert man jedeu Sumiuaiiden der eij 
mme mit jedem Summanden der anderen und lümmt 
mme aller ao ffebildeten Produkte. 



1 . 
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î Summe s der Zahlen kann dann so darges 

rden: 

r a 

s 2 

a — 1 l,r 


das Zeichen U (griechiscli sigma) als Abkûrzung für das 
mme anzuselieiL ist; 1 und r heiBen die Grenzen für a, 
Angabe dieser Grenzen nicbt nôtig erscbeint^ so scbreibt i 
ih wobl 

Der Inhalt des Satzes 2. karin nacb dieser Bezeicbnung in 
rmel zusammengefaBt werden: 




/ÿ=l 


i dieser Satz lâBt sich darm auch auf Produkte ans niebr€ 
ktoren ausdebnen, z. B. 







y = l 


=2 


L Ausdruck von der Porm a + worin a und h unbestim] 
lien bedeuten, wird aucb ein Binom genannt. Ebenso b 
“ & + c ein Trinom und allgemein eine Summe ans mehre 
ien Summanden, die durch Bucbstaben bezeicbnet sind, ein Po 
m. Die einzelnen Summanden beiBen die Glieder des Polynom 


§ 11. Potenzieruiig. 

1 . Ebenso wie man aus der Addition gleicber Summanden 


^ 5 ! 
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wo man sich auf der linken Seite die Faktoren a z 
•a heiBt die Basis und n der Exponent der Pote 
dafür auck zur Potenz'^^ oder kürzer zur 
iLOch Die Potenz einer Zabi a nehmen^ liei. 
Zakl a in die Potenz erlieben^^ 

Wegen der Anwendung in der Géométrie wird ini 
zweite Potenz von cij also aucli das „Qiiadrat 

,,a-Quadrat^^ genannt. Die dritte Potenz lieiBt 
von 

Die erste Potenz von a ist gleicli a selbst: 

(2) a^==a. 

Da die Multiplikation einer jeden Zabi mit dem Multi] 
Multiplikanden selbst wieder ergibt, so folgt für jeden 

(3) P-1. 

Der Hauptsatz liber die Potenzen^ dessen Beweis si< 
ans der Définition ergibt, lautet: 

3. XJm zwei Potenzen mit derselben Basis 
zu mnltiplizieren, addiert man die Exponent 
Zeichen: 

(4) 

Denn rechts und links stebt ein Produkt ans m + î 
D er Satz lafit sich olme weiteres durcli vollstilndige Incl 
Produkt von bcliebig vielen Faktoren übertragen^ und 

(5) (i^ • • « ( • • • + , 

worin m, q beliebige Zahlen sind in gloichfî 

Anzabl r. 
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5. Wenn a grôBer als 1 ist, so ist a” um so grôBer^ 
n ist, und man kaim n immer so groB annehmen, daB 

als eine beliebig gegebene Zabi c. Hiervon kann man s 
dnrcb die voUstândige Indnktion überzeugen. Denn die B 
ist jedenfalls ricbtig fûr c = 1, da ja scbon a^> 1 ist. 

Ist aber a^>G, so ist und + 

Wenn die Bebauptung also für c ricbtig ist, so ist sie ar 
für c + 1 damit allgemein: 

Ist c für irgend einen Wert m von n, so ist un 
c, wenn n groBer als m ist. 

6. Unser dekadiscbes Zablensjstem berubt auf den 
der Zabi 10. Die Potenz von 10 wird mit einer 1 une 
gesebrieben, und diese Potenzen bilden die Einbeiten dei 
denen Ordnungen. Eine r-stellige Zabi ahc . . , nin ba 
deutung 

(7) alO^H- &10^~^+ cl0^“2.| ^ ^ 

Um aber die Potenzen bloB dureb den Stellenwert der 5 
zweideutig auszudrücken, muB man aucb andeuten kônne 
Potenzen etwa in der Reibe feblen, und dafür ist das 
'(ISTull) , das in die Reibe der Ziiïern aufgenommen we: 
Demnacb bat man in (7) unter a, &, c, . . m, n Zeieben ans 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

zu versteben. Wenn eine Ziffer beim Recbnen darüber 1 
.so bat man die Formel anzuwenden 

(a + 10)10^= 10"+^+ aW, 

Die Vorsebriften für die Multiplikation dekadischer Zable] 
wie man siebt, auf dem Satze § 10. 2. 

Bei den Potenzen gilt weder das kommutative, no cl 
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§ 12. Subtraktion. Négative Zahlen. 

1. Wenn wir aus einer endlichen Menge A einen Teil B 
deiden^ so bleibt eine endlicbe Menge A — dereii Zabi e d\ 
3 Zablen a und & von A und B vollstandig bestimmt ist, Wir sei 

) c a — h 

d nennen a — h (a weniger h oder a minus h) die Differenz < 
Il Unterscbied von a und b und die Operation , divrcb die d 
fterenz gefunden wird^ das Abzieben oder die Subtrakt 
heilJt der Minuend, i der Subtrabend. 

Da B ein ïeil von A ist, so folgt, dafi der Minuend si 
(ifier sein niuB als der Subtrabend. 

Um im dekadiscben System recbnen zu konnen, genügt es, w 
n sicb (durcb direktes Abzahlen) fur die kleineren Zable.n 
sultate einprügt. Dabci inuB man mit dem Minuendeu bis IS, 
n Subtrabenden bis 9 geben. Scbon dieses dekadiscbe Recb 
lit uns bisweilen die Aufgabe, eine groBere Zabi von einer kleinc 
subtrabieren, wobei man sicb dadurch hilft, daB man den Minuen 
•cb Hinzunabme einer Einbeit der nlicbst boheren Ordnung 
iBert („Borgen^^). Die wissenschaftlicbe Aritbmetik fordert i 
)mo wie viele Aïiwendungen in nocb weiterem Umfang eine 
(emeinenmg der Aufgabe der Subtraktion, der wir nur durcb 
affung einer neuen Zablengattung gerecht werden künnen. 

Wir stidlen di(^. Aufgabe so: 

2. Sind a und b irgcnd zwei gegebcne Zahlen, so s 
le Zabi c bestimnit werden, die man zu b liinzufügeu m 
, a zu erbaltea. 

Wenn a y- b ist, so lost uns die Formel (1) diose Aufgabe. 

= h J m braucben wir zu b nicbts hinzuzufügen, um a zu (Tbal 
1 dies drücken wir, wie scbon im dekadiscben Ziffernsystem, 
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reihe gezahlt haben, in einer gewissen gegensatzlicben 
stehen^ wie etwa Dinge die rechts liegen nnd Dinge die li 
Thermometergrade liber dem Gefrierpnnkt und unter de 
panktj Vermogen nnd Sclinlden. Zum ünterschied mûsseï 
zweite Zablenreihe dnrcb eine Marke von der ersten uni 
Wir nennen^ wenn ein solcber Gegensatz gemacht werde; 
ersten Zablen die positiven Zablen^ die zweiten die i 
Zahlen und bezeichnen diese^ wenn a eine natarliebe Za 
a, also 

— 1, - 2, - 3, U. s. 

gesprochen: minus eins, minus zwei, minus drei u. s. f*. 

Bisweilen, wenn der Gegensatz deutlich hervorgebob 
soll, bezeicbnet man aueb die positiven Zablen mit + a, ï 

+ 1, +2, +3, U. s. f. 

gesprocben: plus eins, plus zwei^ plus drei u. s. f., und die 
Zabi a wird aucb der ab s ointe Wert von + (i und — 
Um eine Zabi der einen oder der anderen Zablenreibe am 
bedient man sicb aucb des Zeicbens (gesprocben plus ode 
Das Zeicben + oder — bei ± lieiBt das Vorzeicben. 

Die Zabi Null kônnen wir nacb Belieb(m der eiiiei 
anderen Zablenreibe zuteilen; + 0 und — 0 siud identiscl: 
Zablen dieser lieiben, die denselben absoluten Wert aber v 
Vorzeicben baben^ beiBen entgegengesetzt. Die Null ist 
entgegengesetzt. Die entgegengesetzte zu der entgegenge 
wieder die ursprünglicbe Zabi. Wenn also a eine negati’ç 
so verstebt man unter — a die positive Zabi mit demselbei 
Werte. Diese doppelte Zablenreibe^ einscblieBlich der Ni 
wir die Reibe der ganzen Zablen. In ihr stellen 
folgende Vorscbrift eine GrüBenordnung ber. 

4-. Die positiven Zablen sind aile groBer als 
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schâtzt wird, die eine ^^algebraisch grôJîer oder kleiner'^ als 
dere, im Gregensatz zu ^absolut grôBer und kleiner^^. Wenn a al 
aiscb kleiner als /3 ist, so setzt man ci < /3 oder /î > a. Wenn 
eichheit niclit ausgeschlosseii sein soll, so setzt man aucb 

3 procben: a gleich )3 [oder kleiner als /3 (bisweilen aiich kür 
nn aucb spracblicb nicht korrekt, cc gleich oder kleiner als 
enso 

TJm mit diesen Bestimmnngen eine Anschannng zu verbind 
ike man sich auf einer Linie Punkte markiert (wie Perlen^ die 
ter Schnur aufgereiht sind). Einen beliebigen dieser Punkte 
chne man mit 0 und zâhle nach der einen Seite, etwa der rechi 
i Punkte +1^ +2, +3 u. s. £, nacb der anderen Seite die Pun 
1, -2, -3 U. s. f. (Pig, 2). 

O O O O O O O O 

■'<t -3 -2 -I 0 

Fig. 2. 

Dann kommt einem Punkte, der rechts von einem anderen li« 
le grôfiere Zabi zu als diesem. Die Zablen wacbsen in der Ei 
ag nacb recbts, oder wie wir aucb sagen konnen, in der positr 
cbtung. 


§ 13. Reclmen im Bereicb der ganzen Zablen. 

In dieser Zahlenreibe geben wir nun ans eigener Machtv 
inmenbeit unseres Geistes folgende Eechenvorscliriften, wobei ‘ 
s von dem Grundsatz leiten lassen, daB die scbon bekann 
ichenregeln im Gebiete der natürlichen Zablen als Spezialfalle 
Q neuen Regeln entbalten sind, und daB die Gesetze, die wir d 
îannt baben, nacb Môglicbkeit in dem umfassenderen Gebiete i\ 
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2, Die Reclienoperationen. 


Hierbei kann die 0 sowohl den positiven als den negatr 
zugezâhlt werden, und es ist a — a == 0 zn setzen. 

Mit Hilfe der Punktreihe (§ 12, Fig. 2) lâBt sicb di 
veranscbaulichen : 

Um zu einer Zabi a eine Zabi /3 mit dem i 
Werte h zu addieren, zâblt man, je nacbdem /3 pos 
negativ ist, von dem auf a folgenden Punkt a + l a 
vorwârts oder von dem vorangehenden Punkt a- 
wârts 1) Punkte weiter. Der Endpunkt, auf den n 
kommt, bat dann zum Zeichen die Zabi a + 

2. Subtraktion. tinter derselben Voraussetzung (1) 

Vorzeicben von a fi 

( 4 ) a — fi = — (b — a) + + 

= — (a -{• h) — + 

— üt 1) -f- 

(5) P — a = - {a — P). 

Man siebt, daB die Addition und Subtraktion der natürlicl 
hierin entbalten sind. 

Es lassen sicb also biernach beliebige Zablen, weld 
beziebung sie aucb baben môgen, voneinander subtrabiere 
ist das Résultat eine ganz bestimmte Zabi der Reibe. 

3. Die Subtraktion kann auf die Addition zurûckgefu 
nacb der Formel 

(6) a — p = a-\- (~ P). 

Danacb ist die Subtraktion irgend einer Zah 
bedeutend mit der Addition der entgegengesetzten 
Hiernacb kann man aucb die Subtraktion durcb Ab 
der Punktreibe ausfübren. wie die Addition. 


1. iïruïuilageu (1er Aritlmiotik. 




euoinnieii wird^ auch ri(ditig l)leibt, wenu a mit /j ocler (i mi 
r a mit y viM-tauscdit winl, oder weiui a, /J, y durcli ~ - 

' ersetzt wird. Demnach genügt es, wenu wir die Formel (7) 
itig (U’wieseîi liahen uuter der V^)rausset7Aing 

(t . " h y positiv (y — r). 

bbdhen also uur uoeh vier Falle zu berücksichtigeu nacli 
•ztneheîi von (c uud /i. I)i(^ Formel (7) ergibt fiir diese vier .b''i 

1. (( uud sind positiv, 

iff ( /)} -i r : a 1' {h -b c) - h + (a + r); 

2. (( ist; uegativ, /i positiv. Dmin gibt (7) 

(7^ a\ t r [h -f- c) - • a h + (r - a); 

H. a isi positiv, (i negaiiv, 

r [h — (t) a ( (e [a d- r) — />»; 

■I. U tuul /i siud m*gativ, 

r ( a 1 (/’ ‘ (^‘ ‘ 0 > a + 

(a 4 h) r a [r - h) ^ h « ■ — a), (2 < a + }>, 

l die Ilitditigkeit dit^Hta- Fornudn ergibt sieh aus § 2, (6) iiud 
irdundi ist das aHsoziaiivtî (lesetz filr di(^ verallgemeiueide Addi 

\V(*un mau uuu gtmau dîtsselbe Verfahren beobachtet, das 

§ ‘J auf di(‘ Muliiplikaiiou augewandt liabmi, so ergibt sicb 
çorneinere (Jescd'z: 

Tk Wenu mau die Humme eiuer boliebigen M(>,ng(‘. gai 
bien (Hummaiideii) zu bestimmen bat, so ven-eiuige i 
nilcbit zwei beliebige diescjr Hummandeu zii eiiier Buni 
n dem so gebildeteu ueuen Hyntem von woniger Elomer 
eder zwei uud fabius ho fort, bis (due einzigo Zabi ül 
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(10) (« — /3) 4- r = « — (j3 — y) = a + (y — 

(11) (cc — ^) — y = a-(p-\-y) = (a — y) — p. 

7, Daraus ergibt sich (durch. vollstândige Induktion) 
gebrauclite Regel der Subtraktion eines PolynomS; die man 
Namen der Klammerauflôsung bezeichnet^ und die in der f 
Formel ibreii Ausdruck findet: 

a — (/3 4-y + *** + ‘ï^)==<^~‘/5 — y — ••• — V 
oder in Worten: 

Wenn ein Polynom, das durch Addition oder S 
tion einer beliebigen Menge von Zahlen gebildet 
eine Klammer gesetzt ist, als Ganzes von einer 5 
subtrahieren ist^ so kann man die Klammer we^ 
■wenn man jedem Gliede des Polynoms das entgegeng 
Zeichen gibt^ oder jede Addition in eine Subtrakti 
umgekehrt^ verwandelt. 


§ 14. Multiplikatioii. 

1. Wenn wir die Miiltiplikation wie in § 9 als eine wie 
Addition derselben Zabi erklaren, so konnen wir den Begr 
auf den Fall ausdehnen, daC der Multiplikand negativ oder ] 
Es ist dann, wie sicli ans der Klammerregel des vorigen Para 
sofort ergibt, wenn a und h natürliche Zahlen sind: 

(1) a(- 6) = - (ah), 

( 2 ) «-0 = 0 . 

Pür einen negativen Miiltiplikator aber gibt diese Définit 
iMultiplikation keinen Sinn, und es steht noch bei uns, wel 
deutung wir diesen Zeichen geben wollen. Wir setzen 
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In dieser Festsetzung ist fûr die Multiplikation beüebiger gam 
aUen a, ^ das kommntative Gesetz 

itbalten, nnd wir konnen die Vorschriften (1) bis (5) in die Re^ 
isammenfassen: 

Verscbwindet in einem Produkt ans zwei Zablen d 
ne Faktor, so yerscliwindet das Produkt. 

Die Multiplikation zweier positiver oder zweier neg 
ver Zablen gibt eine positive Zabi. 

Die Multiplikation einer positiven und einer negativi 
abl gibt eine négative Zabi. 

Das assoziative Gesetz für die Multiplikation lautet 

) («/3)3' = a(^y) = /3(«3’), 

id laBt sicb^ indem man die einzelnen Falle der Vorzeicben dure 
bt; aus dem Gesetz für positive Zablen und den Bestimmungen 
deiten. Damit ist dann aber aucb der aügemeine Satz über e 
rodukt aus bebebig vielen Faktoren: 

Le in § 9; bewiesen, nacb dem man bei der Bildung dieser Grô 
st zwei beliebige Faktoren vereinigen kann^ dann wieder zwei u. s. 
s man auf eine Zabi gekommen ist^ und diese Zabi ist unabhang 
n der Anordnung der Recbnung. 

2. Man kann bieraus für den Fall, dafi in dem Produkt negati 
bktoren vorkommen, über das Vorzeicben des Produktes die folge 
n Scblüsse zieben: 

Um das Vorzeicben des Produktes zu bestimmen^ vereinige m 
naebst aUe positiven Faktoren zu einem Produkt. Ist nur € 
iffativer Faktor vorbanden, so bat das Produkt nacb 1. einen nei^ 
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ht durcli vollstândige Induktion schlieBt. Auf eine gerade 
t eine nngerade^ auf eine ungerade eine gerade ZaU. 

^ 1, 9; 11 sind ungerade^ 2, 4, 6, 8^ 10, 12 sind gerade 

1 dieser Erklârung kônnen wir die Zeickenregel fûr ein 
so aussprecken: 

Produkt ist positiv, wenn die Ânzakl der negativen 
n gerade ist, und negativ, wenn die Anzahl der nega- 
iktoren ungerade ist. 

rachdem das Produkt aus einer beliebigen Anzakl yon Paktoren 
t, ergibt sicb yon selbst der Begriff derPotenz einer nega- 
ibl; eine solcke Potenz ist positiy, wenn der Exponent eine 
ihl ist, und negatiy, wenn der Exponent eine ungerade Zabi ist: 

. ay = wenn n gerade, 

= — a”, wenn n ungerade. 

indern ist also das Quadrat einer negatiyen Zabi 
lositiy. 

besonderen Fall beben wir nocb beryor 

( — 1)”= + 1, wenn n gerade, 

== — 1 , wenn n ungerade ist. 

ste Formel wird bâufig angewandt, um kurz auszudrücken, 
yon n abbangige Zabi bei geradem n positiy, bei ungeradem 
ist. Z. B. kann man darnacb die Formeln (8) so darstellen 


Dritter Abschnitt. 

Division und Einfûhrnng der Brticl 

§ 15. Division und Teilbarkeit der Zahlen. 

1. Wenn a und h natürliclie Zahlen sind, so 
der positive Multiplikator m immer so bestimme 
grôBer als a ist. 

Wenn nâmlicb a = 1 ist, so ist der Satz offenbar 
riclitig; denn da 6 ^ 1 ist, so braucht man nur > 1 
um 9^6 > 1 zu erbalten. Daraus folgt aber, wenn a ei 
Zabi ist, na'b'^ a, also mi > a, wenn na ist. 

Wenn 6 < a ist, so wird es unter allen Zablen, fûr 
ist, eine bleinste geben. Diese ist groBer als 1 und soi 
bezeicbnet werden, so daB 

qi£a<(q+l)b 

ist. Setzen wir also 

a — qb=zr, 

so wird r = 0, faUs qi = a ist, sonst positiv und kb 
Daraus ergibt sicb: 

2. Sind a. h zwei fîrefî^ebe-ne na,tnrliV,bfi ZaklATi nrirl 
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iile zu teilen. Im allgemeinen wird dies nicht ohne Rest 
&in. 

die Zahleü q und r gefuuden werden, weun a und h in 
5r Sclireibweise gegeben sind, wird im elementaren Recben- 
gelebrt. 

7enn der Rest gleich Null ist, so sagt man aucli h 
a auf, oder a ist durch h teilbar, oder 1) ist ein 
oder Teiler oder ein Paktor von a, die Division von 
h gebt aufj oder endlich a ist ein Vielfaches oder 
m von 6. 

t also a durcb h teilbar^ wenn es eine ganze Zabi m gibt, 
die Grleicliung 

a = mb 

rd. Wenn man diese Définition verallgemeinert, konnen 

)ie Zabi 0 ist durcb jede positive oder négative 
Ibar. Denn die Gleicbung (2) ist für jedes b be~ 
wenn a = 0 und m = 0 ist. Die Zabi — a ist durcb 
durcb — b teilbar^ wenn h von Null verscbieden ist 
ircb h teilbar ist. Unter den Teilern einer Zabi ver- 
r aber immer nur die natürlichen (positiven) Zablen. 
îde Zabi ist durcb sicb selbst und durcb die Zabi 1 
denn (2) ist befriedigt; wenn a^b und m = 1, und 
= 1, a == m ist. 

[eine von Null verscbiedene Zabi ist durcb Null 
Denn die Gleicbung (2) ist für 6 = 0 nur dann erfüllt, 
= 0 ist. Sind aber a und b gleicb Null, so kann on jede 

îr ergeben sicb aus der Définition folgende Satze: 
lin Produkt aus mebreren Faktoren 
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so ist, wenn c,, c,, • ■ • beliebige Zablen sind, 

«iCi + « 2 C 2 + «3^3 + • • • = + • • ■), 

und folglicli ist aucli die Zabi 

a ^ c ^ + ^^^2 + + * * • 

durcli h teilbar. 

9. Ist a durcb h teilbar und 

a = mhy 

so heiBt m der Quotient von a und K Man sclireibt aucb, 

anzudeuten, ^ 

m=^a:i oder m = ^- oder 

(in Worten: m ist gleich a geteilt durcb h). 

§ 16 . Grofiter gemeinschaftliclier Teiler. Relative Triinz}! 
Kleinstes gemeiiivschaftliclies Vîelfache. 

1. Wenn zwei natürlicbe Zablen aj 1) durcdi eiîi(‘ dritte c 
sind, so beiBt c ein gemeinscbaftlicber Teiler von a, h. 
Teiler einer Zabi nicbt grôBer als diese Zabi selbst sein kaim, 
es unter aUen Teilern zweier Zablen a, l einen grüBten geben. 
beiBt der grôBte gemeinscbaftlicbe Teiler oder auch das 
gemeinscbaftlicbe MaB der beiden Zablen a, h, und es 
fiindamentale Aufgabe der Arithmetik, dieses gniBte geineinscl] 
MaB zweier gegebener Zablen zu finden. Diese Aufgabe 1 
sebon Euklid bekanntes Verfabren, das darum der Euklidiscli 
ritbmus oder der Algoritbmus des groBten gemeinB(*,baftlichon 
beiBt, den wir jetzt darlegen wollen. 

2. Es seien a und die beiden gegebenen Zablen, 
grôBter gemeinscbaftlicber Teiler gesucht ist, die wir als 
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, da es nicht oline Grrenzen ZaUen gibt, die kleiner als 
me Zabi % sind. Dann ist aber die Recbnnng beendet, 
ivisor der letzten aufgelienden Diyisioiij den wir mit 
wollem^ ist der gesuchte grôBte gemeimsch.aftliclie Teiler 
Zablen a, a^. Das Verfahrem wird übersichtlicher, wemm 
. dem nacbstelienden Pormelm ausdrückt; in demen die 
der Division mit bezeicbnet sind 

a + « 2 ; 


i Bebauptung gebt dahin^ daB der groBte gemeinscbaft- 
• von a und ist. Dies wird bewiesen sein^ wenn wir 

.aB ein Teiler von a nnd ist^ nnd 
laB jeder Teiler von a nnd anch ein Teiler von ist. 
l der gesncbte groBte gemeinscbaftliclie Teiler, so folgt 
^ d nnd ans /î) ^ d, folglicL. ans beiden znsammen 

iB aber diese beiden Pordernngen a), §>) erfüllt sind, siebt 
man die Gleicbungen (1) rückwârts, von der letzten zur 
îbgebt, mit Rücksicht anf § 15, 8. 

)rollar ergibt sich darans no ch: 

Teiler zweier Zahlen ist anch Teiler ihres grôBten 
laftlichen MaBes. 

nspiel für diesen Algorithmns mag gelten: 

6552 = 14 . 448 + 280, 

448 = 1 . 280 + 168, 

280 = 1 . 168 + 112, 

1 AQ 1 . 11 9 . 
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ZaH -(h-r) den absolut kleinstea llest der Teiluup 
dureh 6. Setzt mau die Rechnung in dem Algoritlnuus (1) n.ii 
absolut kleinsten Reste fort, so kommt man sclinellor zum Z: 
In unserem Beispiel würde die Reclmung auch so getuhrt 


koûnen: 


6562 = 15 • 448 - 168 , 
448 = 3.168 - 56 , 
168 - 3 - 56 , 


und wâre also 'wesentlicb kürzer. 

4. Ebenso vie bei zwei Zahlen kann man aiu-.li iiei nu 
Zahlen nacb dem grôBten gemeinscbaftliclien '['i'ilor fragini, v 
die grôBte unter den Zablen verstanden wird, die in allei 
Z aklen entbalten sind. Die Aufgabe, ditwo.n zu tindnn, kaim i 
die Torige zurüekgeführt werden durcli die folgondc Ibmmrku 

Ist d der groBte gemeinscbaftlielie Toiler zw(u'(>r ZaliUm 
ist jeder Teiler der drei Zablen a, h, e auch 'l'eibu- von d uiu 
jeder Teiler von d und c ist auch Teiler vou n, h, r. l)<‘ni 
auch der grofite gemeinschaftlicho Teiler von d und c zugl. 
grôBte gemeinschaftliche Teiler von a, b, r. 

5. Zwei Zahlen, deren groBter gemoinschaftlic.her 'l'eilc 
1 ist, die also auBer der Binheit keinen gtumûnHauHMi Teilei 
heiBen relative Prinizahlen (relativ prime Zahlen ware hji 
korrekter, die eine ist relativ prim zur anderen) oder teiler 
Zahlen. Man sagt wohl auch, indem inun den Helbstverstii 
Teüer 1 nicht mitrechnet, Zahlen ohne gemeinHainen Te 

Solche teilerfremde Zahlen sind z. B. 3 und 7, 15 und 
und 128. Ob zwei vorgelegte Zahlen a, b teilerfremd .sind od 
kann man immer, und zwar auch bei groBen Zahlen, <lureli i 
haltuismaBig einfache Rechnung entschtnden. 

6. Es gilt nun der folgende wiehtige Kundanuuitalsatz ill 
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nia 


7)1 

+ 


ma^ 


ma^ 

+ 

ma,î. 



2 

1 + 

7n. 


X clurch % teilbar, so folgt ans der ersten Gleichung, daB- 
rlnrch teilbar ist^ ferner ans der zweiten, da6 aucb ma.^ 
eilbar ist, und so weiter (vollstândige Induktion), daË 
ma^, durcb teilbar sein müssen* 

.ber der zu beweisende Satz enthalten. 

^ und h zwei Zahlen mit dem grôBten gemeinscbaftlichen 
nd ist 

a = dcty b = db'j 

und V teilerfreind. Demi hiitten diese beiden Zalilen nocb 
inschaftliclien Teiler e, so w’âre ja a und b durcli de teil- 
iimoglich ist, wenn e > 1 ist. 

le Zabi, die durcb jcde der beiden Zablen a, b teilbar ist^ 
jemeinscbaftliches Vielfacbes (Multiplum) der beiden 
nd h. Unter allen gemeinscbaftlichen Vielfachen dieser 
leii inuB eines das kleinste sein, und aile anderen sind 
s kleinste teilbar. 

ist eine Zabi 7U durcb a und durcb b teilbar, so ist sie 
n* Bezeicbnung (4)) durcb da teilbar, bat also die Form. 

7n = dan. 

iese Zabi nocb durcb dV teilbar sein, so muB a'n durcb 
licb, da a und V relativ prim sind (nacb Nr. 6), n durcb 
8in, Ist n = 1/]) y so ist 

m = daVp. 

jede durcb a und durcb h teilbare Zabi durcb dab' = ab/d 
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uBd durch ihr kleiBstes gememschafllickes \ lelfaches ersetet I 
ist das System um eine ZaU Terkürzt. Mit diesem yerkurzten 
yerfalirt maa ebenso, und fâhrt damit so lange tort, bis n 
einzige ZaU übrig geblieben ist. 


§ 17. Primzahlen und /usainniengesetete Zahlen. 

Eine natürlicbe Zabi, die auÔer sicb selbst tnitl dcr Eiiibeit 
Teüer bat, beifit eine Primzabl. Zablen, die niebr Faktoren 
beiben znsammengesetzte Zablen. Die Zabi 1 iiimnit eii 
nabmesteUung ein; sie ist die einzige, die nur einen Divii 
wâbrend aile anderen mindestens zwei Teiler balien. Ks ist in i 
Hinsicbt zweckmâbig, die Zabi 1 nicbt mit zix den Priniza 
recbnen, so daB man dreierlei Arten von Zablen zu unters 
bat; die Einbeit, die Primzahlen und die zusanimengei 
Zablen. 

Es ist dies natürlicb eine reine ZweckniilBigkeitHfrage, 
■wird aucb in der Tat bâufig die Einbeit mit zu den l*rimzal 
reebnet, wie es auf den ersten Blick natürlieher (M-scbeint. VVit 
aber die IJnterscbeidung zwiscben der Einbeit und den Prii 
macben, weil sicb dann inancbe Siitze kürzer ausspreebmi last 

Es gelten von den Primzablen folgende Siitze: 

1. Wenn ein Prodnkt zweier Zablen ah dure! 
Primzabl p teilbar ist, so muB wenigstens der eii 
Eaktoren a, h durcb yi teilbar sein. 

Denn wenn a nicbt durcb p teilbar ist, so sind a und 
prim, weü p eben keinen anderen Teiler als p un<l 1 bat. 
daber ah durcb p teilbar ist, so ist h naedi ij Ki, li. dure.b p 

Der Satz lâfit sicb obne weiteres dabin verallgemeinern: 

Ist ein Prodnkt aus mebreron Faktoren a, h, c, 


3. Division iind Einfûlirung der Brûche. 


49 


n wir diesen ScliluB fortsetzen, endlicli zu einem Teiler^ der 
izahl sein muB. Ist also p ein Primteüer von m und 

kleiner als m, nnd muB^ wenn es keine Primzalil ist^ wieder 
mteiler haben. Ist dann 

a wir ebenso weiter schlieBen, und gelangen wiederum dazu, 
ch einer der Paktoren m^, 7n^, . . . eine Primzahl sein .muB; 
cht ohne Ende Zahlen gibt, die kleiner als eine gegebene 
lind. Demnach gibt es eine Zerlegung von w in Primfak- 
ren Anzahl n sei: 


n Primzahlen p^, p. 2 , . . -, p^ kann natürlich auch dieselbe 
; vorkommen, und diese Paktoren lassen sich zu einer 
usainmenfassen. Wir setzen dann, wenn jr mal die Prim- 
mal die Prhnzahl q, q mal die Primzahl r u. s. £ darunter vor- 

7)1 

3zt die Primzahlen p, q, r, . . . voneinander verschieden an- 
in sind, und -f % + ist. 

lus folgt dann auch leicht, daB diese Zerlegung nur auf eine 
oglich ist. Denn nach 1. kann in der durch die Formel (4) 
Zahl TYi keine andere Primzahl aufgehen, als p, q, r, . . und 
zahl P kann nicht /ifter als 7t mal, q nicht cifter als k mal 
fgehen us£ 

3ie Menge der Primzahlen ist unendlich.^) 

•e die Menge aller existierenden Primzahlen endlich, so müBte 
roJBte geben. Nehmen wir also an, es sei m die groBte Prim- 
ann lassen sich die samtlichen existierenden Primzahlen 2, 
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Nimmt maa in (5) für cj irgend eine bestimmte Pnmzal 
wird H arôBer aJs (o, aber dnrcb keine Primzahl unter oj teübai 
muB also a entweder selbst eine Primzahl sein, oder durch eine 
zaM über « teilbar sein. Beides kann vorkommen, z. B.: 

2 • 3 + 1 = 7, Primzahl, 

2 • 3 • 5 + 1 = 31, Primzahl, 

2 • 3 • 5 • 7 + 1 = 211, Primzahl, 

2.3-5-7-11 + 1 = 2311, Primzahl, 
2-3-6-7-11-13 + 1 = 30031 = 59 • 509 zusammengesei 

Die Auffindung der Primteiler einer zuaammengesetzten Zahl 
die Entscheidung darüber, ob eine vorgelegte Zahl Primzahl soi 
nicht, ist weit schwieriger als etwa die Auffindung des grôBte 
meinschaffclichen Teilers zweier gegebenen Zahlen. Eine allgoi 
direkte Méthode zur Lôsung dieser Aufgabe besitzen wir nicht 
denn überhaupt die Erforschung der Verteilungsgesetze der ] 
zahlen zu den tiefsten Problemen der Arithmetik gehort. Wir w. 
im rierzehnten Abschnitt noch einiges über diese Erage beibri 
Für jetzt mag noch folgendes bemerkt werden. 

4. Ob eine gegebene Zahl m durch die ersten Priniz; 
2, 3, 5 teilbar ist, dafür gibt es einfache Konnzeichoii, w(;nr 
Zahl m dekadisch geschrieben ist. Es sei niLmlich, wenn die Za 
mit n Ziffem geschrieben wird, 

m — 

= (1,^10”*"^ “f" UglO” ^ "t* * ‘ * “h î 10 H” 

Da nun 10 und aUe seine Potenzen durch 2 und durch 5 te 
sind, so wird m durch 2 oder durch 5 teilbar sein, wein 
d. h. die letzte Ziffer von m, durch 2 oder durch 5 
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= a,(10''-> - 1) + a,(10«-^ -- 1) + . . . + _ 1)^ 

n 

LO - 1 = 9, 10^ - 1 = 99, 10=> - 1 = 999, . . . 

9 teilbar sind, so ist auch m — q dxirch 9 teilbar. Wean 
en beiden Zahlen m, q die eine durch 3 oder durch 9 teilbar 
i das Gleiche von der anderen, nnd wir erbalten die Regel: 
Zabi m ist dnrcli 3 oder durch. 9 teilbar, wenn ihre 
me durch 3 oder durch 9 teilbar ist. Àhnlich ergibt 
. wir mit q' die Summo 

<1 = ~ + • • • ± «J 

7 

== +■ 1) + a., ^^2(10^ — 1) + + 1) H 

.n 10 + 1 - 11, 10^ -- 1 - 99, 10« + 1 == 1001, . . . durck 
sind, 80 ergibt sicb, dafi m gleicbzeitig mit 2 ' durch 11 
oder nicht. 

'^enn die Zabi m keine Priinzahl ist, so kann sie in zwei 
zerlegt werden, deren jeder groBer als 1 ist. Ist also 
id a<cbj so ist 

■< nij 

iB also unter den Faktoren von m wenigstens einen geben, 
adrat nicht gi-oBer ist als m, üm also festzustellen, ob 
degte Zabi m eine Primzahl ist oder nicht, wird inan zu- 
îh Nr. 4 untersuchen, ob sie durch 2, 3, 5, 11 teilbar ist. 
Lcht der Fall, so dividiert man weiter durch aUe Prim- 
jren Quadrat nicht groBer ist als m, die man als bekannt 
m muB, und wenn aile diese Divisionen nicht aufgehen, so 
cviB eine Primzahl. Geht aber eine dieser Divisionen auf, 
n den Quotienten, der dann jedenfalls kleiner ist als m, in 
en Weise weiter zu untersuchen. Wenn also z. B. eine 
r 100 durch 2, 3, 5, 7 nicht teilbar ist, so ist sie eine 

T. * X.* - 


L Grundlagcii düi* ArifclutieUk. 


Mau sck-eibe aile Zahleu bis .u (1er v..rov.scl,ne heueu 
der Reihe uacb auf uud begime danu voii .1er ersten 1 m.r.ah 
iede zweite Zabi durcbzustreicbeu. Daim suid all.‘ \ ..diaeheu 
kiebt aber 2 selbst) durchgestncheii. lheraul zahle luaii v 


(nicM aber 2 selbst) , .. -, 

uâcbsten stebeu gebliebeueu Zabi, also von . an w.Mier, die 
durcbstricbeuea Zableu mitzâblend, niid diirclistroieh.. j,-,le .Iritl, 
and so fabi-e mau fort, immer von der iiikdisttolgen.len nndii, 
stricbenen Zabi an soviel weiter zu zahlen nn.I (lureliznstreieb, 
diese Zabi aiigibt. Was scblieBlicb iioch st.dien geblu'ben is 


1 r- I 1 i. 

alleiu die Primzableu. Nacb 5. I.raucht inan 


(iainit ahar 


ttLlGlU uat/ X — IA II* 

lange fortzufabren, als das Quadrat der Ansgangs/.alil eiuer / 
nicbt groBer ist als die grôBte Zabi der b’eilie. So liiiitiï ma 
bei der Ermittelung der Primzableu uuter^ 121 ■ 11- nur di 

facben von 2, 3, 5, 7 zu durcbstrcielien. Es emidi.ddt sieli, i 
Yerfabren voUstândig klar zu macben, diese Abzühlnng etwa 
Zablen bis 100 wirHieb durcbzufiiliren. 

Die Anwendung des Siebes sovvohl als di(! umnilOdbare 1) 
durcb die bekannten Primzableu bat natürlieh lad gr.djen 
bald eine Grrenze erreiebt, über die sie (bu- allziigroUeii llecln 
■(vegen nicbt mebi- zum ïïele fübren küniuui. Die Erndtt.dii 
Teiler sebr groBer Zablen oder di.; Kntseluddung daridier, 
Primzableu sind, gebort zu don seliwierigsien Aulgalaui der 
matik. Man bat sicb daruiu bemülit, die b'aktoren der Zaldi 
die Primzableu unter einer gewisseu (Ireiize in d'aladlen ziisa 
zustellen. Man bat jetzt solcbe |(’aktorental(dn bis ziir il'"" 
einscbbeBlicbP) Die Anzabl der Primzalden iinier liunderl. i 
15, derer unter tauseud 168, uuter neim Millioiien gibi, es na 
Zâblung von Glaisber 602567 Primzahlen. Insoweit, also al 
sicb auf die Korrektheit der Taleln v.u-lass.ui kaiin, sind die 
zablen unter neun Millionen als ludcaiint anzustdien. Da abc 
Mensebenwerk Irrtümern unterworfeu H((in kanu, iind (dn su gew 
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egung selir groBer Zalilen liât man die Hilfsniittel der 
Arithmetik lieraiigezogeu, im besonderen die Théorie der 
dien Formen^ wovon siiiiter eiii einfaches Beispiel ausgefahrt 
)1L 


§ 1 <S. Bruche. 

)ie Aiifgabe der Division einer Zabi a durch eine andere 
iim, wenn a diirch h teilbar ist, so gefaBt werden: Es soll 
il c gefunden werden, mit der man die gegebene 
multiplizieren miiB, um die gleiclifalls gegebene 
U erliaiten. 

lesein Sinne kaini die Division als die ümkebrung der Ope- 
r Multiplikation bez(Mchnet werden. Wie wir aber friiher 
hrung dei' Addition verallgemeinert haben, nnd dadurcli znr 
ig einer neuen Zahlenart, der negativen Zalilen, gedrangt 
:) koinien wir ancli die Aufgabe der Division verallgcmeineï*n, 
wenn wir das Iteieli der Zahlen aberinals erweitern und 
n bislier benutzten ganzen Zahlen die gebrochenen 
)der Brüche einführen. Dies geschieht, indem wir uns zu~ 
formai er Weis(‘. ein Begritfssysteni bilden nnd eine Vor™ 
s Reclinens feststellen. Aber dieses neue Zahlensystem ist 
denrin geeignet, um gewissc Beziehungen der Dinge der 
t darzustellen oder abzubilden. 

Z 11 dern Begriff eines Bruches gelangen wir am einfachsten 
iidem Wege. Es sei m ein Zeichen, das jede Zabi der 
ihlenreihe bedeuten kann (Null, iiositiv, negativ) und n ein 
'ür eine positive Zahl. Das aus diesen beiden Zeichen 

gesetzte Zeichen mjn oder — (gesprochen: m geteilt durch 

'il 

liber n') ist also durch irgend zwei Zahlen m und n voll- 
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§ 1 


Die ÏÏaterdrückung eines gememschaftliclien Teilers, also d; 
Srseteen vou qmiqn durck mjn, heifit den Bruch mit q hebe 
)ie umgeketi-te Operation, d. h. das Ersetzen von m/n durch qm iq. 
leiBt den Brucli mit q erweitern. 

Es gibt nack dieser Festsetzung fiir jedeu Brucli eine gewisi 
infackste Form, die man auck die reduzierte Forin nennt, die me 
rkâlt, wenn man mit dem grôBten gemeinsckaftlicken Teiler vou Zillil, 
ind kenner kebt. In einem reduzierten Bruck siiul ZiUiler ui: 
lenner relative Primzaklen. 

Wir kônnen zwei oder mekr Brücke imiuer so darstellen, df 
er Nenner in beiden derselbe wird. Wir brauclieii nur als gemei) 
ckaftlicken Nenner irgend ein gemeinsckaftlickes Vielfackos m di 
inzelnen Nenner zu nekmen, und dann durck Erweiteruug die g 
■ebenen Brücke aile auf diesen Nenner zu bringea. Z. B. küiuien w 
rei beliebige Brücke a/a^, h/b^, c/c, so darstellen, weim wir n = 


itzen: 


a 

a, 


a \ Cj 


h 




n. 


3. Wir setzen nun fest, daB ron zwei Brüehoii mit; den 
elben Nenner der der grôBere sein soll, der den groBere 
lâhler bat. 

Diese Festsetzung ist vertriiglicb mit der J^Htimmung 2. Den 
ureb Erweiteruug oder Hebung der Brücbe wird in deren GrëBei 
3 lge nicbts [geândert. Aucb ist die Grundv<)rauKH(d.ziing für jei 
rrôBenordnung befriedigt: Sind a, y drei Brüche und a groBc; 
Is P J /î grôBer als y, so ist aucb a groBer als y. Wir konne 
ie GrôBenbestimmnng aucb in die Formel zusauimenBissen: 

Sind a == zwei Bruche^ so ist a kloiner al 

, gleicb ^ oder groBer als je naclideni 
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Leicli sein soll^ also 

a 

1 

,n die Irülier festgesetzte Groüenordnuiig der ganzen Zalilen 
die Eriiclie geltenden enthalten. 

ureli ist die Geaamtlieit der gebrocheiien Zahleii mit Ein- 
: ganzen positiven und negativen Zalilen in eine Reilie 
die wir die Reilie der rationalen Zalilen nennen. 
e l)ei den ganzen Zalilen untersclieiden wir aucli bei den 
Zalilen die absolute GrôBe von der algebraisclien 
îei der absoliiteu GroBe werden nur die absoluten oder 
Verte niiteiiiander vergliclien, wülirend bei der algebraiscben 
; die negativen Zalilen imiiier kleiner sind als die posi- 
von zwei negativen die die groliere ist;, die den kleineren 
Wert liât. Ein Brucli; dessen absoluter Wert kleiner als 
5t ein ecbter Brucli. Ein éditer Brucli ist also ein 
jssen Zahler dem absoluten Werte nadi kleiner als der 

Il ein anscliaulidies Bild und zugleicli eine wiclitige Ail- 
ler Bruche auf reale Dinge zu erhalten^ denke man sicli 
Linie, wie auf eineni MaBstab^ Punkte in gleichen Ab- 
twa ini Âbstand eines Centimeters^ markiert; diesen Ab- 
len wir die Langeneinlieit, bezeidinen eineii beliebigen 
kte mit 0 und zülilen auf der Linie nacli redits die posi- 
en Zalilen +1; + ^7 +3, • • nadi links die negativen 
— Ÿ) J ■ • Daim teilen wir jedes Intervall in eine be- 
nzahl, etwa gleidie Telle und zahlen auf den so ge- 
Teilpunfcten (mit EinsdiluB der ersteren) wieder die 
1^ -f 2^ + • • • nadi rechts und — 1;, ~ 2, — 3^ • • * 

Diese Punkte geben dann ein Bild der GroBenordnung 
5rüche, die den Nenner n haben oder durch Heben oder 


36 


Grundlagea der Aritlmietik. 


§ 1 


Siad « § zwei beliebige uagleielie ratiouale Zab i en 


sma CCj P ~ O 

;ann man beliebig viele gebrocliene /aille 
1 


:anii man o 

^roBe nach zwiscken a und p liegeii. 

Es sei nâmlicli « > ^ 


en fiiulen, die di 


Ci — 


77 ? 


dso ab, > ba, nnd folglich a\ - ha, eine positive ganzo Zahl. Mi 

cann dater den Mnltiplikator q so bestimmen, daB q {ah, ha, ) groB^ 

ils 1 oder als eine beliebige Zahl r wird 15, L), iiiul daB aJso b 
iebig viele ganze Zahlen zwisclien qab, und qha, Jiegcai. Ist a; eii 
lolche Zahl, so ist 

qab, > vt; > qha, 

ind folglich 

ü>. 

«1 q<hhi ^ 


Bei der Darstellung der rationalen Zalihai duiadi dw Teilpunk 
ines MaBstabes verbindet sich mit dem Begritl* ({(‘s Alnadnnens d< 
bsoluten Werte die Vorstellung von einer iimner kltMiHo* werdej 
[en Strecke, und âhnlich ist es bei allen Anwendungtni der g 
irochenen Zahlen auf andere reale Einge. Begriirii(*li alan- in (h 

^etroffenen Festsetzung über die GroBenordnung nitdiis von tnner objel 
iven Kleinheit oder GrôBe. 


7. Wir haben bisher den Bruoli m/n inir f‘ür poHiilv<‘ Nenin 
erklârt, und im Grande genonimen ist dies aiich ausreiidiend. Manel 
lal ist es aber zweckmaBig, aucb négative Neuiuu* zuzulasscni. VV 
rklâren daher diese Brüche durcli die Gleiehung: 
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1 iiiin 


a 



/ï = 


6 


inieren wir als Summe uud als Diifereiiz 


CC “j™ 


rr + h 
"~n ’ 


a 


fi- 


a — h 


U' 


maii als Summe und als Dilferenz von irgeiid zwei Brüchen 
teii Bru cil ^ der aber niclit notwendig die reduzierte Form 
i + 1 i 1)- Bas Résultat ist aber iinabliângig von 
leren Form, in der a, ^ angenommen sind-, denn wenn wir 
ait q erweitern, so erscbeint aucli a ± fi in einer durch q 
i Form. 

acli ist die Bildung von Summen ans beliebig vielen ge- 
Zalilen von selbst klar, und aucb die Gesetze, die wir 
8 und ^ 13 für das Reclinen mit ganzen Zalilen kennen 
jen, gelteii unverandert liiei\ Es ist überliaupt das Reclmen 
en y sofern es sich nur um A ddition und Subtraktion einer 
1 Anzalil von Brüchen handelt^ nichts anderes als das 
[lit ganzen Zalilen, angewandt auf eine bestimmte Art von 
n*en Einlieit 1/n heibt. Das was dein Bruchreclinen eigen- 
ist nur das voiiaiüige Einrichten der Brüche und zuletzt 
ultat das Heben überiiüssiger Faktoren. 

ultiplikation. Tinter dem Produkt zweier Brüche a/a^ 
unstehen wir den Bruch ab/a^\. Es ergibt sich daraus 
orschrift, die wdr gleich auf das Produkt ans beliebig vielen 
lusdehnen konnen : 

Irüche zu multiplizieren, multipliziert man silmt- 
L 1 e r und s ü m 1 1. i c h e N e n n e r ni i t e i n a n d e r. D a s P r o - 
Brüche ist ein Bruch, der zum Zahler das Produkt 
îi* und zum N en lier das Produk t der Nenner liât. 


bUlUtOXl — - 11, \\r L 11 

Das Produkt ist dem absoluteii VVerte iiach k 
Oder groBer als je nacbdem /3 eiu éditer oder ei 
éditer Bruda ist. Denn setzen wir « if/rr,, /J -■ -= so 

nach § 18; 3. kleiner oder grôBer als «, je naclideiii 

aa^l < aaj)i oder > a■(\h^, 

also wenn a, positiv rorausgesetzt werden, je nadidem h < I, 
h>h , d. h. je iiachdem |3 eia echter oder eiii unediter Hrudi 

3. Siad «, |3, y Brüclie, so kaiiO; weim y von Null ver.se. 
ist, mil- daim ay = ^y sein, wenn a = (i ist. Dies ergiht sic 
§ 18; 3. Denn ist a = a/a^, /5 = h/b^, y - .so ist, 

ay — ^y ist: 

ac\c^ == bca^c^, 

uad da c und von Null verschieden sind, s<> iblgfc liioraus 
dem ScKluBsatz von § 9 

I ah^ = ba^ 

oder 

L Division. Nun kônnen wir in der so orwidiin-ton Z 
reihe die Ânfgabe der Division allgemeiii stellon und iriscnu 
Es seien ^ zwei gegebene rationalo Zahlen. .I^s wird 
Zabi I gesucht; mit der man /3 multipliziereii niuB; uin a zu (n*I 
also eine Zahl^ die der Bedinguug 

( 2 ) 

genügt. Die Anfgabe bat offenbar keine Lcisuug;, w(»nn /i O 
nicbt = 0 ist, weil dann das Produkt für jcHles ^ don VVort ' 
Sind aber a und ^ beide = 0, so ist jede beliohige Zabi § (muo h 
der Anfgabe. Ist aber ^ nicbt == 0, so kann die Aurgalx*. iiur 
Losnng baben. Denn angenoinmen, sie batte zwei Ivüsungeu 
I', so müBte |/3==|'/3 sein, was nach îb nicbt ludglich ist, w 
von verscbieden ist. 

Es bandelt sicb also nur nocb darum, irgeud eiuc Lüsun 



Division nnd 


Einführung der Bruche. 


tiennen die Bildimg der Zalil | die Dirision von ce durcli 
len Dividendus, /3 deii Divisor, | den Quotienten. 
leii Fall, dîiB a imd ft gaiize Zahlen sind^ erhalten wir für 
L'ucli und wenn p in a aufgelit, eine ganze Zalü. Die Auf- 
ze Zalilen oline Rest zu dividiereii, kann also ira all- 
nur durcli Bruche gelost werden, und ist als Spezialfall in 
)n von Brüchen enthalten. 

)ezeichnen die Losung der Divisionsaufgabe (2) auch so: 


« : J 


ahi 

ha^ 


diir(ih a über ft) und fassen das in 4. enthaltene Re- 
lie Regel zusammen: 

-^wei Bruche zu dividieren, multiplizie rt man den 
es Dividenden mit dem Nenner des Divisors und 
rier des Dividenden mit dem Zahler des Divisors 
nt das erste dieser Frodukte als Zahler^ das zweite 
er des Resultates. 

lennt auch in (4) cc den Zahler, ft den Nenner des Bruches a/ ft. 
îruch }/a heifJt der reziproke Wert von a. Man erhalt 
man den Bruch a „umkehrt" d. h. den Nenner zum Zahler 
lahler zum Nenner macht. 

St sich dann [die Division auf die Multiplikation zurück- 
;h der Vorschrifl: 


m einen Bruch cc durch einen Bruch ft zu dividieren, 
a mit dem reziproken Werte von ft zu multipli- 


lie (xleichung (2) für = 0 entweder gar keine oder eine 
stimmte Losung hat, ist der Grand, warum man in der 
; die Division durch Null und damit Bruche mit dem 
ull ein für allemal ausschliefit. In gewissen Teilen der 
nalysis ist es dagegen zweckmaBig, auch dem Zeichen 1/0 
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die sicli für positive ganzzaMige m imd n ans der Définition « 
allo’emeiiie Grültigkeit ziischreiben. 

Setzen wir demnach in (5) m = 0, so folgt 
a™ a" = a"* 


und daraus, wenn « und folglich von Null 
was wir jetzt voraussetzen wollen, 


( 6 ) 

Setzen wir dann aber in (5) n = — m, so folgt 

« 0 = 1 , 

also 


( 7 ) 



\M‘r8(*lî iedfv] 


7, Wenn also die Formel (5) allgenieinc Oülti] 
baben soll, so mnfi «« gleicb 1 und «-”* der rcziitroke 
Yon sein. 

Die Grleiclinng P'== 1 gilt aucli nacli dieser Enveiteruii 
gemein. 

8. Ist a ein unecliter Brucli^ so wilehst zugl(M’(di i 

wie sich ans der Erldârung der Potenz dureh wicMlerholti^ : 
plikation ergibt. Wir konnen aber dieses Wachsen îiocli 

genauer bestimmen. 

Ist P eine positive ganze Zabi nnd grober als 1 , so i 
groBer als a nnd wir konnen nacb. § 18, G. einii Zalil y zwisidi 
nnd a einscbieben, die also der Bedingnng 

( 8 ) y ^ a 

genûgt. Darans ergibt sicb nun dnrcb .Miiltiplikatioii mit a: 

(9) ^ > y a = 7 + y (a — - 1) > y + a ( (c —> I ) > a . 
Wendet man dasselbe Verfabren nocbinals an, iudein :man in 
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deii llbergang zu dem reziproken Wert folgt claraus^ 
wenn a < 1 ist^ di so groB iielimen kami^ dafi a" unter 
3big gegebeiien positiven Wert c. heruntérsinkt, wenn 


il wir zii (lem a > 1 zirrück^ so ist iiacli (10) um so 
> ;/ (« -— 1 ) vaul es ergibt sicli na (a — 1) oder, 
zur Abkürzuiig a (a — = setzt: 

J eine von a abkilngige, aber von n nnabliangige positive 
Diese Formel gilt für jede positive ganze Zakl n. 

1 eine beliebig gegebene positive ganze Zabi, so kann 
groB auch die ganze Zabi m soi, immer zwei atifeinander 
ielfacbe von k + 1 angeben, zwiscben denen 7>i liegt, also: 

(A: d" 1) <! (/'• H~ 1) 4* 1); 

man also beide Seiten der üngleicbung (11) zur Potenz 
ibt, so ergibt sicdi, da ist: 

ter nacb (12), wenn m > 2 (Z:+ 1), also 1 — î: > ^ ge- 
ird: 


n> 


m — /.: — - 

/.;+! 


1 


/i 4 - ^ ^ 

/:+! V‘ m 7^2(/j+l)^ 


;h iiacb (Kl) 


fk + 1 


'Dr 


C2(fc+l)l 


i +1 


eine l)eliobi<>;' gegebene GroBe, so kann. man m so groB 
daB . 

i j. I > ^ 

, C 2 (/.:+l))^ + ^ 


T dôr Arîtîiïïiôtik. 



§ 20. Rechnen mit Dezimalbrüchen. 

1. Unser indisches Ziffernsystem gestattct es, eme ^geg 
natürliclie Zabi mit einer beliebig vergrosserten Anzalil yon Zitïe 
schi-eibea, wenu mma tou Aufaug Unks die uotige A^uz^Ail von î 
scbreibt So ist 03 soviel wie 3 und OOOÔoO soviel wie 650. Dxese î 
am Anfang liris siud aber ûberÜûssig und werden also nicht g( 
Wir betracbten jetzt aber Brüche, deren Nenner eine Poten 
10 ist, also wenn A eine natürlicbe Zabi ist, Biücdie voii d(n 


(1) « = AlO ”, 

und solche Brüche lassen sich auf Grand der soeben gemachte: 

durch den bloBen Stellenwert dei Zitlt.in von 
eindeutiger Weise darstellen. 

Wir schreiben nâmlich die Zabi A mit mebr als it Stellen, 
mit n + m Al Stellen, worin m nicht negativ ist. Wir bezei^ 
die bôebste dieser Ziffern mit und bezeicbnen die folgeudcn 
Indizes in absteigender Reibenfolge, wobei dann aber auch ne; 
Indizes vorkommen kônnen: 


A = ■ • • «itto»-!"-!.' • ■ • "-«• 

Hierin bedeuten die a Ziffern aus der Reibe 0, 1, . . ., 0. Uiiter 
stânden sind aber hier vom Anfang an Niülen zu iichnnai. 
setzen wir 
( 2 ) 

nncl dieser Ausdruck soll die Bedeutiing liaben 

l-a^lO+aQ + tc^ilO"-^ + 

Es wird also durch das Komma angedevitet^ wo die ïu^gativei 
tenzen von 10 beginnenA) 
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iJ. Division nnd Einfiihrung der Brüche. 


a îiacli Belieben Nnlleii angeliangt -werden. Nnllen, die 
etzten von Null verschiedeiien Zitfer folgen^ werden ge- 
iclit gesclirieben. 

wir lins zur Bezeiclmung einer dekadisch gescliriebenen 
Igenieineii Symbole a bedienen^ also 


vvorin m ^ u positive, négative oder verschwindende gaiize 
Miten und in^n ist, walirend die • • - Ziffern 

4; 5, b, 7, (S^ 9) darstellen, so braiicben wir das Komma 
m s(3tzen, da, der Stellenwert der Ziüer durcli den Index 
gekeimze i cl met ist. 

•iiclî, desseii Nenner eiiie Potenz von 10 ist, heifit, wenn 
orm (!^) goschrieben ist, ein Dezimalbrnck. Ziim Unter- 
ein Briuili, der in der gewolmlichen Art geschrieben ist, 
ler Bruch gonaimt. 

ini Recluien mit den Dezinialbriichen kann man sich der- 
Lode bedienen, wie beini Reclinen mit ganzen Zalilen. 
Iddiereu und beim Subtraliieren muB man die Zalilen so 
nB Ziiieru von glcicheni Stellenwerte untereinander steben, 
[3 Kommada iii allen Zalilen untereinander stehen. Hangt, 
ain Jkide Nullini an, l)is aile Zalilen die gleicke Stellen- 
[lein Konima haben, so kann man ganz so reclinen, als 
ni ma vorbanden wilre, bat aber im Résultat das Komma 
lie gleiclie Stelle zu setzen, die es in den einzelnen Zablen 


ein Dezinialbrucb mit 10 zu multiplizieren, so rückt 
3mma um eine Stelle nacli recbts, und wenn mit 10^' zu 
eren ist, um k Stellen nacb recbts. Hat man durcb 10 
10^' zu dividieren, so rückt das Komma um eine oder 
en nacb links. Diese Opei*ation ist immer ausfübrbar, 


” I, Grandlagen der Aritbniotik, 

§ 21. Gekürzte Dezimalzalilcn. 

1 Der SteUenwert einer Ziffer eines Dezimalbniches wii 
so kle’mer ie weiter die Ziffer iiach redits steiit. Es konuiit n 
yor daB man bei Zablenaugaben oder Kecli.mno-eu dio uni we: 
reehts stekendea Ziffern von einer gewissen Stellt; an luclit 
berncksicktigt („Temachlâssigt“), sei es, we.l s,e u.cht hekanni 
sei es weü bei der Natur der besonderen Autgabo nicbi;s dura 
kommt. Das Weglassen dieser Ziffern lieiBt Kürzen des Dez 

Îî rucliôs. 

Die Berecktigung zu dem Ver&liren beriiht avtf felgeudein 

Eine dekadiscli gescliriebene Zabi 

(1) 9 = «•,.- 1 •••“i 

(worin sowokl n als le aucli negativ sein kaiiueii, uber 

ist (§ 20, l.j) ist immer kieiner als 10". 

Denn man erkâlt ans ç eine grüBcre (jedeiiCalls nie, ht l< 
Zabi, werm man sâmtlicbe Ziffern n„_i, ■ • • ii,. diircb b 

ersetzt. Es ist also 

^)^9-10‘+9-10*+‘+--- AO - 10" ', 
und wenn man hierzu 10‘ addiert, also die letzte Zilbn- un 
Einbeit vergroBert, so bat man 

9 - 10 ‘ + 10 * --. 10 *+', 

9 • 10*+*+ 10*+*- 10*+-, 


9 • 10 "-*+ 10 "-*- 10 ", 

und daraus dureb Addition, wobei redits und links !()*' *, 10* ^ 
10"-* weggeboben werden konnen: 

^)+ 10*^ 10", 




TxriA ViAWiASAn waïtIati «nllf.A 
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3. Division nncl Eiuführung der Bruche. 


’eliler, deii man beim Abbrecheii nacli der Stelle 
it al s O kleiiier al s 10” 

jenieinen wird inaii immer siicheii, die Kürzung des Dezimal- 
vorzuiiehnien^ da6 der Febler absolut geiiommeu moglichst 
Mau kann niiu, bei gleiclier Stellenzabl, a entweder 
ier durcli A' ersetzen. .Es ist dann 

Tii == M -f- () == M'— (10” — * Ç) y 

also (vom Vorzeicben abgeseben) das eiuemal das 
Der letzte Febler wird kleiner sein als der 
L Q > 10”— Q O der > 10” ist. Dies findet statt, weiin 
;ffor von g gleich 5^ G, 7^ <S^ 9 ist, wabrend g < 10”— g 
1, 2, b, 4 ist. Die einzige Ausnabme ist, werm 
jt und aile folgendeu Ziffern 0 sind. Dann ist g = g imd 
m yl., ..A' sind gleich gut. 

•gibt sick liieraus fur d«is Kürzen eines Dezinial- 
ie Hegel, da(3 man die letzte beibehaltene Ziffer 
Lolit, weuii die erste weggelassene Ziffer groBer 

mil man mit gekiu’zten .Dezimalbrüchen zii reclinen bat, 
die weggelasseiien Stellen aiif die, die l)eibebalten werden 
Il lilinlluB liaben. Plat man k solcbe Zablen zii addieren 
ibtrabiexayu, so kann, wenn die Kürzung nacb der in 1. 
Hegel vorgenommen ist, die niedrigste beilxebaltene Stelle 
:un /i*/2 zu groü oder zii klein sein. Diese auBerste Grenze 
} wird a])er nur dann erreiebt, wenn die Einzelfebler aile 
m()gli(dieu Wert und aile den gleieben Sinn baben. Ist 
ler liekannt, aks die abgekürzten Zablen, so ist die Wabr- 
rxit eines Ifeblors von einer gewissen GroBe nacb der Wabr- 
eitsrechnung zii lieurteilen. Die groBeren Febler sind dar- 
jer wahrsclieiuli(di als die kleineren. 


I. Grundlagen der Arithmetik. 


Es seien zwei auf vier Stellen abgerundete Zahlen 

Ci = CL 2 ^1 ^'0 J 
^ = \ 1)2 1>1 1>0 

miteinander zu multiplizieren. 

Beginût man bei der Multiplikation mit der lioclisteti StelL 
so stellt sicb die Recbnung bei dem genauon Verfaliren der ] 
plikation so: 

^3 «2 j 

\ &2 ^^0 




«ah 

* 

■¥ 

f 



a A 


+ 


«s&i 

aj)^ 1 

a A 

<hA 




a A 

a A 

a A 

”A 

^6 ^5 

Cl 

” c, 1 





wobei natürlicb bei den Produkteii und bei deii Siinnuen e 
die Zabi 9 ûbersteigen, die Zebner als Einer auf die nile-hst h 
Stelle zu werfen sind. 

An den Stellen^ wo in unserem Seliema dii^ Sb'rnrluui st 
sollten aber nicbt Nnllen^ sondern unbeka:aiit(’! Ziiîern st<dien, s( 
also aucb die Ziffern c\j Cq mit Eehbu-ii beliaftxd. s(u‘ii kiMineii. 
zwar wird die Unsicberbeit grôfier von nacli. I)i(^ lliiHie.ln 
in C 2 kann, im ungünstigsten Fall^ wenn aile Suniniaiul(‘n voa 
groB aïs moglicb sind^ bis auf drei Einludten in (bu* Stelbi zu 
wirken. Man wird also der Stelle selbst kiMinui Wb^rt inebr 
legen, wird aber doch den Wert der einzelnen Siuuinanden a,bs{*h 
und zur Korrektur von und e, benutzen. Ebenso wird rnau 
Kenntnis, die man ûber den Wert der Sterneben ha(., zur Verl 
rung der beibebaltenen Stellen benutzen. Die g(‘S(‘Iiie-ki:«‘ Ibuiiit 
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Il Euklids Elomenten finclen wir eine Zalilentheorie, die im 
m ailes entlialt, was auch lieute nocli als Fundament der 
L’itlinietik ^ilt. Die dem. Eiiklid eigentüiiiliclie geometrische 
g iind Darstellung ist durch den Mangel einer einfachen 
minig^ wie wir sie iii dem indisclien Zilfernsystem und in 
abenreclriiiing besitzen^ begründet und erscliwert für unsere 
teii das Verstandiiis. 

er Z. B. (Bucli IX Nr. 20) unbestiminte Primzahlen durcli 

a:Mgenommene Strecken darstellt, so tragt dies zu dem 
3 S in Rede stehenden Satzes nicht das mindeste bei, und 

(Jrund niir in dem Bedürfnis^ ein konkretes Zeichen für 
•akteii Geilanken vor Augen zu liaben. 
vollen Lier in der Kürze die Satze hervorheben^ auf die es 
laeblieh anzukommen sclieint. 

^^eiten Bindi sind die Hauptsatze über Multiplikation von 
, abgeleitet (s. oben § 10). Hier bat die geometrische Me- 
tieiere Bedeutung, als in der Zablentlieorie; insofern die in 
C)mni(‘nde:n GrciBen als wirkiicbe Strecken und ihre Produkte 
n anfgera,Bt werden^ wodurcb die Beweise in der Tat ans 
inung genomnien werden. 

[I. Hinvli werden zunilchst — z. T. in wenig verstandlicber 
Définition en gegeben, ans denen soviel unzweifelliaft lier- 
aB untor Zahlen nur ganze positive (natürliclie) Zahlen zu 
nnd. Es w<n'den gerade Zahlen, Primzablen, relative Prim- 
îulratzcibbvn, Kubilvzahlen, volikommene Zahlen erklilrt, und 
it die Untersucliung mit dem, was aiudi lieute nocli das 
1 aller Zalilentheorie ist, mit dem Aufsucben des groBten 
dtlichcn MaBes zweier Zahlen und der Erkennung relative!* 
. (VIL 1, 2, Euklids(*lier Algorithmus. § lü). 
veit spilter (VII. B4, 2>6} wird das Ideinste gemeinschaft- 
acbe zwder odnr niehrerer Zahlen erldilrt und bestimmt. 
rd sodann ( Vil. 15, IG) der Satz von der Vertauschbarkeit] 


L Grundlagen der Aritlimetik. 


Primzahl teilbar ist; der Satz, dafi jede Zabi in eiuc^endliclie 
Ton Primfaktoren zeiiegt werden kann, und daB diese Zerleguug 
dentig ist, ergibt sicb Meraus als mimittelbare Folgeinuig, wird 
nicbt° ausdrücklicb ausgesproclien. Nur weit spilter (IX. 14) i 
nocb der dahin gehorige Satz eine Stelle, daB ein Produkt ans ineli 
PrimzaHen durob keine von diesen verscbiedene Primzahl toilha 
Der Primzahlpotenzen wird hierbei nicht gedaeht. 

Sehr bemerkenswert ist noch der Beweis des Satzcs, daB es ' 
Primzahlen gibt, als jede angebbare Zabi von Primzablen oder, 
wir es ausdrüeken, daB die Anzabl der Priinzalilen nnendlicl 
(IX. 20, §17). 

Dieser Beweis ist so einfacb und einleucbtend, daB e.r Icauiu d 
einen besseren ersetzt werden kann. Er lilBt sicli alaa- nicbt 
tiefer liegenden Fragen, z. B. die Anzabl dtn- Priinzalden in ^ 
aritbraetischen Progression oder die Anzabl der Primtaktoroi 
bôberen ZaHkôrpern ausdehnen. Dabcr ist eiii weit scbwierif 
von Euler berrübrendes, auf der Betracbtuiig uueiidliclier lleihei: 
rubendes Beweisverfabi'en von groBer VVicbtigkeit, das spiUcr l)e.s()i 
von Dirieblet weiter gebildet ist. 

Den ScbluB des IX. Bûches und damit d(n- U:id;(‘rsucbnü!i-(>ii 

O 

die ganzen Zalilen bildet die Summeiifonuel iïir die gi^oMu^i.riH 
Reihen und der Hauptsatz über die vo.lllvOiuni(uien Zablni. 

Über die Lebensiimstande des Eiiklid ist uns winiig 
Er lebte z. Z. des ersten Ptolemaers (Ptolomilus Lagi ), dur von 
— 285 V. Cbr. in Âgypten regierte^ imd lebrte und scliri(tl) in Ale 
diien. Seine Schrifteii; von denen uns verliilltiiisinilBig y'u^ erlu 
ist, genossen zu allen Zeiten eiii liolies Anseli(ni, sind viiilbicli 
ausgegeben und übersetzt und liaben eine ansgedelinti^ liitei-atur 
vorgerufen. Von Scbriften, in déneii inan niiliercs da,rüi)er lii 
seien Mer auBer den scbon frûber erAvillmten Werknn übe.r allgeni 
GescMchte der Matbematik (S. 18) nur gcnannt: 


if. I')ivisiiiu und Eiufülu'uiig doi' Bn'iche. 
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îilso ein Spielraiaii von 550 Jahren angeben. VVabrsclieiii- 
üiide setzeu seine lilfltezeit gegen Ende dieser Période. Er 
yiii ilittelpuiikt der danialigeii griecliisclien Wissenscliaft^ in 
^ nnd sclirieb in griecliisclier Spraclie. Aber die Fremd- 
er ganzeii Prselieinung vcranlaBte Hankel zu der Vermutnng^ 
n (Jrieelie sondc'rn ein Barbare gewesen von einem der 
une, dei'en Pliiidringen in die griecliiscbe Welt damais be- 
tte, eine V<n*inntung, die freilicli durch keine positive An- 
tzt wird. 

ant iiberwicgende Melirzalil der Problème, die bei Diopbant 
siiid, g(dir>rcni zvi deiien, die avicli Pente noch als diopban- 
icloiet werden, n;inili(*,h solelie, bei denen es sicP darum 
bekannte, ganze Zalilen zu findeii, die gewissen (jleichungen 
J.)aB Diopbant sicli niclit auf ganze Zahlen beschrankt, 
itionale P>rüclie suelit, ist kein prinzipieller Unterschied, da 
Icdie Quotienten gaiizer Zalilen sind. Der einfacbste Fall 
gabe, der jetzt in deu Scliulen mit lïilfe des Euklidschen 
is beliandelt und als die Ijehre von den Diophantisclien 
ai bezcnelmet Avird, namlich der Fall der unbestimmten 
leieluingeii, Ivomnit allerdings iiu DiopPant nicPt vor. 
Aiiiga, 1)011 uiul deren Ijosung, in denen es ,sicP uni die Er~ 
ganzzîLliligin* Werte der Unbekannteu ans linearen Giei- 
andi^lt, iinden sieP nacli Diopliant in Europa (vorPer scPon 
and Indien) zuerst bei IPidiet de Méziriac in der ScPrift 
i plaisants et délectables^' (1()12, 2'’ éd. 1024) p und in den 
gen zu der von deinselben Verfasser Perrührenden ersten 
1) i O] ) 1 1 an t“ Ausga be (1621). 

abschiltzigen Urteil von ïlankel liber die Diojihautische 
: kann icP uicht gaiiz beitreten. Es ist richtig, daB ein 
isaninienbang, Systeui und MetPode in den von Üiophant 
und gelësten yVulgaben niePt zu erkennen ist. Es ist aber 
(diara.ktor loiithrairntisePer Fra.o’An. daB sie will- 
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treben zerstreute Sâtze zu konzentrieren, als durch clas Bediufn 
restent' werden, welches ilinen bei der Behandluiio- voii Fragoii liiblbi 
krd die den bekannten Mitteln niclit melir zuganglicli siiid/‘ (Diriclik 
Jiitm-sucbungen über die Théorie der quadnitisehen Fornien.) 

Erst die neuere Zeit bat angefaiigeiq den iuuereu Ziisanuueuhai; 
[er arithmetischen Gesetze zu erforschen. (îei-ule dies WulUvürlicb 
JiiTermittelte ist es, was manchem Anfanger den Zugaiig ziir Zahle: 
heorie erschwert, was aber andererseits aiif den Kenner ninvide 
tehlichen Zauber ausübt, der ihu niclit wieder verlilbt. So kar 
aan wohl sagen, dafi auf Diophant die Zahleiifcheorie auigehaut is 
îat doch sein Werk die besten Geister aller Zoiten hesrhilftigt. 

Der bedeutendste franzôsische Algebraiker des KJ. Jalirliimdert 
î^rançois Vieta (1560—1603), gab in den fünf F>üchern „Zetetica'' eh 
ianimlung von teils dem Diophant entlebnten teils iliin nai*hgel)ildet( 
Kifgaben uud âhnlich der schoii erwalmte Bachot de Mf'ziriac;. D< 
froBte von allen dieseii an Diophant anknüpteiiden Zahlenth(M)retikei 
5 t aber Pierre Permatd) 

Die wichtigsten Entdeckuugen auf dein Gel)iete der Zahbnithoor 
lat er in Briefen an verschiedene Gelehrto, besondm-s aber in Itaiu 
>emerkungen zu der Diophant -Ausgabe von Bacliot niedergeh^gt, d 
pâter (1670) nach des Verfassers Tode von desstvn Soliin^ in oiin 
euen Diophant-Ausgabe verôffentliclit worden siiid.-) 

Der vorzugsweise mit dem Nanien „Poriuatsch(‘r Sat//'^ bez<M(*hnci 
iehrsatz, daB, wenn a eine beliebige Zabi uiid n- eim Priinzahl ig 
immer durch n teilbar ist, der mit scinen VerallgtnneiiKu-ungt 
Ir die neuere Zahlentheorie und Algebra von der grëüten VViclitij 
eit geworden ist, findet sich zuerst in eiiiein Briolb von KJIO îi 
rénicle. Der Beweis dieses Satzes ist niclit schwierig. And(u-s ve 
ait es sich aber mit anderen von Fermât ausgesproolHunvn Siltzcn. 

Als Beispiel sei die von Kronecker als ,,(ier groBe Forniatscb 
iatz‘^ bezeichnete Bebauptung von Fermât erwillint, di(‘ wi^niger dure 
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eis eiitdeckt^ aher der Rauin (des Buclies in das er seine 
jen eintrao') ist zii kleiii dm yax ftissen/^ 

;ids aiiderswo iindet sicli eine Andeutving iiber diesen Be- 
[en Bemillmngeii der grdBteii Zalilentheoretiker der spateren 
niclit geluiigen^ ilm wieder zu entdecken. Für die dritten 
i Potenzeii ist <ler Satz von Euler bewiesen^ für die fünften 
ilet. Aiïi weitesteu gelieu die Resultate^ die Kiimmer er- 
, der Aveiiigstens für eine grofie Klasse von Exponenten 
3 geliefbrt iiat, allerdings mit Anwendung der tiefsten uiid 
;en Hilismittid. der Analysis^ die Fermât gewiB nocli nicht 
standen. 

s verhillt es sicii mit eiuem anderen Satz, den Fermât für 
It, iiüinlicli dab (due um die Einlieit vermelirte Potenz von 2, 
oiient selbst eine Potenz von 2 ist, immer eine Primzabl 
Fermât erklilrt selbst, daB er den Beweis ,,nocli niclit voll- 
be erledigeii koimeikk Der Satz würde, wenn er richtig 
Mittel (oitbalten, Primzalilen von beliebiger GroBe zu finden, 
kein anderes Mittcl l)esitzen. Er ist aber, wie Euler ge- 
t, niclit rieJitig, denn bereits 2'^^ + 1 = 4 204 967 297 ist 
'teilbar dureli (>41). 


Vierter Abschnitt. 

Irrationalzalileii. 


§ 23. Quadratwurzeln. 

1, In der Reibe der natürlichen Zahlen sind gewisse 2 
entlialtanj dia dia zwaitan Rotanzcn ^Quadrata^ von andoicn . 
liclien Zahlen sind, z. B. 

(1) l = n 4 = 2^, 9 = 3^ 16 = 4^, 25 = 5=-; 

36 = 6 ', 49 = 72 , 64 = 8^ 81 = 9^ 100 = 10-; 

diese ZaUen 1, 4, 9, 16, . . . nennt luan Quadratzalilen un 
Zahlen 1, 2, 3, 4, . . ., deren zweite Potenzen sie sind, ilire Wu 
(genaner Quadratwurzeln). Man scdireibt, um dies Verliiiltn 
zudeuten, „ _ _ 

l=-)/r, 2=]/4, 3=1/9, 4=1/16 U. s. h 

Die Quadratzahl ist und der ünterschicd zwischen der rd" 
der w — 1‘®”, aiso n~—(n—iy ist gleich 2îi— 1, aiso gleic, 
ungeraden Zahl. 

2. Aufgabe. Es ist eine dekadiscli gescliriobene ; 
Zahl a gegeben; es soll entschieden werden, ob r/. 
Quadratzahl ist oder nieht und im ersten Fall ilu-<‘ Wi 
im zweiten die groBte in a enthaltenc Quadrutzabl 


IrriitioHiüzablen. 
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L (1er 1)^ c Ziffeni. bedc'uten. Es eutstelit cknn aus a 
Lno-eii von /Avcn Zilîern hc, und Avird also mit zwei 
ir g(-\sclu*iel)(‘n aïs a. VVir setzen 

— lÜrc -f- 

also (i so zu la^stiminen^ daB 

( 10 ^^ + lif < < [ lOa + li + 1 )", 

► nuii /] cbenfails (.nîK:^ ZilTer sein,* denn ware /j ^ 10, so 

(5) f()lg(:vn 

100 + 1 )“ < ( i0(, + /!)- < 100, Y + lOh + C; 

(a i- 1)- < rr + /vlO"' + rlO--, 

()-i ,î K)-- 1 Zabi ist: 

4" 1)- < a , 

oraussetzuno' {"J) widerspriclit, nacli der (a+1)- groBer 

Lch vcrlîingt (0), djiB die groBtmog.liche Zabi /3 be- 
*d(‘, die der Jledinguiig genügt, daB 

ji (20 cc + li) ^ 1 00 (a - cr) + lOh + 

a ji nur 10 vei-sebiedcne Werte liaben kaiiii, namlicb 0, 
so wird di(ïse B(‘stiniinung bald gelingen. Um einen An- 
zii gowinnen, di vidiort man die Zabi 10 (r/ — a") + Z* durcb 
fait in d(‘.m Qnotienten einen vorlanfigen Wert von /i, der 
ünistanden nocdi uni eine odcr mebrere Eiiibeiten ver- 
irdcn niuB; bei einig(.‘ï IJbinig ist die Keclminig leicbt und 
fülrron. !li(a’aui' hirridit d(T bekannte Algorithmus des 
(uis, voo déni wir hier nur eiii Beis])iel anfübren wolien. 

y H . 40 . 00 . 00 2S9S 
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2. Man kann durck dasselbe Verfahren eiuen Dezimalbrue: 
stimmên, dessen Quadrat sick so wenig als man will von de 

crebenen Zabi ci uiitersekeidet. . ..« rv i 

° Zu diesem Zwecke sucht man die groBte ganze Quadratzal 

die in 10-"® entkalten ist. Dann ist 

(7) ^ < (a + 1)^ 

und wenn man dann 

(8) «„ = alO-" 

setzt, so ist 

(9) 

Man erhâlt die Zahl lO^^a ans a, indem man Niilleu anli 
nnd dami cc^ ans ccj indem man die letzten oi Zilîern von a 1. 
ein Komma''setzt. Wenn man dann die letzte Zilïer von uni 
Einheit erhoM; so erhâlt man bereits einen zu groBen Wert. 

Diese ZaHen heiBen die genaherten Werte der Qin 
mirzel aus a. So ist in obigem Beispiel 28^)8 ein geniiliertor 
der Quadratwurzel aus 840. 

Ebenso kann man aber aucb verfabren, uni die geniilierten \ 
der Quadratwurzeln aus Dezimalbrüclien zu erlialten. Man hat 
die Stellen vom Komma aus nacb beiden Seitcn paarwcise 
scbneiden^ notigenfalls nacb Aiibangen einer Null ain En de. 


§ 24. Irrationalzalilen. 

1. Ob eine natûrlicbe Zabi Quadratzabl sei oder niclit^ lüüt 
leicbt entscbeiden^ wenn die Zerlegung dieser Zabi in ilire 1 
faktoren bekannt ist. Sind nâmlicb . . . vonoinauder 

scbiedene Primzablen, sind y, . . . positive Ex])oneiiten un 
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aeii iingeraden Exponenten hat^ so kann iiiclit gleick 
âl sonst a mit einem uiigeradeii Exponenten in qr ent- 
müBte. 

) kann ein roduzierter Brucli mjn nur daim das Quadrat 
en lamelles pjq sein, wenn m nnd n beide Quadrat- 
(I. Denn wenn niff = np-^ wilre, und n nnd m keine ge- 
Teiler liaben, so müBte, wenn wieder mit nngeradem a 
i Potenz (Ier Priinzalil a ist, die in on aufgeht, da a 
aufgelît, (t aiicli mit einer ungeraden Potenz in ent- 

ir stëLU, di(^ Autgabe, die Operation des Potenzierens um- 
^(‘.hon des Potenzieix^ns mit 2), aiif (dne Sebranke. Die 
; ebonsowenig lüshar, wie die Anfgabe der Teilung ganzer 
(1er Einriiliruiig (1er BriUdie. 

mm dies(‘. IjÜsung trotzdem erzwingen, so bleibt nichts 
oine alx^rmalige Erwoiterimg des Zahlliegritfs durcli die 
nouer Zn-hleii, (li(i man jetzt allgemein Irrationalzablen 
m. g(^genü})er die l)isli('r betracbteten Zablen, die als spe- 
in den allgenudnen Zahlen entbalteii sein müssen, von 
[1 ion a 1 e Z a h l e n lie i lîen. 

tieuen Zahh^ii sind, wie die Zalüen überliaiipt, willkürliclie 
n uiis(n-(‘s (ieistes, und es ist lcdiglicli eine Zweckmiifiig- 
ob wir di(\sen erweiterten Bi^griff benutzen imd ÎSTamen 
uehen wolieu oder nicht. 

vn praktiscluvn llcclmer, der seine Operationen docli nur 
m Zalilen aiisführen kann, ist diese Frage allerdings zieui- 
;ültig. Aber die innere Harmonie des Gebaudes der Aritb- 
rrt eijic sobdie Erweiteruiig des Zahlliegriffs, oline die 
3 AusdriKiksweise und die Forinulierung violer Satze, be- 
(1(0' hëluireu Analysis, iluBorst schworfiillig und weitlautig 
■de. 
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B6<^nf^ssysteîii6 l)ild6Ej d6r6ii Xndividucn sicli iii eindcuti^eT W 
a,~ndpir abbildeE lasseUj dGiBH jGcles dtibci dciii yjweck, de 
Einfalirang der Irrationalzablen hat, gleieh gut eiitspriclit. Mau 
etwa von den unendlicben Dezimalbrüchen ausgehen, oder vo: 
endbeben Kettenbrüeben; dasselbe leistcii G. Cantors „Za} 
reihen“ oder Cbristoffels „Cliarakteristiken“. Die Wabl 
Weo-es -wbrd nur durch die Einfachbeit oder leicbterc Verstiiir 
keit° bestimmt, und in dieser Beziebimg sebeint der voxi Dede 
gesebaffene Begriff des „Scbnittes-'‘ als Aiisg:nig.spmikt den V, 
zn verdienezL. 

Die Gesamtlieit der in den Systeinen (‘jitliulte:Me:n Eienieiitt 
bei der eindeutigen Abbildiing iintereinander Yerbiiiiclen siiid^ I 
einen GrattungsbegrÆ, den wir eine irrati onale Zabi neiiucn. 
ist gleicbgültig; an welclien Kepriisentanten wir die .b]igeiisc}i 
dieser Gattungen studiereii, Solclie Eeprasentaiiteii n(‘iinen wii 
legentlicb aucb selbst irrationale Zalilen, z. B, tdiien uneiidl 
Dezimalbrucb. 

3. Das Nachstliegende und Einfadiste würde (‘s wold seiii^ 
man sicb auf die Raumanschaimng berufen uiid ZablcMi g(‘ra,d(‘zi 
Strecken erklâren wollte. Man müfite dann eiii Axiom (‘twa 
genden Inhaltes voraussetzen: 

Wenn die Gesamtbeit der Piuikte einer (ieradD.n, die 
borizontal vor Augen liegt, derart in zwei Teilc‘ A und .1' gi 
ist^ daB jeder Punkt aus A links liegt von j(Mleni Punkt; an.'- 
so kann man die Linie selbst durcli einen bestinunt(Mi Vun 
derart in zwei Teile zersebneiden, daü der cin<‘ Tcdl aile Ibinktc 
A J der andere aile Punkte aus A' entliiilt. 

Die Existenz dieses Punktes a ist abin* ein Axioni^ (ias 
Natur unserer Raumanscbauung stainnit^ das siedi a, us reinen fk^gi 
in keiner Weise beweisen laBt. 


4 . I rratioiialzalileu. 


A 


O — 

a 

Pig. ,‘5. 


A' 


a 


clic ans .1/ mit a' l)ezeicluiet sein. In clerselben Weise 
Y (lie audeia^n P>uc!istai)en dei; drei Alpliabete. 

)(Mst(di(nide 

di(‘ ZaJib'ii™ 

Alt J inao* 
idiaiilieluai. 

'a,tioiial(‘ Zabi r (.‘rzcuo-t; eiiien oder 
S(‘linitd'.o Illll'. 

(vir idiniüeh aile Zahlen, die kleiner als r sind zu R, aile 
jL'T()B(T als r siiid zn R\ imd r selbst entweder zn R oder 
.‘11, daim ist r stdlist die grobte Zabi von R oder die 
1 II'. Sc-bniite, die aui' dic^sc Weise entsteben^ nennen wir 


S e b n i 1 1 e. 

aber aueli Sclmilte i>4btj die nicbt so diircb rationale 
vii^b wan'deii këimeii^ iind die wîr daan ir rationale 
eiuien^ zcdgt das folgende l>eis})iel: 

dinui in A a'Ile Zablen ((, auF^ deren Qnadrat kleiner als 2, 
^jableii; d(‘reii Qnadrat i^rüLkîr als 2 ist. Daim sind aile 
ialilen unt(iri>'<d)ra(‘Jit^ da os keino Zabi gibt^ deren Qnadrat 
^ und jede Zabi <( ist Icleincr als jedc Zabi a. Es gil)t 
grüBie Za-bl in A. und kcine kleinste in J/; demi ist 
kbiinen wir (vin<‘ natürliidie ZaJrl n so aimehinen^ dafi 


2/f 

il 


\ 

a - 


ajin ist zua,r a d- l u > a, aber (loch nocb ( a + l/î2)^< 2; 
lîiBt sicli zin’giyü; daB es keino kleinste Zabi a gibt. 
ist also A IA' <‘in rationaler Sedinitt^ wenn es 
ein grdBtes a oder ein kleinstes a gibt^ imd ein 
er Bc'.bnitt;, wenn (ns wedor ein grüBtes (t nocb ein 
i gibt. 

r A/ A' irrational^ so kajin inan zii jedcni a nocb groBere 
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wird darm eine letzte in A enthalten sein, die wir mit mj) 
zeiclmen, und es ist 


“J-*-»' 

n ^ n 


und 


1/n < d. 


Bei einem irrationalen Schnitt gibt es zwischen diesen 1)( 
Zahlen a, a noch beliebig viele andere sowohl in A als in A , 
rationalem Schnitt wenigstens in einem der beiden Teile. 

Den beiden dureh eine nationale Zabi r erzeugten 
tionalen Schnitten ordnen wir nun eben diese Zabi r 
betraehten also diese beiden Schnitte als Ton gleicheni Zahlenwe 
. Einem irrationalen Schnitt ordnen wir ein Indirid' 
der neuen Zahlenart, eine Irrationalzahl zu, die wii n 
bezeichnen. Es soll für die nâchsten Betiachtnngen daian 
o-ehalten werden, da6 die kleinen lateinischen Buchstaben ratio 
die crriechischen Buchstaben irrationale Zahlen bedeuten. 

6. Es kommt jetzt darauf an, die Irrationalzahlen in 
GrôBenordnung zu bringen, in der auch die rationalen Zahlen, 
zwar ihrer GrôBe nach, eine Stelle finden. 

Wir betraehten zwei verschiedene Schnitte A /A' und 1 
Wenn es nur eine Zahl a gibt, die zugleich ein h ist, so ist 
die kleinste aller a und zugleich die grôBte aller h- die Sch 
sind rational und haben denselben Zahlenwert {a = (1). Wir 
nieren also folgendermaBen : 

Die Zahl a. heifit kleiner als /3, 


u<§, 

wenn es wenigstens zwei Zahlen a' gibt, die zirgleich Zal 
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- A/ ■— A ein Schnitt. Die durcli 
a bezeichnet nnd lieiBt die zii a 


A 


— O 

B 

4 


-r ç: 


F if?. -1. 


— Æ J SG ist aiicli 
e Zabi Avird mit - 
esetzte 
3 Zalil 

i konnte 
•ch. wei- 
lung des 
Schiiitte 
leii Zali- 
çelaiigen. 

3llt ïMOg- 

gibt si(*h durcli Iblgeiidc Betrachtung: Es sei A/A' ein 
(Jebiete der irrationalen Zahlen^ in der Weise, dalî 
a ans A Ivieiner ist als jede Zabi a ans A'. Ein 

nitt wird aber i miner durch eine bestimmte irrationale 
iigt, in (1er Weise, daB 6 entweder die grôfite Zahl in A 
iinste in a ist. Wemi niunlich eine rationale Zahl r als 
1er in-ationalen Zalihjii betrachtet wird^ so ist r entweder 
in A' entlialten. Bezeichnot nian die ersten mit a, die 
a J so ist ein Schnitt AjA' nnd dadnrch eine irrationale 
art. Ist a in A entlialten, aber nicht die groBte Zahl 
bt es in A aiich rationale Zahlen die grcîBer sind als a 
ist auch 0 groBer als a, nnd ebenso sieht man, daB, wenn 
ber nicht die kleinste Zahl in A' ist, <? < a ist. Es 
für 6 nur noch die Müglichkeit übrig, daB es die grôBte 
)der die kleinste Zahl in A' ist. Der Schnitt A/A' erzengt 
indere Zabi als AjA'. 


§ 25. Obéré iiiid iintere Oreiize. 

T irgend eine Zahlenmenge, deren Elemente rationale 
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Man kann sie kürzer aucli so erklaren: 

Die obéré Grenze ist edne Zabi, die durch keine 
Zablen r an GrôBe übertroffen wird^ der aber docli Zabi 
bis auf jeden Grad nabe koinmen. 

Zunâcbst ist leicbt zu seben, da 6 es bôcbstens eine sc 
Zabi y geben kann. Demi sind es zwei, etwa y xmd jy\^ une 
7 < y J so gibt es nacb b) eine Zabi t , für die y t ^ y ist ; 
Zabi y bat also niebt die Eigensebaft a). 

TJm aber die Existenz einer solcben Zabi y nachzuweiseuj 
merken wir, daB, wenn r irgend eine rationale Zabi ist, von zv 
nur eines môglicb ist: Entweder es gibt eine Zabi r, die gi 
ist als T'^ solcbe Zablen t wollen wir mit c bezeiebnen. Oder es 
keine Zabi r, die groBer ist als r; diese Zablen r mogen mit d 
zeiebnet sein. Zuaâcbst folgt ans der Voraussetzung, daB es so^ 
Zablen c als Zablen c gibt, demi jede rationale Zabi r, die gr 
ist als ist eine Zabi b, iind wenn r irgend eine Zabi in T ist 
ist jedes r, was kleiner ist als r, ein C'. Eerner ist jedes c kb 
als jedes c und die Zablen c, c bilden also einen Sebnitt GjC' 
definieren eine Zabi y, von der man nun sofort siebt, daB sic 
beiden Eigensebaften a), b) bat. 

Denn gibt es eine Zabi r über y, so gibt es aucb eine ratic 
Zabi r, für die ^ < r < r ist. Diese Zabi r müBte also einer 
zu den c, andererseits zu den c geboren, was niebt moglicb 
Und wenn s <. y ist, so gibt es eine Zabi c zwiseben e und y^ 
folgbcb aucb ein r, das der Bedingung £ < c < r 7 genügt. 

2. Ebenso laBt sicb der folgende Satz beweisen: 

Gibt es eine Zabi t' von der Art, daB aile Zablen der Men^ 
grôBer sind als t', so existiert eine und nur eine Zabi y von 
doppelten Eigensebaft: 

a') Aile Zablen in T sind groBer als y' oder mindes 

cri P.i p.k 
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Nfiill ziir untoreii (Ironze* eiiie obéré Grenze ist nicbt vor- 
ie GesanitlHMt dor neo-ativeii Zalilen luit die Null zur 
uî, abei' vinteri^ Grenzc. D-ie Gesamtlieit der positiven 

lie bat die Niill zur uiitereny die 1 zur obereii Grenze. 
]ere oder oberi' (u’iuize eiiier Monge brau( 3 lit nicbt zu der 
ehureu. VVomii si(‘ dazu geliort^ so neniit man die uiitere 
Mini mil ni J die obéré das Maximum der Menge. 

A' eiii Sidiiiitt^ der die Zabi a erzeugt, so ist a 
lie obéré Grenze aller Zalilen a iind die untere 
er Zahliui a'. 

§ 26. Recliueii mit liTationalzalilen. 

r baben nun di(3 fiindamentalen Rocbenoperatioiien im Ge- 
rationalzah Leu zu erklilren. Es genügt dabei^ aiif eine der- 
die Addition^ (dwas genaiier einzugeheii, da für die übrigen 
ass(di)e gilt. Sind a und p irgend zwei durcb die Schnitte 
>7'/)*' deiiüierfce Zahleri^ so bat die Zablen menge a + h eine 
e y und die Menge a + h' eine untere Grenze y'. Diese 
y und / Iconnen aber nii'dit voneiuander yerscbieden sein. 
ngeiionvmeUj es sei y'*<^yy so gibt es in beliebiger Niibe 
grüber als y' eine Zalil a + // und in beliebiger Nabe 
ileiner als y eine Zabi und es ist also + 

icli ist^ dîi (( < (i\ h < 1/ ist. 

r zweitons y < y'^ so nelime man zwei rationale c\ so 
< c < a < y\ Dann sind aile a' + V grofier als c und 
:1e i lier aïs r, also: 

c <C a + h' filr aile a j //, 
c > a + l*dr aile a ^ h . 
b ist für aile Zalilen a\ 1/ 

v! - (‘ < {a LÏ) + {l> — ft); 
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§ 26 . 


ünter der Differenz « - /3 der Zalilen « nnd ^ verstehen 
die obéré und untere Grenze der Zahlen a b und a — h. 

3. Die Multiplikatioü und Division erklaren wir zuniickst tiir 
tive Zahlen a, jS. Beschrânken wir uns dann auch^ auf positive 
en a, b, so ergibt sich ebenso, da6 ah und a/V eine obéré, 
und a' /h eine untere Grenze haben, und daB die obéré Grenze 
ah gleich der unteren Grenze von ah’, die obéré Grenze von 
gleich der unteren für a/h ist. 

Unter dem Produkt a/î der positiven Zahlen « und fi 
tehen wir die gemeinsame (obéré und untere) Grenze 
Zahlen ah und a'b', unter dem Quotienten a/fi^ die ge- 
asame (obéré und untere) Grenze der Zahlen u/h' und a/h. 
Dm die Multiplikation und Division auch auf négative Zahlen 
adehnen, lassen wir dieselben Definitionen gelten, wie bei den 
nalen Zahlen (§ 14), wonach 

{- a)fi = a(- fi) = - ccfi, - fi) = afi, 

- a/ fi = a/- fi = - a/fi, — a/- fi = cc/fi. 

einer der Faktoren des Produktes a fi oder der Zahler des 
ienten a/fi gleich NuU, so geben wir dem Produkt oder dem 
ienten selbst den Wert Null. Den Neuiier fi des Quotienten 
dürfen wir nicht gleich Null nehmen. 

4. Bei dieser Définition der vier Grundoperationen besteht nun der 
nde wichtige Satz, den wir den Satz von der Stetigkeit nennen 
m, durch den diese Definitionen erst praktischen Wert erlangen: 
Es seien a, fi zwei beliebige Zahlen, immer mit der Besclirilukung, 
bei der Division a/ fi der Wert fi ^0 ausgeschlosseu ist, und 
ideute f{a, fi) = Q das Résultat einer der vier mit diescn Zahlen. 
inehmenden Grundoperationen a fi, « — fi, «fi, «/fi, feruer 
b) = r das Résultat der mit den rationalen Zahlen a, h ans- 
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L kann dem Résultat einer Reclinung fia, /5) mit 
alzalilen durck die gleicke Reclinuug mit rationalen 
f(a^ b) beliebig nahe komnieii, wenn man die Zahlen 
Zalilen a, ^ geîîügend nake annimmt. 
he Zaklen a, h keiBen îfakerungswerte der Zaklen a, /3. 
Beweis dieses Satzes ergibt sick uumittelbar aus der Defi- 
r Rechenoperationeu mit irrationalen Zaklen^ und es wird 
auf eine derselben etwas genauer einzugeken. Nekmeu wir 
Addition + /5; da p die obéré Grrenze der a -\~ h und die 
renze der a + V ist, so kann man^ wenn c, c in dem q er- 
1 Scknitt CjC' beliebig gegeben sind^ zwiscken c und q ein 
as wir mit \ bezeicknen, einsckieben^ und ebenso 

zwiscken q und c. Es ist also 

(‘ <! <C (.1^ + <C. c . 

er nun a und h den Ungleickuiigen (3) genügen^ so ist 
“k ^ b <C O'i \ ) 

.t ist der Beweis gefükrt. 

3ieser Satz gestattet nun eine Verallgemeinerung: 
damentalsatz der Stetigkeit. Ist q das Ergebnis 
arck beliebige Wiederkolung der vier Grundreck- 
ten aus den Zaklen y, . . . zusammengesetzten 

ig F {ci^ y , . . sind ferner hy h' zwei beliebig ge- 
Zaklen^ für die 

h<Q < K y 

man die Zahlen a^'; b^y q, q'; . . . so bestimmen^ 

<a< a/; ^ < 6/; Ci < y < c^'y • • -, 

\y wenn die rationalen Zaklen by Cy . . . den Be- 
en 
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und für ein zweites Zalilensjstem 

( 13 ) il, V,,,. 

und die Reciienoperation 

(14) y, - 

wir woUen ilin daraus ableiten für eine mit den beiden Zali 
ausgefübrte Rechen operation 

(15) F(q, ô) = r. 

Wir nebmen also die zwei Zahlen h, li beliebig an^ so da6 

(16) h<t< Il 

ist. ISfacb. dem Satze 4. kônnen wir dann für q und 6 Werte 7» 
so bestimmen, daB 

(17) 1<Q<V, 1<6<1\ 

und daB F{r, s) auch zwiscben den Grenzen h und h' liegt; wo 
Nâberungs werte von ç, â zwiscben den Grenzen (17) bedeute 

(18) Je < r < /V; l<s<r. 

Dann aber konnen wir nacb der Voraussetzung, daB der Satz 
Zablen g, 6 bereits bewiesen sei, für die Zablen a, (i, 
wieder rationale Naberungs werte 

a, h, c, . . m, n, . . . 

innerbalb binlânglicb enger Grenzen setzen, so daB die dadur 
entstebenden Zablen 

fia, c, . . .) = r, fim, n, ...) = « 

in den Intervallen (18) liegen, und damit ist der Beweis deg 
allgemein gefûbid. 

6. Wir konnen dem Fundamentalsatz noeb eine etwas 
Fassung geben, die für manebe Zwecke nôtig ist, und die sicb 
beweisen lâBt: 


§ 26. 4. Irrationalzahlen. 


f{a., h, c, ..) = r, (p{a, h, e, . . = s 

den Bedinguxigen 

h < r < h'^ k<s< V 

genügen. 

Denn bestimmt man die Grenzen (9) zunaclist für f 
so brauclit man diese Grenzen daim iiur durcli engere zi 
beiden Fordeningen genügen. 

7. Diese Satze geben niclit nnr dem praktiscbei 
GewiBlieit, da6 er durcli seine Reclmungen; die der 
nacli nur mit Naberungswerten gescheben kônnen, jede 
benen Grad der Genaiiigkeit erreiclien kanii-, er gibt 
theoretiscli wicbtige Résultat; dafi eine Gleicbung o 
gleicliuiig; die für aile rationalen Zalilen als 
kannt ist, auch für irrationale Zalilen riclitig b 
‘ Jede Gleichuiig zwischen rationalen. Zablen kann 
gebracht werden 

(li)) f(a., h, c, ...)=■■ 0, 

wo f irgend eine wiederholte Anweiidung der vier Gi 
arten bedeutet. Ist nun eine solclie Gleicbung ricbtig 
licben rationalen Zalilen h y c, . . so inuB sie aucb 
ciy y, . ricbtig bleibeU; d. b. es ist aucb 

( 20 ) fia, y, .. .) = 0. 

Ware namlieb f\aj ^y y y ) nicbt Null; sondern z. 
nebme man zwei positive Zalilen hy h' so an^ daB 
(21 ) ;< < fia, y, . . .)< h'- 

dann ware aber aucb für gewisse rationale Naberungswei 
zwiscben h und h' entbalteU; also positiv, entgegen der . 

Ebenso verbalt es sicb mit Ungieicbimgen; w( 
scbarfere Eassung G. des Fundameiitalsatzes angewandt 
Wenn z. B. f und œ zwei Recbenverbindungen sin 
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Fmidameiitalsatzes anzuwenden. Denn nach dieser ka 

jâ, . . .) = 0 ist, die Mliei-ungswerte a,h,. . . so^ i 
w(a, h, ■ ■ ■) positir bleibt, wâlireiid /(a, h, ■ ■ •) uegati^ 
' Von den Sâtzen, die durch diese BetracMung allg 
sind, führen wir Fier die folgenden an: 

1) Das kommutatiTe und das assoziative Gesetz b( 
und Multiplikation. 

2) Die Subtraktion ist die Umkeliruiig der Âdditi 

(a-^)~^ = cc. 

3) Die Division ist die Umkelirung der Multiplik^ 

(ci//3)/3 = a. 

4) Eine Summe wachst; wenn der eine Summand 

5) Ein Produkt ans positiven Faktoren wiiclist, ^ 
Faktoren wackst^ und um so meiir also, wenn aile Fak 

6) Ein Quotient zweier Zahlen nimmt ab, wenn der : 

7) Die Differenz zweier Zahlen ist positiv oder ne 
dem der Subtrahend kleiner oder grôBer ist als der Mi 

8) Eine Potenz einer Zabi, die groBer als 1 is 
dem Exponenten und zwar über jede Grenze. 

9) Eine Potenz einer positiven Zabi, die kleiner 
positiv, sinkt aber mit wacbsendem Exponenten unter j 
Zahlen wert berunter. 

Hier liegt der Grund, warum der Nenner eines 
gleicb Null genommen wird. Denn woUte man déni Hi 
Zablenwert beilegen, so würde 6) nicbt mebr gelten. 


§ 27. Unendliche Dezimalbrüche. 

1. Es sei ein Dezimalbnich mit n Stelle] 
Komma und beliebigen Stellen vor dem Koinina, sd 


,§ 27. 


4. Irrationalzahlen. 


Setzt maii 

(1 ) -^n = + 10 ~ 

so ist, vveiin u > 0 ist, A', eiii Dezimalbruch, der aui 
wenn man die letzte Ziffer iim eine Einlieit erholit (wo 
letzte Ziffer von A^^ gleicli 9 ist^ 0 dafür gesetzt iir 
gegaugene Ziffer um 1 erholit wird). Durck An 
(n + Ziûer .s’ an A.,^^ entstelit nnd es ist 

-'K-hi = Al + 10 

= yl^ + (^ + 1 ) 10 “^'“\ 

woraus kervorgelit 

(2) a „< a ,,^,< a :„^,< a :. 

Die Zahlen A,^^^ Ai-h 2 ? • • • bleil>en also aile unte 

A',^ Al ^ 2 ^ • ♦ • Ale groBer als A,,^. 

Es haben also die A^^ eine obéré Grenze und die 
Grenze, und da — yk, == lO*"'' fur ein genügend g 
jeden Wert heriintersinkt, so siiid diese beiden Grenz< 
einander verscliieden. Die durcli diese beiden Grenzen ( 
a heiiU der Zalilenwert des unendlichen Dezimal 
liegt seiner GroBe nacli zwiscben je zwei A,,, An, die d 
der antere N îilie rangs wert von a lieiBen. Sie kom 
und aiich der Zabi a iim so nalier, je groBer n ist. D 
positiv sind^ so ist aiicli a positiv. 

3. Ebenso konnen wir jeder positiven Zabi a einei 
Dezimalbriudi ziiordnen. Wir ordnen die rationalen Bri 
Nenner lO"' der GroBe nacb^ und bezeichnen den grôBteii 
der nicht groBer als a ist, mit setzen also. 

(:-5) A„<:a<X- 

Es gibt dann eine und nur eine Zilibr 5, fur die 

( 4 ) Ai + i- ^ ^ A. Al, 

J ...Il T. A 
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nnd folglicli; wenn n > also nacli (2) > JBk, -4./^ 

(6) A — ^ " *'• 

Da nun — A’„ unter jeden Zahlenwert heruntersinkej 
ij: — ük — 1 = 0 sein^ also 

( 7 ) h- = ('h + 1 ; 

und folglich nach (6) für jedes n ^ h 

(8) = A + 

Es ist also aucli, wenn die {n + Zitfern mit 
zeicknet werden: 

(9) B, + = A + («„+! + 1) lü-"- 

also nach (8): lO"' + + 1 ) lO'"- 

^■^ + 1 ” ^ri + 1 4“ 

Da aber nicbt grôBer als 9 sein kann, so muB 
sein, sobald n^h ist; und dann baben aucli in der ' 
Dezimalbrüche und denselben Grrenzwert, nam' 
lichen Dezimalbruch J5 a-. Zwei Dezimalbrüche wie 
0,999 . . ., 1,000 . . . 
haben denselben Zahlenwert 1. 

4. Hiernach hâtten wir die Théorie der Irratioj 
Yon den unendlichen Dezimalbrüchen aus begründeii 
wâre dies darauf hinaus gekommen, daB man die Sch 
Gebiete aller rationalen Brüche, sondern imr im Bei 
lichen) Dezimalbrüche gemacht hatte. Einerseits batte 
zug gehabt, daB die Begrififsbildung unmittelbar an 
lichen Algorithmus der Berechnung solcher Zahlen an< 
Andererseits aber wâre die Beweisfühiung weniger ein: 
Die Erscheinung, daB gewisse Zahlen zwei verschiedei 


§28. 4. Irrationalzalilen. 


§ 28. Venvandluiig gemeiiier Brilche m Dezimal 

1, Ein geineiner Briicli kanii nur daim, als endliclier 
gescliriebeii werden^ weim er durcli Multiplikation mit ein 
10 in eiiie gaiize Zalil verwandeit werden kann. Dies 
nur dann mogiich, wenn in der reduzierten Form des 
der Nenner ih keiiie anderen Primfaktoren entli'âlt als 2 
also n = 2^0^)'' ist, wo a nnd h ganze Zalilen sind; d< 
wenn c ganzzalilig nnd niclit kleiner als die groBer 
Zalilen a und h ist, Wnihi eine ganze Zabi. 

Haben wir abcr irgend einen Brucli rnin, so konii 
auf folgendem Wege mit .Dezimalbrücben in Beziehung 
Nacdi dein Verfabren der Division konnen wir ein 
nnd einen Rest der kleiner als n ist, so bestimm 

( 1 ) ni .Z n + 

wird. Darin ist z eine ganze Zalil^ die positiv oder î 
Ebenso ist positiv und kleiner als n und nur dam 
wenn ni dureh n teilbar^ also 'nijn eine ganze Zabi ist. 
Wir verfabren nun ebenso mit 10 7//^^ setzen also 

(2) lOw-^ == + niç^j 

und s omit ist 

also z^ < 10. Es ist also z^ eine Ziffer (0^ 1, 2^ . . 9 

so ist nijn gleicb dem .Dezimalbrucb ZyZ^j ist aber 
es kleiner als iiy und wir konnen nacb derselben Regel 

== Zç^n + 
lOW-jj == 

10;«„ == + OT.,,+1, 


1 


1 
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oder als 

(4.' 


Dezimalbrucli gescbriebeu: 


= 5 , « 1 % S, + 


n 


Jg^ ^ _ 0^ so ist m/n als Dezimalbrucli gesclirieben, und d; 
also mu* in àem vorher erwâhnteii Falle eintreten, wemi n (b 
zierter Darstellung* des Bruches) die Form liât. In 

Fâllen kann die Rechnung, welche, wie man sielit^ nichts and 
die gewôhnliche Division der Elément ararithnietik ist, uni 
fortgesetzt, also in (4) die Zabi s beliebig gioB angenommen 
Der Dezimalbruch 


(5) ‘ 

ist dann immer kleiner als der gemeine Brucli 

m 

(6 ) r-- 

iind da in.+j <n ist, so ist der Unterschied y - d', kleiner a 
Dieser Unterschied wird also um so kleiner, je groBer die 
zahl des Bruches ist, und sinkt, wenn 5 groB genng isi 
jeden vorgeschriebenen Zahlenwert herab. Man kann also i 
Anwendungen, in denen die Zahlen überhaupt nur approxim 
kannt sind, z. B. in Rechnungen, deren Daten aiif Messiin| 
riilien, die gemeinen Briiche mit jedem vorgeschriebenen G 
Genauigkeit durch Dezimalbrüche ersetzen. Man nennt dann 
Dezimalbruch d,. einen Naherungswert des gemeinen Bruches 
Ermittelung des Dezimalbruclies d,. aus y heiBt (wenn aucli uneig 
die Verwandlung des gemeinen Bruches in einen Dezimalbi 
Man schreibt dann auch die Grleichung (4), indem man cl 
nicht mit in die Bezeichnung aufnimmt, und die un])ef 
Fortsetzbarkeit durch Punkte andeutet: 

m 




Hat Tli-ffArn 


icjf AC3 rviilc 
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lieiBeii verscliiecleii^ weim bei hinlangiiclier Fortsetzun^ 
îiii gleiclier Stelle steliende Zittem .s;., voneinander yen 
Brücliej die sieli mu gaiize Zahlen Yoneiiiaiider ■ 
liaben dieselbe Mantisse^ iind dalier genügt es, um die JM 
Brüclie mit dem Neniier n zu erlialten, wenn wir uuj 
Ibrüelie mjn betracditeu. 

Es gilt der Satz: 

Versebiedene ecbte Brüclie y und y babeu v 
Mantisse n. 

Um ibii zu beweiseii, nebmeii wir an, es sei y 
stimmen, was naeb 19, 8. iinmer moglicb ist, s so, da 

lOHy ^ y) > 1 

Avird. Daim ist 

(7) y > y + 10~". 

Setzen wir 

ô'; = o,vv-<, 

SO ist, wie wir geseben haben, 

r>^\, + 

luid folglich ist iiach (7) 

d,' d- -f l()“">(y^ + K)-", 

also () ' > Ô^. Es müsseu also die Mantissen Z imd Z' " 
spiltestens in der .d*'" Stelle voneinander verscbieden seii 
Diesor Saiz wird erganzt durcb den illuilicben : 
Kein echtor Brucb y bat eine Mantisse, die 
bJ e nnern b este lit, 

Denn wilhlen wir s so groB, da6 l(b (1 — y)'^ 1, also 
ist, so ist mn so mehr 1 > + 10"^ AVemi aber 

gleieb 9 wanui, so ware 0'^.+ lO""'*' 1, was dieser 
widerspricbt. Es konnnt also spiltestens in der Ste 
tisse Yon. y eine Zitfer vor, die kleiiier a! s neun ist. 

Jeder gemeine Brucli ruft in der Gesamtbeit der 
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stehen kônnen, woKl aber gibt 4. eine Erklârung darüber, wa 
GrroBen ein Verhaltnis haben, wemi nâmlich die kleinere von ili 
nügend vervielf âltigt, die gTÔfiere an GrôBe übertrifft^) and ISTr. 
gibt sodann eine strenge Erklârung, wann zwei Verliâltnisse < 
gleicb sind und wann das eine gi'ôBer ist als da,s andere (j 
Die Erklârung 3. ist, was wir heute das Stetigkeitsaxiom 
dem in Bucb 1, 1. aucli der Ausdruck gegeben wird: We 
von einer GrôBe mebr als die Hâlfte wegnimmt, von de: 
bleibenden wieder melir als die Hâlfte u. s. f, so kommt man 
auf eine GrôBe, die kleiner ist als eine gegebeue GroBe. (Stat: 
als die Hâlfte^^ kônnte ein beliebiger Brucliteil genommen we 
DaB es kommensurable und inkommensurable GroBen gi 
(nack unserem Spracbgebraucb) rationale und irrationale Verli 
bat vermutlich sclion Pytbagoras deutlich erkannt. Euklid bev 
yen Bueii 9^ claB die Seiten von Quadraten, deren Flâcln 
in dem Verbâltnis von Quadratzablen stelien, inkommensurah 
Ein besonderer Fall wird in X, Nr. 117 noch einmal besoiul 
zwei Arten bebandelt, wenn bewiesen wird, daB die Diagoua 
Quadrats zu der Seite in irrationalem Verbâltnis stelit. Dieser 
den scbon Aristoteles andeutet, zeigt, daB es niclit zwei gîinze 
Xj y obne gemeinsamen Teiler geben kann, die der Bedingung 2 
genügen; denn sonst müBte y gerade, also durch 4 teilbar sein 
aber müBte durcb 2 teilbar, also x gerade sein, \\ais doc 
môglicb ist, da x und y keine gemeinscbaftlicben Teiler habeii 
Hâtte Euklid die Gesamtbeit aller untereinander glei(di< 
hâltnisse zu einer Idee (einem Gattungsbegriff) zusammeiigef; 
batte er eine strenge Définition des allgenieinen Zalilbegri il s 
nale und irrationale Zabi) gebabt. Dieser Gedanke aber lajj 
Anscbauungsweise fern.^) Erst unsere Zeit bat bewuBt solclie 1 
système gebildet, die als allgemeine Définition der Zabi ))ei 
werden kônnen. Aile diese BenTiffssysteme sind n-leidibererditi 
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wieder zu eiiieii Gattimgsbegritf zusanimenfassen^ der d 
nocli lidliereii Siiia den Zalilbegrilf darstelieii würde. 
Begritfssystemeii die liiernacli als lieprasentanten des 
zii betracliten sind^ sind. die wiclitigsteii und einfacb 
R. Dedekiiid uml G. Caiitor ausgebildeteiij die beide vc 
vorauagesetzteii Begritt' der rationalen Zabi ausgebe 
(Stetigkeit iind irrationale Zalilen^ Braiinscliweig 1872) 
griffssysteni des Sidiiiittes (im Gebiet der rationalen Za 
(§ 22, 4.) und. G. Gaiitor verwendet zu demselben Zwecj 
der Zahlenreilien (Matli. Annalen 5). Verwandt mit 
seben Zalilenreibcn sind die von Meray zur Définition 
zalilen gescliaüenen Varianten (variantes).'^) Nllberes il 
ratur dieses Gegenstandes entbült der Artikel von Pri 
^Irrationalzablen und Konvergenz unendlicber Prozesse^^ 
klopildie der niathematiscdien Wissenscliafteii Band I, [ 
gebender ist die Darstellung von J. Molk im ersten He 
sischen Ausgabe der Encyklopildie. 

Erwühnt sei noeli, daü Kronecker den Begriff c 
zahlen ganz verwirft und l)estrebt ist, die gesamte Matb 
Gewand der ganzen Zalilen zu zwilngen. Auf die Mogli( 
bat, wie ’Dedckind bemerkt, scbon Diricblet in Ge 
gewiesen, .Aber eben uni die damit verbundenen groB 
keiten zu venneiden, liât die Wissenscbaft, nusgebend vo 
der ganzen Zabi, deu Zahlbegrijï*, den jeweils auftaucb 
nissen (uitsprecliend, in einer logiscli einwandfreien Weis 
erweitert und die Kroneckersclie Auffassungsweise baf 
bisber keine ISTaciifolger gefunden. 

Freilicb lialien die Bestrebungen der Mengenlebre 
allen Punkten zu befnedigender Klarheit gefiilirt. Es sii 
Zeit gewisse Zweifel und Bedenken aufgetaucbt, die i 
spruchsvollen Begriff der exige aller Mengen^^ anknü 
vollstandio* erelvlart sind. Es sind hierfür zu erwabnen d 


Fünfter Abschnitt. 

Verliâltnisse. 


§ 30. MeBbarkeit. 

1. Wir haben nun die Frage zu erôrtern, in welcber W 
Zablbegriff, der, wie sclion mebrfach liervorgelioben ist^ e 
geistiger ist^ auf die Dinge der âuBenwelt angewandt wird. ^ 
wendung der natürlichen Zablen gescbielit einfach din 
Zahlen^ wie schon im ersten Abschnitt auseinandergesetzt ist, 
wir hier nicht noch einmal zurückkommen wollen. Die gebr 
rationalen und die irrationalen Zablen werden durch die Ta, 
des Mes sens auf die AuBenwelt angewandt. 

MeBbar ist alles^ was auf unsere Sinne Eindruck in verse! 
Starke macht, z. B. Liclitintensitâten, Temperaturen^ Tonhohe; 
stârken^ Oewichte, Harte, Schmerz u. s. w. Die unmittelbare 
wahrnehmung gestattet aber nur imbestimmte Scliatzungen d( 
oder Weniger. Exakte Messungen sind erst dann moglich, ^ 
gelungen ist^ diese Vorgânge mit Raum und Zeit derart in 
dung zu setzen, daB die St*ârke des Bindrucks der GrôBe eine 
lichen und zeithehen Verânderung entspricht, und dies g< 
durch die MeBinstrumente. Bei den Raumgrôfien haben wir 
dreierlei verschiedenartige zu unterscheiden: nâmlich Langen^, 
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Eine dritte Art von GrundgrdBen sind die Massen^ die wir du 
) Wagc messorij deren MaB also auf der Voraussetzimg einer r; 
;erL Wago uiid unveraiiderliclier Massen berulieu. 

Aile diese Voranssetziingen siiid in der Wirldiclikeit iiiclit ge: 
:ÏÏllt, am besten wold die erste, am wenigsten die letzte^ und 
ïibt kaiiin etwas aiideres übrig, als die idealeii MaBe au] 
iseii als eine Art von Mittelwerten, die sich durcli Ausgieicln 
r verscliiedeiien Abweiclumgen diirch lange und vielfâltige Eri 
iig in unserer Vorstellung gebildet und zu Ideen verdicbtet bal 

2. Walireud ini reinen Zalilenreiclie selbst der ünterscbied 
a GroBen nui* eine willkarlicbe Scliëpfung des Goistes ist^ dem e 
scliauliche Bedeutung niclit beiwolint, verbinden wir mit deii w. 
ren Dingen der AuBeuwelt unmittelbar eine Vorstellung der Gro 
cil déni Grad und der Starke sinnlicber Eindrücke. Selbst 
isdrücken wie ^,sehr groB^^^ ^^sehr klein^^^ ^^angenahert^*^ ■' 
ideii wir wcnigstens eine imgefiibre Vorstellung, indem wir e' 
ir klein solclie GrüBen nennen, die wir nur mit Mühe oder 
iht melir durcb unsere Sinne direkt oder mit Hilfe der Instrume 
lirneli men k( Vnnen . 

Da kcine Messung mit absoluter Genauigkeit ausgeführt wer 
an, auch unsere geometrisclien Konstruktionen uns keine wii'klic' 
nkte, Linien oder Flachen liefern, so genügen zur Darstelli 
piriscli gegebener Gr()Benverhilltnisse die rationalen Zalilen; nirge 
hier eine Ncîtigung zu weitergehenden Zahlenbildungen. 

Gleicliwolil künneu wir uns niclit wolil des Gedankens i 
ilagen, daB z. B. die Diagonale eines Quadrates oder die Kr 
ripherie eine ganz liestinnnte Lange haben, die dur ch Zahlen a 
ickbar sind; und îihnlich ist es bei Zeitraumen oder Gewiclit 
d wir sind geneigt anzuiiehmen, daB das ganze Zahlenreich in ' 
îBbaren Dingen sein Aquivalent lindet.^) 

3, Wir erblickeii das Wesen der MeBbarkeit einer Me: 


96 


I. GruBdlagen der Arithmetik. 


2. Ist a irgend ein Elément der Menge^ so gibt es Elem( 
tleiner sind als a (unbegrenzte Teilbarkeit). 

3. Sind a, h zwei (gleicbe oder verscbiedene) Elemente, 
es ein drittes Elément c = a + l) der Menge, das der Sun 
beiden Elemente gleich ist. Die Summe ist groBer als j( 
Summanden. 

Eûr die Summenbildung gelten das kommiitati ve i 
assoziative Gesetz der Addition (§ 8). 

4. Ist b kleiuer als so gibt es ein bestimmtes Elément a 
von der Bescbaffenbeit, daB a + b = c ist. 

5. Durcb Wiederbolung der Summenbildung aus u 
gleicben Elementen a gelangt man zu dem Begriff des Vi 
ma, worin m eine natürlicbe Zabi ist. Fûr die Vielfacben 
Axiom des Archimedes (Euklid): 

Sind a und b irgend zwei Elemente der Menge; so gibt eî 
ein Vielfacbes ma von a, das grôBer ist als b. Es gibt also 
meBbaren Menge weder ein kleinstes nocb ein groBtes .lîleme 
aus 2., 3., 4. folgt, daB es zwiscben irgend zwei verschiedei 
menten nocb andere Elemente gibt. Endlicb soll nocb geltei 

6. Ist a ein beliebiges Elément der Menge und 'Ji eine na 

Zabi, so existiert ein Elément b von der Bescbaffenbeit, daB 
ist. Dieses Elément b beiBt der Teil von a und wird mit i 
bezeicbnet. DaB es nicbt zwei verscbiedene solche Elemente i 
kann, ist eine leicbt zu ziebende Folgerung aus den anderen 
setzungen. Denn ist so ist nV = nb + nQ/ — b) groBer 

Wir bezeicbnen der Kürze wegen bisweilen die üesamtl 
untereinander gleicben Elemente aucb als ein Elément. 


§ 31. Verlialtnisse. 

1. Zwei Elemente a, b einer meBbaren Mènera yn r]AT>f 



5. Verhaltuisse. 


§ 


Die Gleicliung (1) bleibt bestelien, wenn die Elei 
demselben Multiplikîitor vervielfaltigt oder durcli dense 
teilt werden, imd dasselbe gilt, wenn die Zalilen ci 
meinscbaftlicben Paktor nmltipliziert^ oder wenn ein 
liclier Teiier weggeboben wird. Das Verlialtnis de 
bleibt daller ungeaiidert^ wenn der numerisclie Wert d 
nngeandert bleibt, imd nian kann also die Verlialtnisse 
und folglicli an cil die Verbaltnisse irgend zweier k 
Elemente der meBbaren Menge den rationalen Brücb 
zuordnen. Man deutet dann die Gleiclibeit des Ver 
diircb (1) aucb durcb die Gleicliung 

Cl :h = P : Cl oder a/ b = p/i 

an, and inan nennt das Verlialtnis cifb groBer al 
,a/iy p'lq\ wenn der Brucli p/ci groBer ist als p'i'q. 

Man nennt (c und h Zilhiev und Nenner des Vei 
il b y so ist ihr Verbilltnis == 1. Ist das Verlialtnis p. 
kann man von den beiden Elementen a, h eines noc 
nelimen. Demi ist z. B. jp, ([ und b gegeben, so teile 
ment pb in cj Teile, um das Elément a zu erlialten, 
cliimg (1) geniigt, 

2. Hrdt man dieses eine Elément h fest, so erbii 
Elément (i der Menge, das mit b kommeiisurabel ist, 
Zabi p/q zugeordnet, und das Elément b selbst erbii 
Es beiBt darum die Einbeit einer MaBbestimmung. 
Einbeit stebt in unserer Willknr und wird durcb Zv 
grilnde bestimmt. Von gi'oBter Wicbtigkeit aber ist 
für wissenscliaftlicben Gebraiicb, daB die Einbeit un:^ 
niert sei und zu jeder Zeit unverandert wieder aufge 
kann. Ereilicb kann diese Forderung niemals mit ab 
erfiillt werden, aber es sind groBe Mittel aufge wandt 

M r>c>*l 1 r‘b liTPii h v.ii owi ri o'aii 
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Ünsiclierheit. Die republikamsche Regierimg in Frankreicli h 
lias Meter als Langeneinlieit eingefiilirt, das nrspranglicli 
zelmmillionste Teil des Erdquadranten definiert war^ in Wirl 
aber anf ein willkürlicbes, genau bestimmtes und sicber aiifbe 
ormalm eter gegründet wird. Für die meisten Kulturstaa 
der im Jabre 187*5 abgeschlossenen internationalen Met 
vention beigetreten sind, ist das Meter jetzt die gesetzlicbe ^ 
einheit, die nacb strenger Dezimalteilnng weiter abgeteilt ist. 

Auf die metrische Lângeneinbeit gründen sich die Einbei 
Flâcben- und für KorpermaB, deren Einbeiten das Quadra 
und das Kubikmeter oder deren dezimale Teile sind, und a 
Masseneinbeit wird darauf zurûckgefübrt, indem das Gramm ( 
mrd als Masse eines Kubikcentimeters reinen Wassers im 
seiner grôfiten Dichtigkeit. 

Aucb Winkel bilden eine meBbare Menge eigener Ari 
Messung wird praktiscb auf Langenmessung zurückgeführt, 
auf die Ablesung an einem geteilten Kreise. 

Sie baben aber ibre eigene Art Einbeit^ und zwar sind z 
Winkeleinbeiten in Gebraucb, eine für praktiscbe Zwecke^ die 
mebr bei tbeoretiscben Untersucbungen. üm die erstere zu g;e 
wird der ganze Kreis in 360 gleicbe Teile^ Grade genannt^ geteil 
Grad wird in 60 Minuten, die Minute in 60 Sekunden weiter 
Der recbte Winkel bat 90 Grad, der gestreckte Winkel 18( 
Abkürzend bezeichnet man Grade, Minuten und Sekunden ai 
Z. B. 57® 17' 44,8", spricb 57 Grad, 17 Minuten, 44,8 Sekund 

Die zweite Art der Winkeleinbeit ist der Winkel, dessen 
gleicb dem Radius ist. Hierbei erhalt der Winkel von 180 G: 
MaBzabl tc == 3,14159265 . . ., namlicb die Lange der Kreisper: 
deren Durcbmesser die Lângeneinbeit ist. Ein Winkel von einei 
bat also die MaBzabl 0,017 453 292 5 und die Sekunde: 0,000 00 
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Seite, die negativen die Pankte auf der anderen Seit« 
punktes. Dies ist ani einleuchtendsteii bei L*ângenmaÊ 
maB;, wird aber auch. bei Gescbwindigkeitea^ Krâften un 
anderen angewandt. Man gewinnt dann deii Yor 
nicbt nur die Addition^ sondern aucb die Subtraktion 
fübren lâBt, 


§ 32. Physikalische MaBe. 

1, Zunâckst uiid unmittelbar konnen meBbare Di 
Einbeiten derselben Art gemessen werden, so Lang 
Lange, Plâcben diircb eine Flâcbe, Zeiten durcb eine ! 
digkeiten durcli eine Gescliwindigkeit, elektriscbe Wid 
einen elektrischen Widerstand, und im praktiscben L 
niclit auf deii bôchsten Grad der Genauigkeit ankomml 
das Zweckmafiigste und Einfacbste. Pür die Wissenscl 
von grôBter Bedeutung, daB man nicbt fur jede die 
meBbaren GrôBen, deren Zabi sicb mit dem Fortscbri 
scbaft nocb vergrôBert, eine besondere MaBeinbei 
in gesicbertem unverandertem Zustand aufbewalirt 
und es ist darum ein groBer Fortscbritt in der neuere 
es gelungen ist, aile diese MaBe auf die drei Grundm 
der Zeit und der Masse zurückzufübren. 

Dies ist von GauB für die magnetiscben MaBe 
und ist in der neueren Elektrizitâtslebre und in ibr 
Anwendungen von groBer Wicbtigkeit geworden. 

Eine Einbeit irgendwelcber Art, die durcb die 
der Lange, der Zeit, der Masse ausgedrückt ist, beiBt 
Einbeit, und der ganze Komplex dieser MaBe das a 
s 3?" stem. 

Es wird am besten sein, dies an einigen Beispieler 
die sicb leicbt vermebren lieBen. 
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Die Geschwindigkeit wird verdoppelt, verdreifacht u. s. 
in derselben Zeit die doppelte oder dreifaclie Strecke zurü 
wird^ oder wenn der Korper zur Durclilaufung der gleiclien 
nur die Hâlfte oder den dritten Teil der Zeit gebranclit. 

Das Gescliwindigkeitsmafi “wird aber dadurch auf Rai 
ZeitmaB znrückgefübrt^ daB man eine solclie Gescbwindigl 
Einlieit nimmt, bei der in der Zeiteinheit die Einb 
Weglânge zurückgelegt wird. 

Ein Korper^ der in der Zeit t die Strecke X znrücklegt^ 
Gescbwindigkeit Xjt, und es erMlt also die Division dieser be 
Zahlen bierdurcli eine bestimmte Bedeutung^ aber in einer Gi 
die von den beiden, der Lange nnd der Zeit, verschieden ist. 

Die Art, wie die Walil der Einbeiten in die Bezeiclini 
genommen werden, zeigen die folgenden Beispiele. Nebmen 
ein Sclinellzug legt in der Stunde einen Weg von 70 K 
zurück. Man scbreibt dann: seine Gescbwindigkeit ist 

Elilometer 
^ Stunde 


oder 


Ein Pnnkt des Erdâquators durcblauft bei der Umdreb” 
Erde einen Weg, der gleicb dem Umfang des Âquators, anc 
gleicb 40 Miilionen Meter ist. Seine Gescbwindigkeit ist aise 


40000000 = 463 

lasf 


Meter 

Sekunden 


Welche Greschwindigkeit bat ein Punkt in der geograp 
Breite 52® 30' (Berlin) oder 48® 35' (Strafiburg)? 

Ein FuBgânger legt den Kilometer in 12 Minuten zurück. 
Gescbwindigkeit ist also 


§ 32. 


5. Verhàltnisse. 


Merkur 58 Millionen Kilometer 88 Ta^ 
Venus 108 „ 225 „ 

Mars 227 „ 688 „ 

Jupiter 777 „ 4333 

und wenn die Bahnen als Kreise betrachtet werden? 

Die Gescliwindigkeit des Seballes in trockner 
331 Meter/Sekunden^ wahrend die Licktgescliwindigkeii 
Meter/Sekunden betragt. 

3. Besckleuiiigung. Ein anfahrender Eisenbah 
sofort seine voile Gescbwindigkeit^ sondern erlangt sie 
nacli Verlauf einer gewissen Zeit. Ebenso verliert er di 
keit beim Halten nicht plôtzlicb. 

Ein zur Erde fallender schwerer Korper durcblau 
niclit überall mit derselben Gescbwindigkeit; sondern di 
keit wackst allmablich mit der Tiefe. Hieraus entspri 
der Beschleunigung und Verzogerung einer Bewegung. 

Als Einheit der Besclileunigung wird die 
Gescbwindigkeit um die Gescbwindigkeits-Ei 
Einheit der Zeit betrachtet. 

Wenn ein Korper seine beschleunigte Beweguni 
schwindigkeit ISTull beginnt^ und nach Verlauf der 
schwindigkeit v erlangt^ so ist die Besclileunigung Vj 
dieser Zeit x den Weg X durchlaufen, so werden wii 
Gescliwindigkeit verstehen müssen^ die der Korper 
müBte^ wenn er ohne Beschleunigung in der gh 
gleichen Weg durchlaufen haben würde. Diese ist abe 
ans der Anfaiigsgeschwindigkeit Null und der Endges' 
und wir erhalten also, wenn wir die Beschleunigung mi 

( 1 ) (j = 2Xlx\ 

Beginnt die Bewegung nicht mit der Geschwindi^ 
dern mit der Geschwindin-keit v,,. so ist 
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TJm die Weglange fur zwei Sekundeii zu erniitteln^ hat 
den Formelû (1) tr = 2 zu setzen, und erhâlt also einen Weg ^ 
19, G Meter. iiso ist der Weg in der zweiten Sekunde 14/ 
Die BescUeunigung nimmt mit wecliselnder Hoke über ( 
oberflâcke ab, und zwar gilt dabei das Newtonscbe Gese 
die Beschleunigung an zwei Stellen im umgekelirten Ver. 
zu den Quadraten der Abstânde Yom Erdmittelpunkt 
d. h. sind g, die Beschleunigungen der Sckwere an zwei 
in den Entfemungen r, vom Erdmittelpunkt, so ist 


Wie gi*o6 würde die Beschleunigung in der Entfernung des 
sein, wenn die Entfernung des Mondes von der Erde zu 52 C 
L'ânge des Erdradius zu 858,5 Meilen angenommen wird? i 
das Verhaltnis r^/r vorkommt, so kommt es hierbei nicht 
gewâhlte Lângeneinheit an.) 

■ 52o£ = 0^0027 Meter/Sek-“ 

== 0,27 Zentimeter/Sek^. 

4. Kraft. Als Masseneinheit wird die Masse eines 
zentimeter reinen Wassers benutzt und „Gramm^^ genannt. 
Masse hat dann den Zalilenwert ni^ wenn sie auf einer W 
Masse von 7n Kubikzentimetern Wasser das Gleichgewicht ha] 

Von der Masse ist wohl zu unterscheiden das Gewicht, w 
man das Produkt mg aus der Masse mit der Beschleui 
der Erdschwere versteht. 

Wahrend also die Masse eines Kôrpers etwas an aller 
Gleichhleibendes ist, hangt sein Gewicht von dem Ort ah, i 
der Kôrper sich befindet. Es nimmt ab mit der Entfemu: 
der Erdoberflâche und nimmt zu mit der geographischen Brei 


§ 32. 


5. Verh’âltnisse. 


Beispiel. Wie gro6 ist, in Dynen ausgedrückt, 
die Erde anf den Mond ausübt? 

Das Volumen der Erde betragt ehva 

1083 ‘ 10“^ Kubikzentimeter^), 

iind diese Zahl würde also die Erdmasse in Gramm î 
sie niir ans Wasser bestânde. Nun ist aber die mittb 
der Erde etwa 5,5 mal so gro6 als die des Wassers, ( 
der Erde ist tatsaclilich 5,5 mal so groB, als wenn 
Wasser bestiinde, also etwa gleicb 

6 • 10^^ Gramm. 

Die Masse des Mondes ist etwa der 80^® Teil von 
Erde, nnd also ungefabr gleicb 

75 • 10^^ Gramm. 

Diese Zabi bat man mit der in Zentimeter nnd l 
gedrückten Bescblennigimg der Erdscbwere in der I 
Mondes, also mit 0,27 zii miiltipiizieren, um die Zahl 

2025 . 10'- 

für die Anzalil der Dynen zu erhalten, mit der die 
Mond wirkt. 

Man kann aucb eine Kraft direkt mit einem Ge wic 
Man bat dann als Einheit der Kraft das Gewicbt ei] 
an der Oberfliicbe der Erde, etwa in der mittleren i 
B.reite von 45^, wo die Bescbleunigung der Schwere 

981 Zentimeter/Seknnden- 

ist, anzunehmen, und erbâlt für die Kraft, die einer 
Bescbleunigung g erteilt, den Zablenwert mgjgç^^ durcb 
im Gramm ausgedrûckt ist. 

So erbalt man z. B. das Gewicbt des Mondes ii 
gedrückt, wenn man die Zabi 2025 • 10-^ durcb 981 
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§ 33. Inkommensuralble Grofien. 

1. Den bislierigen Betrachtungen und Definitionen lag die 
setzung ziigrunde; dafi die zueinander in ein Verhaltnis g 
GrrôBen kommensurabel und ihre Verliâltnisse dater rationa 
und £ür praktisclie Zwecke ist diese Annatme au et ausri 
Jetzt ater müssen wir noct einen Setritt weiter geten ui 
irrationale Vertâltnisse betraetten. 

îTach dem Begriff der MeBbarkeit ist^ wenn e irgend ein J 
einer meBbaren Menge und r eine positive rationale Zabi 
gleictfalls ein bestimmtes Elément derselben Menge. Ist nun ù 
ein Elément dieser Menge^ so ertalten wir einen Setnitt HllV (§ 
wenn wir aile Zabi en r, für die re <[ a ist, zu iî und aile Zc 
fur die r e > a ist, zu IV rechnen, wobei eine Zalal r, für die 
ist, wenn sie existiert, nach Belieben zu H oder zu TV ge 
werden kann. Durct diesen Setnitt lljTV ist nun eine all| 
Zalil a definiert, und diese Zabi orduen wir dem Elément a z 
setzen ae = a, und nennen a die MaBzatl des Elementes a. 
Zabi andert sich natürlicb, wenn das Elément e, das die 
dieser Mafibestimmung darstellt, geandert wird. Ist /3 e = 
anderes Elément derselben Menge, und ist a < &, so ist aucb 
DaB es zu jedem Paar a, e einer meBbaren Menge eine be^ 
MaBzatl a gibt, ist biernacb eine Eolgerung ans den Vorausset 
durct die wir die MeBbarkeit definiert taben; daB es aber au 
geketrt bei gegebenem e zu je der Zabi a. ein bestimmtes 1 
a gibt, dessen MaBzatl a ist, ist eine neue Voraussetzung , 
vermqge einer Art innerer Ânschauung zu machen geneigt siii 
die wir von jetzt an macten wollen, die wir als die Stetigki 
Menge bezeietnen. 

Eine sinnlicte VorsteUung kann mit diesem Begriff der St 
niett verbunden werden. und keine auBere Erfatruno- kann 


§ 33. 


5. Yerhaltnisse. 


Wenii nun immer^ welclie Zahlen m^n man a 
mag, gleiclizeitig aucli 

(2) ni A < iiB, niA = nB^ mA > nB 

ist^ so liât a dasselbe Verlxaltnis zii h wie A zii 
Wir bezeichnen elles dureb die Grleichung 

( 3 ) a :h = A: B. 

Wir bemerken noeb^ daB bierbei die Elemente 
Menge im absoluten Sinn (als positive GrôBeii) zu ^ 
Es ergibt sicb bieraiis: 

Das V erbaltnis zweier positiver Zablen a und 
dem Verbâltnis der Zabi a//3 zu der Zabi 1, aise 


( 4 ) 


a : ^ = a/^ : 1 . 


Demi aus 

folgt durch Division mit jd: 


ni cc 


m 


< 
> 

cc < 

J > 




n • 1. 


Wir betracbten also die Zabi als Ma 6 für das 
Zablen a und /3 und für aile diesem gleiclien Verbaltn 


3. Das Verbâltnis zweier Elemente a, h ein 
Menge ist gleicb dem Verbâltnis ibrer MaBzable 
nâmlicb 

(5) }na<.np 


ist, so kann man zwischen nia und zwei rationa 
schieben, die man in der Form niTj ns annebmen 
so, daB 

(6) ma < mr < ns < n/3 . 
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also 

('91 mcc<n^. 

Ebenso kaim man zeigen, daB die beiden üngleichungen n 
xind ma'^n^ stets miteinander verbunden sind^ woraus dani 
folgt; daB auch ma = nh immer ma zur Folge l 

îimgekelirt. 

Hiemach ist der Quotient aj^ auch das MaB für das Ve 
von a zu h und ist von der Wahl der Einheit e unabhângi 
den MaBzâhlen kann man rechnen wie mit allen Zahlen; es ir 
aber, vrelche Bedeutung man den Ergebnissen dieser Rechni: 
zulegen hat. 

Der Addition nnd der Subtraktion pflegt man nur dai 
Bedeutung beizulegen, wenn die MaBzahlen derselben meBbarer 
angehôren; man wird z. B. nicht Zeitrâume und Lângen addier 
subtrahieren. Beziehen sich aber beide MaBzahlen auf diesel 
heit^ Z. B. die Lângeneinheit^ so gibt ihre Summe und ihre I 
die MaBzahl für die Summe und Differenz der gemessenen G 
der gleichen Einheit. 

Dies folgt bei rationalen MaBzahlen aus den Bestimmun 
§ ;!0 und für irrationale aus der vorausgesetzten Stetigkeit. 

Das Produkt von MaBzahlen gibt die MaBzahlen in eine: 
Menge^ deren Einheit als das Produkt der Einheiten der 
Eaktoren definiert wird^ und ebenso ist es bei den Quotient' 
ist das Produkt zweier Langen ein PlacheniiiaB^ das Produkt 
Lângen ein KorpermaB^ der Quotient einer Lange durch ei: 
ist eine Geschwindigkeit. Der Quotient zweier MaBzahlen de 
Menge ist aber ein Yerhâltnis und als solches eine reine Z a 


§ 34. Proportioneii. 


§ 34. 5. Yerliâltnisse. 

Sind a, yj ô die MaBzalilen von a, h, Cy dy 
ans (1) eine Zahlenproportion: 

( 2 ) a : (5 = y : à 

oder eine Grleicliung: 

nnd ans den aritlinietisclien Folgerungen ans dieser ( 
man entsprechende Folgerungen über die a y b y Cy d zie 
Wenn von den vier ZaUen ay /3, y y d drei beliebig 
so ist die vierte eindeutig bestinimt. Daraus folgt^ d 
Voranssetznng zu jeder MaBzalil eine bestimrnte r 
gehoi-t: 

Wenn von den vier Gliedern einer Propor 
liebig gegeben sind, so ist das vierte dadiir 
bestinimt, 

2, Aus (3) ergeben sich nacli den Regeln der . 
Gleichungen: 

a -|- /î 7 ^ — ? y — ^ « -j- y "i 

/i â ^ d ^ OL ^ y ~ 

und denmach ergeben sicli aus der Proportion (1) 
Proportionen: 

{a + b):b^{c + d):dy 

( 4 ) {a — h) :b = (c — d) : dy 

{ci + h) : {a — h) = {c -\- d) : {c d) . 
Vorausgesetzt ist Fierbei, daB a — b und folglich au ch g~ 

3. Aus (3) folgt ajy = Hieraiis laBt sich 

ein SchluB über die a, by Cy d ziehen, wenn a und c 
zueinander haben, d. h. wenn die vier Elemente a 

IVr Tï O onrvckli/ÎTûn TTiTf ûi* rliAQOT* "VAvonacof. 
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wenn a, l beliebig gegeben sind, ibre mittlere Propori 
bestimmen? Kann man also ein Elément x finden^ das d 


a : X = X :1) 


genügt? Selbstverstândlicb ist das nur môglich; wenu 
selben Menge angebôren. Dann aber ergibt sicb, wei 
MaBzablen von a, b, x sind^ ans (7) 




Man setze also § === Ycc/S^ wodurch die ZaMenproportion 
(7') a:^=^ P 

befriedigt ist. Hierans aber folgt (7). Die Bestimmimg 
Proportionale fübrt also auf eine Quadratwurzel. 

Wenn a und b Lângen sind^ so ist die mittlere 
die Seite eines Quadrates^ das dem ans den Seiten c 


struierten Recbteck flâcbengleicb ist. 


5. Diese Aufgabe lâBt sich folgendermaBen erweitei 
die beiden GroBen x^ y so bestimmt werden^ daB 

( 8 ) a: X = X : y = y :b. 

Nennen wir die MaBzablen a, 7]^ so ergibt sicb 

(9) a : I = g : -)? = IJ : 

und aus dieser Proportion folgt 


( 10 ) 

also 

(11) 

man bat also 
( 12 ) 


a7j 


= = v^ == èv, 

«2^ = «^32 ^ ,^3. 

■ = V = Va/3S 


6o Der goldene Schnitt. Es soU eine gegel 
so in zwei Teile x und a ~ x geteilt werden^ da6 de: 
a — X sicli zum grôJBeren x so verhalt; wie der groBe 
ganzen Strecke. Es soll also die Proportion 

( 13 ) {a — x) : X = X : a, 

oder, wenn ^ die MaBzaklen von a nnd x sind^ 
P = a (a — £) oder: 

+ = 

bestehen. Sclireibt man dies so: 


so folgt nacb der Formel (a~&) (a + 6) = a' — 


und daraus 

(W) S + 

Bei der Wabl der Beispiele dieses Abschnittes b 
Teil Begriffe und Siitze benutzt^ die erst in den spâtei 
über Geometrie und Mechanik genauer erôrtert werdeu 


angewiesen worden sein, eiiien Altar des Apollo, der Würfelgest 
doppeln. Eine geometrische Losung des Problems wird Plai 
Nilheres über die Sage und die Gescbichte des Problems s. Cant( 
1) Der „goldene SclinitP‘, wie ihn eine spatere Zeit genar 
den Pythagoraern eine mystische Bedeutung. In der griechiscb 
er als dem Auge besonders wohlgefàlliges Verhaltnis vielfacbe 
funden haben. Eingehend ist die iisthetisclie Bedeutung des g 
in dem unter Lionardo da Yincis EinfiuB und Mitwirkn 
Werke „Divina Proportione“ von Luca Paciuolo (1509) bebanc 
Literatur über den goldenen Schnitt ist noch zu erwahnen: ^ 
Neue Lehre von den Proportionen des menschlichen Kôrpers ; 
unbekannt gebliebenen, die ganze Natur und Kunst durcbdrinj 
logis'cben Grundgesetz entwickelt. Leipzig 1854. Dieses Gru 


Sechster Abschnitt. 

Potenzen und Logarithmen. 

§ 35. WurzelB. 

1. Ist P eine natürliche Zahl und a eine bel; 
tive Zahl^ so gibt es eine und nur eine positive 
der Bedingung 

xP = a 

genügt. 

DaB es nicbt melir als eine solche Zabi geben ks 
Polge des Satzes von den Potenzen^ da6 mit x zug 
Es kann also^ wenn x von y verscbieden ist^ niclit =- 
üm die Existenz einer Zabi x nacbzuweisen, bibL 
Scbnitt X/X'j indem wii* aile Zablen^ deren Potenz 
oder gleicb a ist, zu X, die deren Potenz groBer ais 
recbnen. Es sind dann aile Zablen in X oder in X' n 
und wenn x die durcb diesen Scbnitt erzeugte Zabi ist, s 
Denn ware xP <, a, so müBte es nacb dem Satze vo 
TtaiP îS ^ îi.nApi in orAliAn ripTAn P/ 


§ 35. 6. Potenzen und Logarittimen. 


Die dritte Wurzel wird Kubikwurzel ^enannt. All^ 
die Zahleii y' a aucb. lladikale. 

2. Für das Rechnen mit Radikalen gelten die be 

Ÿa ]/h = }^a b y /Yh = ? 

oder in Worten ausgesprocben: 

Uni zwei Radikale gleicben Grades p zu mv 
oder Z U dividieren, multipliziert oder dividie 
Radikanden nnd nimmt die y® Wurzel ans de 
oder dem Quotienten. 

Es ergibt sicb dies einfacb aus dem kommutative 
Multiplikation, wonacli == == ist. 

Für die Addition und Substraktion gibt es keine 
Regeln. 

Über die GrôBenbeziebungen der Wurzeln gelter 
den Satze: 

3. Ist a^bj so ist oder in W^orten: 1 

wacbst mit dem Radikanden. 

Denn wilre so wâre auch d. 

Die Ÿï ist gleicli 1^ folglich, wenn a > 1 ist^ and 

4. Ist a > 1 und p > q, so ist 

ŸÜ < V», 

d. 11 .: Ist der Radikand groBer als so ist auch die 
als 1, nimmt aber mit wachsendem "Wurzelexponenten è 

5. Ist a < 1 und p > q^ so ist 1 > \/a > Ya, d 
Radikand kleiner als 1, so ist auch die Wurzel k 
nimmt aber mit wachsendem Wurzelexpo nenten 
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sat. sM 1.» ™ 

nimUcl, fo,gUcl 

Wert von a anznwenden, u > 1 ^s- 

Nim ist aber, wem i ogen Exponenten p, was 

§ 19, 8. für jeden bmlanglicb gioKen xa | 

sein mag, < a < c/, 


nnd darans ergibt sicb 6. nacb 3. 


§ 36 Allg emeine Théorie der Potenzen. 

1. D» N»hWs 

,.9»cKe» . 

irrationale Exponenten zn abgeleitete Foi 

Es war eme aus clem J^eoii 


U] 


( 1 ) 

und es war immer 
( 2 ) 




: ar 


‘ = 1 : 


■ 1 , 


•.• ne-rative ganze Zahlen sein 

worin m nnd n war die wir jetzt, um an 

und « ebenfalls eine lieebisebem Buebs 

daB sie anch irrational sein kann, mit gr 

zeiehnen. wir nnter a'* versteben 

Es fragt sicb nnn, was soïïen wir nnter 

«ne^broebene vermeiden, s 


36 . 


6. Potenzen und Logarithmen. 


Nacli dieser Définition ist für jeden Exponenten ^ 

( 6 ) = 


Wir haben nun für die verallgemeinerten Potenz 
den Sâtze: 


(7) 

( 8 ) 


2. Es ist 


Setzen wir nâmlicb 




m n 

n == - . v = 

r' ^ ; ^7 


so ist^ wenn q positiv angenommen werden^ 
nnd folglicb; indem man die Wnrzel zieht, 


+ ^ ^^Yccniq'^np ^ 


Dadurcli ist (7) bewiesen. Ebenso ist 

{{afjy = («'“)” = «”■“ = 

und 

(a,'”')? = («.<')« = Ÿcc’^”, 

und bieraus ergibt sicb, indem man die Wiirzel zieht^ 
3. Ist a > 1 und > V, so ist 

> ab 

und wenn ist, so ist mq > folglicli 

(o:P)P'i > 

und daraus die Formel (9). 


(9) 

Denn es ist 
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5. Ist a > 1 uûd sind a, a untere und obéré ] 
Yon a, sind ferner q und Cç, zwei der Beclingung 

(11) q < < q 

genügende Zablen, so ist, werin a — a binlanglicb kle 

(12) q < cr'' < q. 

Man bat nâmlicb, uni dies zu erreieben, a und 
zunebmen, dafi 

<a<a<a < 

wird. 

6, Nun laBt sicb aucb leicbt eine Potenz mit 
Expouenten erklâren. Es sei | also eine Irrationalz 
den Schnitt X/X' erzeugt wird, und x seien die Zab 
Es sei ferner a eine positiye Zabi, die wir grôBer 
setzeii woUen. Es ist dami immer x < x und folglich 

(13) 

Daraus folgt, daB die Zahlenmengen eine obéré, ( 
Grenze baben und diese beiden Grenzen kônnen nicbt 
sein. Bezeicbnen wir namlicb diese Grenzen mit /3 ui 
/3' nicbt kleiner als ^ sein. Denn es gibt immer Zabi 
der Grenze jd, und Zablen für die der Grer 
nabe kommt. Ware also /3 > /3', so kônnte man x^ x 
daB ware, was der Formel (13) widerspricht. 

Ware aber < /3', also ein unecbter Brucb, s 

1 < / 37/3 < 

wie aucb x gewâblt sind. Das aber ist nacb 4. i 
X — - X beliebig Hein werden kann. 

Wir yersteben also unter 



§ 37 . 


6. Potenzen iind Logaritlimen. 


Ziiuâclist ist namlicL; nacli dem- Begriff der Grenz< 

Cl < < Co f 

sobald X — X unter eine liinlanglich Heine Zahl hei 
ist. Dann aber kann man nach Nr. 5 a ~ a so Hein i 

< a-^ < <ci^ < < d^' < 

und bierin ist der Beweis des Satzes enthalten. 

8. Hiernacb lilBt sich der Fundamentalsatz von 
(§ 26j 5.) dabin erweitern, daB in der Recbenvorscbrift 
aucb Potenzen von positiver Basis mit irrationalen E:s 
kommen dürfen^ und bieraus folgt weiter, daB aile i. 
liber Potenzen mit rationalen Exponenten kennen gelen 
fur irrationale Exponenten ricbtig bleiben. 


§ 37. Logarithmes. 

1. Nacb dem, was wir im vorigen Paragrapben b^ 
lâBt sicbj wenn a eine positive und x eine belieb 
die positive Zahl y durcb die Gleicbung 

y == 

eindeutig defini eren. Ebenso lâBt sicb^ wenn x une 
Zahl y gegeben sind, a durcb 

a == y^^^ 

eindeutig bestimmen. NaturgemaB erweitert sich die 
durcb die folgende Frage: 

Wenn a und y gegebene positive Zahlen sine 
man x'? Oder in Worten: Zu welcber Potenz i 
positive Zabi a erheben, um die gegebene pos 

r,,-. 
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^eadbar. Wk J"® dreseTvoîl^Lteung PO^ 

crroBer als 1 an. Da mter üiese 

groBer, fôr ’jegafaje ® Brüclie’ positiTe, eckte I 

ist, so folgt, , vgji uad daB zwei zueinandei 

>r; 

rithmen haben. Logarithmus e 

2. DaB des Sclinittes nacbweisen. ’V 

konnen wir .vieder / J ist, in ein System . 

einigen aile ZaUen fur dm a 33 ^^^ • 

die ZaUen %, fur die ® > r^’ , Sclmitt Z/X', ' 

grôBer als jedes^, un wir 

Zabi I definiert. ^ ”® “ ^as der Définition des a 

geben, für das 2/ < « < ^ als y sein, und m 

spricht, und ebenso kann a menu 

licb gleicli y sein. „„«i-tive Zabi y für eine von 

Is bat daber jede positive ^ Logar 

,„Medene po.iüve Basis e.nen «ni »«. " 

5. Die a^dfo^i. f 

geben sicb ans den entsprecbenden Formeln tur 
setzen wir in die Form: 






: (n*)^ 


^ r a beliebige positive oder négative ration 

r„T.il’»S;rbedeaJkê.BeB, Seto a» 


a^ = y, a^^ = yx, u®’ — 2/2> 

s„ kôBB.B .oeh V, Mi«Uge, dber ..r positive Zd 

Tmd wir liaberL 


= locr ^ 


: Ino* 


= Inop ' 
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In Worten lassen sicli diese Formeln so ausdrücken; 

Der Logaritlimus eines Produktes ist gleicli der Sum 
r Logaritlimen der Faktoren. 

Der Logaritlimus eines Qnotienten ist gleicli der Dif 
iz des Logaritlimus des Dividenden und des Logaritlin 
s Divisors. 

Der Logaritlimus einer Potenz ist gleick déni Produl 
s Exponenten mit dem Logaritlimus der Basis. 

4. Sind a und h zwei positive Zahlen, so ist nack der D 
ion des Logaritlimus 

O 

a = « 

glick, wenn x beliebig, y positiv ist: 

b 

log a _ y 

n* 

a b b 

X = log y^ X log a = log y 
o: 

b h a 

log y = log a log y. 

3 se Formel vermittelt den Übergang von einer Basis a zu ei 
iern Basis h. 

Multipliziert man die Logaritlimen aller positiven Zab^ 

h 

r die Basis a mit einem und deniselben Faktor log a, 
liait man die Logaritbmen derselben Zablen für die Basi 

5. Wenn y == also x der Logaritlimus von y ist^ so wir< 
ib der Nu nier us (Zabi) von x (für die Basis a) genannt, so 
le der beiden Gleicbungen 

a a 

X == log y, y = num x 

3 der andern folgt. Die Basis a wird, wenn sie sicb aus ( 
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isclieii Erweiterung der Poteuzen und deren Umkeliru]ig entwick 
oiidern, was freilick im Prinzip auf dasselbe liinauskommt^ aus ' 
^ergleiclimig einer aritlimetisehen mit einer geometriscken Progressi 

Untei* einer arithmetiscken Progression verstelit man e 
Lufeinanderfolge von Zaklen^ in der jede folgende Zabi aus der vor 
egangenen durck Hinzufügung einer und derselben Zalil^ die 
)ifferenz der aritlimetisehen Progi*ession genannt wird, entste 
line geometrische Progression ist eine Zahlenfolge^ in der je( 
)Igende Glied aus dem vorangegangenen durch Multiplikation i 
nem und demselben Faktor, dem Quotient en der geometriscb 
rogression, entsteht. 

2 . Betrachten wir z. B, die folgende kleine Tabelle, bei der 
3 r ersten Reihe die natûrlichen Zahlen stehen^ die eine aritlimetisc 
rogression bilden^ wâhrend die entsprechenden Stellen der zweit 
eihe durch die aufeinander folgenden Poteuzen von 2^ die ei 
3 ometrische Progression bilden, ausgefüllt sind: 


1 2 ' 3 

1 ; 

4 

1 ^ 

6 

i 

7 1 8 

9 

10 

2 j 4 ; s 


| 32 | 

64 i 

1 

128 1 250 

1 

j 512 

1024 


> haben wir hier eine Logarithmentafel mit der Basis 2. In (] 
•sten Zeile steht der Logarithmus der darunter steheiiden ZaJ 
an kann diese z. B. so verwenden: Um das Produkt 8 • 64 zii findc 
[diere man die Logaritlimen 3 und 6 von 8 imd 64 und erhiilt 
ozu der ÎSTiimerus 512 gehort. 

Diese Tafel kann man auch nach der linken Seite hiu fortsetze 


— 4 

“ 3 

— 2 

— 1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

16 

V 

T 

Y 




) 
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îh nicht genau, so docli mit groBer Ann’âlieruiig, in der ari 
tischen und in der geometrischen Progression vorkommt. 

Bezeiclinet A eine kleine GrrôBe, so lasse man die Zaklen 
fchmetisclien und geometrischen Progression in folgender Wc 
ander entsprechen: 

0, A , 2A , 3A , 4A , 5A 

1, l + A, (1 + A)^ (1 + A)^ (1 + A)‘, (1 + A)5, 

le positive Zahl liegt zwischen zwei aufeinander folgenden Grlied 
• ersten Reihe und ist also in dieser Reihe bis auf einen Fel 

1 ^ A enthalten^ und jede Zahl, die grôBer ist als 1, ist zwiscl 

ei Zahlen der zweiten Reihe gelegen, also etwa zwischen (1 + ^ 
:1 (1 + und das Maximum des Fehlers ist hier also 

((1 + A)" + 1 - (1 + A)”) = y A (1 + A)", 

xl also uni so groBei', je grôBer die Zahl selbst ist. 

Um zwei Zahlen der zweiten Reihe 

a = (1 + A)^^ = (1 + 

miiltiplizieren, addiert man die entsprechenden Zahlen der ers 
ihe 

cc = mA, (i = 7^A, 

d sucht die der Summe a + /3 = (m + 9^) A' entsprechende 2 
= (14-A)"^ + ” der zweiten Reihe auf. 

Man kann auch statt der steigenden eine fallende geometris 
ogression berechnen 1, 1 — A, (1— A)-, (1— -A)^, erhalt a 

an nur Zahlen, die kleiner als 1 sind.^) 

4. Setzt man 


ist 


a = (1 + A)’*", cc -= ru A , 
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Xacli der ISTepersclien Tafel ergibt sicli für diese Basis der Le 
itiimiis Yon 2 gleicli 0,693 146 922, wâhrend nach. neueren Tai 
er sogenannte natürlicbe Logaritiiinus Yon 2, d. L der Le 
ithmus Yon 2 für die Basis 

6 = 2,718281 828 46 

ich fast geriau ebenso, namlicb 0,693 147 180 ergibt. Die Basis 
îeperseben Logaritbmen stinimt also sebr nabe rnit der Zabi e über( 

§ 39. Brîggische Logarithmeu. 

1* Man kann noeb anf eine andere Weise zwei aufeinander i 
)gene Zablenreiben einer aritbmetiscben und geometrischen P: 
:ession erganzen. Hat man für eine beliebige Basis die Logaritbin 
Yeier Zablen: 

.) «i = logyi, •'C2 = log«/2, 

> folgt nacb § 37 

') 4 (% + ^2) = log'l/2/iy2- 

le Zabi 4“ (^'i + ^ 2 ) man das aritbmetiscbe Mittel d 

fden Zablen x. 2 , iind ]/^/^^2 das geometrisebe Mittel der (p 
ÎYen) Zablen ^ 2 ; wir konnen den Inbalt der Formel ( 
Lcb so aussprecben: 

Das aritbmetiscbe Mittel der Logaritbmen zweier ZaJ 
n ist der Logaritbmus des geometrischen Mittels der be 
n Zablen. 

Ist x^<i so ist aucb yi<^y 2 i^nd es ist zngleich 

(^l ^2) ^ ^2 P 


1/: 
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Auf diese Weise kann man eine Logarithmentafel fûr eine 
bige Zabi als Basis konstruieren und es war zuerst Henry Brig 
. Zeitgenosse und Freund Nepers, der die gToBen Vorzüge 
sis 10 erkannt und eine Tafel dafür berechnet bat (gedruckt li 
d 1624). Daber werden diese Logaritbmen aucb die Briggiscl 
igaritbmen genannt. Der Vorzug dieser Basis bestebt aber 
gendem : 

Wenn eine im dekadiscben Zijffernsystem dargestellte Zabl^ 
eine ganze Zabi oder ein Dezimalbruch^ mit m Ziffern (vor d 
imma) geschrieben wird, so liegt sie ibrer GroBe nacb zwisd 
und 10"^ und folglicb liegt ibr Briggiscber Logaritbmus zwisd 
— 1 und m (die untere Grenze ni. — 1 eingescblossen). 

Man kann also sofort die Ganzen des LogarithinuS; d. b. 
hl vor déni Komma angeben, indem man die Stellenzabl des 1 
)rus vor dem Komma um 1 vermindert. Diese Zabi beiBt 
larakteristik oder aucb die Kennzabl und ist in den gebrâu 
ben Tafeln nicbt mit angegeben. Die nacb dem Komma folgeni 
zimalstellen werden die Mantisse des Logaritbmus genannt. Di 
det man in den Tafeln allein angegeben. Wenn man umgeke 
3 der Tafel zu einem gegebenen Logaritbmus den Kumerus 
tteln will^ so sucbt man die Mantisse in der Tafel auf und erl 
Le zugeborige Zabi, von der man eine Stelle mebr vor das Kom 
setzen bat, als die Cbarakteristik angibt. Zablen, die kleiner 
sind, also Zablen, die, dekadiscb gescbrieben, nur eine Null 
n Komma baben, baben négative Logaritbmen. Um aber nur 
sitiven Zablen zu recbnen, nimmt man die Mantisse immer pos 
d nur die Kennzifîer negativ, d. b. man multipliziert eine sol 
it gebrocbene Zabi mit einer geeigneten Potenz von 10 und 
an von der als Logaritbmus gefundenen Zabi den Exponenten di€ 
tenz von 10 zu subtrabieren. 

Es ist also Z. B. 
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Inwendungen der Logaritliinen der Gebrauch lOstelliger Tafeln nie 
Lotwendig ist, uad so sind die siebenstelligen Tafeln die verbreitetsi 
^eworden"^ Solcbe Tafeln sind von Vega (1793) berausgegeben n 
eitdem, spater in der Bearbeitiing von Hülsse, in sebr vielen A' 
agen verbreitet. Spater bat man gefunden, da6 für viele Zwecl 
lesonders aucb in der blos die Übung bezweekenden Anwendung ; 
Sebulunterriebt;, aber aucb in naturwissenscbaftlicben Anwendung< 
ie keine gi*oBe Genauigkeit gestatten, selbst sieben Stellen noeb 
iel und zu unbandlicb sind, nnd bat Tafeln mit 6; mit 5 und sell 
lit 4 Stellen konstruiert, Unter den zablreicben Werken dieser A 
ie zum Teil aucb Erleicbterung des Gebrauebes durch die inné 
mordnung und den Druck zu erreieben sueben, môgeu hier erwab 
nn die Tafeln von Scbrôn, Bremiker^ Wittsfcein, Grev 
G. GauB, Heyer, Schülke. 

Es kommen aber^ niebt bloB in den Naturwissensebaften, li 
mders der Astronomie^ sondern aucb in zahlentheoretischen Unte 
icbungen Pâlie vor, in denen selbst die siebenstelligen Tafeln nie 
isreicben, und es ist darum für den Matbematiker notwendig^ si( 
icb einige Übung in dem Gebraucb grôBerer Tafeln zu erwerbe 
nter diesen ist wobl die wertvollste und verbâltnismâBig leicht z 
inglicb der ^^Thesaurus logaritbmorum^^ von Vega^ der 171 
. Leipzig ersebienen ist^ der eine vollstândige lOstellige Tafel d< 
riggiseben Logarithmen, auBerdem aber die Tafeln von Wolfra; 
dbâlt; in denen die natürlichen Logaritbmen der Zahlen bis ^ 
)009 auf 48 Dezimalstellen gegeben sind. 

Da man jede ganze Zabi als Produkt ans Primzablen darstelle 
nn, so lâBt sicb jeder Logarithmus einer ganzen Zabi durch Additio 
n Logaritbmen von Primzablen finden, und wenn man daher d; 
irlegung der Zablen in ihre Primfaktoren als belvannt voranssetze 
rf, so genügt eine Tafel, in der nur die Logaritbmen der Prin 
bien verzeiebnet sind. Von dieser Vereinfaebung, die freilich de 
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§ 40. Interpolation. 

1. Jede der verbreiteten Logarithmentafein gibt in der Ei 
eiue Anweisung über den Gebraucli, und mancbe kleine Vorte 
man erst in der Anwendung und durcb Übung kennen. Es 
ein Punkt von allgemeinerer Bedeutung^ den wir hier et\ 
gehender besprechen müssen^ das ist die sogenannte Int erp c 

Die siebenstelligen Tafeln z. B. enthalten direkt die M 
der Logarithmen aller Zahlen bis zu 99 999, also aller fünfst 
Zahlen bis auf sieben Dezimalen. 

Handelt es sich aber uni die Auffinduno; des Losarithmi 
siebenstelligen Zabi, so findet man diesen ans der Tafel ni 
direkt; wenn die beiden letzten Ziffern Nullen sind. Vo 
siebenstelligen Tafel kann man aber verlangen, daB man ans 
Logarithmen aller siebenstelligen Zahlen mit gleicher Gen 
fiiiden kônne. 

Ebenso wird man einen gegebenen LogarithmuS; zu c 
Numerus bestimmt werden soll, in der Regel nicht genau in d 
findeii; und doch soll der Numerus wieder bis auf sieben 
genau ermittelt werden. 

Dies geschieht nun mit Hilfe der Interpolation, die a 
folgenden Gedanken beruht. 

Es sei x^j x.^j ... eine Reihe von Zahlen, die i 
metisclier Progression mit der Diflferenz D stehen: 

/>-* /y» />» /y* />'* />'* . , , 7^ 

— — — j[_y ^ 

und sei 

y =log.r, 

Vi = log Æi, y^-y = A, 

?/2 = log.T,, 2 / 2 - 2 /i = Ai, 

% = logÆ 3 , 2/3 — 


( 1 ) 
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JD 


a. 


In den Tafeln sind zur Erleichterimg der Recbnung unter 
)ersclirift P. P. (Partes proportionales^ Proportionalteile) die Di 
izen A und die Vielfachen 


A 

10 ’ 


2 A 
10 ’ 


9 A 

10 


gegeben mit der Genauigkeit^ mit der sie in die Recliniing eir 
izen sind. 

Ans denselben Tafeln findet man^ werm gegeben ist^ a n 
r Formel 


« = -A- 


m bat also bier nocb eine kleine Division auszufübren, bei 
in sicb des abgekürzten Verfahrens bedienen oder aucb die Hi 
■eln der Proportionalteile benutzen kann. 

Da die Dififerenzen A am groBten sind bei den kleineren Zab 
)n 10000 ab), so ist in diesen Teilen der Tafel die Interpolât 
i wenigsten genan, nnd darum geben manche Tafeln nocli ein Sti 
er die fünfstelligen Zablen binaus (z. B. Yega bis 107999) i 


ben für diese die Logaritbmen auf acbt Stellen. 


2. In den zebnstelligen Tafeln des Thésaurus sind die Lo 
bmen aller fünfstelligen Zablen direkt angegeben. Audi hier w 
Interpolation nacb denselben Grundsatzen ansgeführt. Um a 
se Tafeln vollstandig anszunntzen, genügt es bisweilen nidit gg 


K/XiJ TT JLJIXVVXJLU ^ 

zwisclienliegenden Logaritbmen in aritbmetischer Progression 


lebmen. 

Man nimmt daun die Differenz A, A_^; Ao, ... nicht konst 
idern in aritbmetischer Progression an, und erbalt für die Lo 
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also findet man /3 au s 

( 3 ) 



cc {D — a) A' 


Die ZaU A — A^ = A' lieiBt die zweite Differenz. Ilir Ein 
Bieist nur in der letzten oder lioclistens in den beideii letzte 
malen nocli merklicli. 

Betracliten wir y als zehnstellige ; x als fünfstellige gan 
(ohne Dezimalstellen);, so ist D=1 und a = 0yahcde zu 
worin h, c, d, e die 6*®, 7^®, 8% 9*®, 10^® Dezimalstelle der ge 
Zabi X ex. sind. Wegen der Kleinheit Yon A' in Vergleic 
genügt es, wenn man in dem zweiten Grliede aiif der recht( 
der Formel (3) nur zwei Dezimalen Yon a berücksiclitigt. 

Ist also N die Zabi, deren Logaritbmus gefunden werd 
und n die ans den fünf ersten Ziffern Yon N gebildete 2 
findet man log?^ auf 10 Stellen genau in der Tafel, und mai 
daim ans (3) 

(4) log log n + Q,al)cdeA + 0,a6(l — 0,a'b)A'. 


In dieser Formel ist N so zu Yersteben, daB die fünf Stellei 
dem Komma steben. Je nacb der wirklicben Stellung des 
bat man dann noeb die Cbarakteristik beizufügen. 

Wenn Yon der Zabi N mebr als 10 Ziffern bekannt g 
kann man bei der Multiplikation ini zweiten Gliede noeb c 
berücksicbtigen. 

Es soll Z. B. der Briggisebe Logaritbmus der Zabi e 
^ = 2,718 281828 46 

auf zebn Stellen genau gefunden werden. Man findet in d( 
die Logaritben Yon fünf aufeinander folgenden Zablen auf zebn 


log 27182 = 4342814081 


A 
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4342814081 
127816 
1597 . 7 
1278 • 16 
31*95 
12 * 78 
64 
9 

15 

0,434 294 481 8*77/ 

'as bis auf 10 Dezimalen riclitig ist. Die zweite Differenz gibt b 
ur ungefâkr eine balbe Einheit in der letzten Stelle, und wird a 
ur bei ganz scbarfen Recbnungen in BetracRt kommen. Die zwei 
bfferenzen sind um so grôBer, je kleiner die Zahlen sind, dei 
lOgaritlimen gesucht werden. 

Die in der Tafel enthaltenen Nebentafeln, über deren EinricMu 
nd Grebrancli die Einleitung belebrt, haben den Zweck, die 
likationsrecbnung zu yereinfacben. 

Die Lôsung der umgekebrten Aufgabe, nâmlicli zu einem < 
ebenen Logarithmiis den zugehorigen Numerus zu finden, geschie 
ei Berücksichtigung der ersten Differenz nach der Formel (2). I 
erücksicbtigung der zweiten Differenz würde nach einer der Formel ( 
lalog gebildeten Formel môglich sein, erfordert aber bei der E] 
chtung der Tafel einen grôBeren Aufwand von Rechnung. 

Im allgemeinen wird die Berücksichtigung der zweiten Différé 
m so eher nôtiger sein, je grôBer die Intervalle der Zahlen six 
2 ren Logarithmen in der Tafel direkt gegeben sind. Man erhalt z. 
ne vollstandig ausreichende vierstellige Logarithmentafel, die a 
ner halben Seite Platz hat, wenn man die Logarithmen aller zwe 
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JT = 3,141 592 653 59 

)lfisc]ie Zabi. Man findet dann auf 10 Stellen richtig 
log (;r log e) = 0,134 934 1840.") 

)t sicb ans theoretiscben Betraclitungen, die hier nicht be- 
. werden kônnen^), da6 die Zabi 

^ 

L* ganzen Zabi nm weniger als -- ûbertroffen wird. Welcbes 
ganze Zabi? 

L bat ans (4) 

log log 0 = log 1/19 + log (« log e), 
n man ans der zebnstelligen Tafel 

log ]/Î9 = 0,639 376 8005 

b, nacb (3) 

log log 0 = 0,774310 9845. 

B also zweimal nacbeinander den Numerus aufsucben und 

log ^ = 5,947 178 65, 

^' = 885479,8. 

cbte Zabi ist also 

^ = 885 480. 

e der Ricbtigkeit, die wir freilicb hier aucb nicbt begründen 
client, daB A — 744 eine Kubikzahl sein muB, und es ist in 


^- 744 = 884 736 = 96^ 
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Thésaurus 


^ = 88 473 644. 


Die beiden andereu Zahlen gehen aber weit über ( 
Thésaurus hinaus. Man kann sie aber aus dem Ums 
dafi au ch 

^ gi ^ bS g -3 * >47^ ^ 3 « y i(j 3 

ganzen Zahlen B nahe kommen, wenn aueh nicht in 
die Zahlen und da6 dann 

744 

wird. 

Es ergibt sich z. B. 

960,000 042 

oder B = 960, und in den beiden anderen Fallen 
B === 5280 , B == 640 320 . 

Diese Beispiele beruhen auf tiefliegenden arithn 
schaften, die den Zahlen 19, 43, 67, 163 und keii 
kommen. 


§ 42. Historisclies über die Logaritliiiic 

Als mit dem Aufleben der Wissenschaften im If 
hundert die Astronomie wieder lebhafter betrieben wui 
machtig das Bedürfuis nach neuen wirksameren Hilfs 
wâltigung der groBen Zahlenrechnungen. Die Trig^ 
sich zum wirksamsten Hilfsmittel der Astronomie entv 
sie wurden umfangreiche Tabellenwerke berechnet, voi 
deutendste das Opus Palatinum ist. Dieses groBarfci 
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die geometrische Anscliauiing leiclit verstandlich scliien^ 
Begriff der Exponentialfunktion, also der Potenzen mi 
Exponenten, der damaligen Mathematik ganz fern lag 
daB in den trigononietrisclien Tafeln bereits ein vortre 
mittel für den Recliner Torlag. So entstand die Metho 
dem eigentümliclien Namen der Prosthapkaeresis bek 
TtQogd'sôig und â(psLQaôtgj Hinzufügimg und Wegnahme), 
in der Benntzung der trigonometrischen Formeln bestai 

sin a sin /3 = (cos (cc — /3) — cos (a + /3)), 

cos a cos P = ~~ (cos {a — /3) + cos (a + j3)) . 

Sollte also das Produkt zweier Zablen (kleiner al 
werden, so konnte man ans den Tafeln zu diesen Zahlei 
finden, deren Kosinusse oder Sinusse sie waren. Dann 1: 
der Summe nnd der Differenz dieser Winkel wieder die 
sucben nnd die Snmme durcb. 2 zu dividieren. 

Das Verfahren ist zwar viel umstândliclier als die ' 
Rechmmg und gestattet z. B. nickt eine so unniittelbai 
auf Division, Potenzieren, Raclizieren, es beriiht aber c 
«elben Grimdgedanken^ und wird durcli die moderne A 
trigonoinetriscben Eunktionen als Exponentialfunktione 
naren Exponenten mit den Logaritlimen in eine uni 
ziehun^ gesetzt. 

Erfunden wurde diese Metbode von dem Nürnl 
Jobannes Werner (1468 — 1528), der dem Kreise des ber 
nistiscben Ratsberrn Willibald Pirkbeimer angeborte. £ 
wieder in Vergessenbeit und wurde erst wieder anfgefunc 
ausgebaut und bewiesen auf der Sternwarte Uraiiienburg d( 
(seit 1580) und am Hofe des um die Astronomie bocbvi 
fürsten Wilbelm IV, in Cassel (1532 — 1592) von 
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fangend^ in geometrisclier Proportion stehen^ das I 
Zahlen erlialten wird, wenn man die Zahl suclit, die 
soweit absteM wie die zweite von der Einbeit. Das 
siebt, der Grundsatz des logaritbmischen Rechnens. 
dem Zeitalter der Wiedergeburt der Wissenscbaft nim: 
Gedanke in der Praxis des Rechnens einen Platz ein. 

Der merkwürdigste unter den Vorlâufern ist Michael 
1486 oder 1487 in EBlingen in Württemberg; als Augusi 
Lutherischen Lehi-e übergetreten und mit Luther befrem 
als Prediger an verschiedenen Orten und starb in Jena 15< 
im Jahre 1544 in Nûrnberg gedruckten Ârithmetica 
er die Zahlen einer arithmetischen Progression mit dene 
trischen durch die folgende Zusammenstellung in Bezi( 

„3 -_2 —1 0 12 3 4 5 6 

1 - -1 — 1 2 4 s 16 32 64 

8 4 2 

Die Zahlen der oberen Reihe neunt er die Exponei 
daB die beiden Reihen nach beiden Seiten hin fort< 
kônnen, daB der Addition, Subtraktion, Multiplikatio] 
der ersten Reihe Multiplikation, Division, Potenzieren, 
der zweiten entspricht und kennt also die fundamentalen 
der Logarithmen. DaB aber für aile zwischenliegende 

zweiten Reihe Zahlen in der ersten Reihe eingeschaltet v 
also von der Stetigkeit der Logarithmen, durch die sie 
stets anwendbaren praktischen Hilfsmittel des Rechnens 
sich bei Stifel keine Spur. 

Diesen Schritt und zugleich die Konstriiktion àei 
lichen Logarithmentafeln verdanken wir zivei Mannern, 
gieichzeitig und unabhângig voneinander gearbeitet hab 
Jobst Bürgi, ein Schweizer (1552 — 1632) ans L 


6. Potenzen und Logarithmen. 


§ 42 . 


und es ist daher ^ == 10^ log ( 2 / 10“^), wenn als Bî 
(1 + genommen wird, die mit der Basis e unseï 

Logaritlimensy stems in den drei ersten Dezimalen übere: 
Tafel von Bürgi ist also eigentlich eine Tafel von A: 
d. h. man findet darin unmittelbar zu einem gegebener 
die zugehôrige Zabi. Aucb hier treten die natûrlicher 
auf. Die Zahlen als Potenzen einer bestimmten Bas 
und die Logarithmen als Exponenten lag aber Bürgi f( 

John Neper oder Napier, Baron von Merchiston^ is 
Nâhe von Edinburg geboren und lebte bis zu seinem T 
Schottland. Seine „Descriptio mirifici logarithmorum car 
1614 im Drück. 

In einer sehr sinnreichen Weise macht sich Neper 
da unser heutiger Punktionsbegriff noch nicht ausgebi 
stetige Polge von Logarithmen und Zahlen anschaulic 
sich zwei Punkte gieichzeitig auf einer geradlinigen 
wegung. Der eine bewegt sich so^ daB er in gleichen 
Strecken durchlâuft^ und wenn also sein Weg x in eine 
gleich A ist; so ist nach n Zeitelementen 

X = nh.. 

Der zweite Punkt bewegt sich einem Ziele entgegen ; 
daB er in jedem Zeitelement einen gewissen Bruchteil; ] 
vor ihm liegenden Weges durchlâuft. Wenn er im erste 
ebenfalls den Weg A durchlâuft, so ist mà. die Gresar 
Weges. Nehmen wir diesen gleich 1, so ist nach den 
element der noch vor ihm liegende Weg gleich 


B2 


I. G-rundlagen der Aritlimetik. 


§ 


lelluHgeii der gesdiichtliclien Eutwickluiig der behandelten Dis 
im zu geben pflegt, weist in dem die Logaritbnien bebandelnc 
eile seiner ^Leçons élémentaires^^ darauf bin, daB das Problem < 
insikalischen Temperatnr fast mit Notwendigkeit auf den Begriff < 
ogarithmen fûliren muBte. 

Bezeicbnet man den Grundton mit 1^ so werden^ wie schon c 
ythagorâern bekannt war, die harmoniscben Interyalle dm 
eilnno^ der Saite des Monochords in einfachen Verhâltnissen bestimi 
ie reziproken Werte dieser Verhâltnisse sind was wir die Schwingun 
LÎilen nennen: 


Grundton 

1 

Sekunde 

9/8 

Kleine Terz 

6/5 

GroBe Terz 

5/4 

Quarte 

4/3 

Quinte 

3/2 

Sexte 

5/3 

Septime 

15/8 

Oktave 

2 


In dieser Reihe kommt z. B. die Quinte der Sekunde, die c 
ihl 27/16 bat; nicbt vor; und man muB also, um reine Interva 
. erbalteU; nocb Zwiscbentone einscbieben. Konnte man aber c 
ïbwinc^unffszablen in einer n*eometriscben Reibe anordnen, so wûr 
m eine Tonleiter erbalteU; in der jede Scbwingungszabl zur vora 
bendeii in dem gieicben Yerbaltnisse stebt; uiid man würde alï 
n jedem Tone ausgebend, die namlicbe Reihenfolge der Intervai 
tialten. Wegen des praktiseben Gebraucbes darf aber dieses konstao 
^rbaltnis nicbt allzn klein sein, und die Erfabruiig der Musiker b 
3 Zabi von 12 Tonen auf die Oktave als ausreicbend erkam 
.e Intervalle kommen bei dieser sogenannten gleicbscliwebend^ 
ïmneratur nicbt rein zum Auadmek. so-ndern nnr ocAnÜ.bftrii Wai 


Siebenter Abschnitt. 

(rleichungen ersten Grades. 


13. Grleichinigen ersten Grades mit einer und mit zwei llnbekann 

Wir haben in § 18 die Notwendigkeit der Einfühmng 
ochener Zablen ans der Aufgabe abgeleitet: 

1. Wenn a und h gegebene Zablen siiid, so soll e 
bbl X gefunden werden, die der Bedingung 

) ax = b 

d wir baben dort geseben^ daJB es, wenn a und b in dem Geb 
L* ganzen oder gebrocbenen Zablen entbaiten sind, inamer eine 
r eine Zabi gibt, die dieser Forderung genügt, aiisgenomi 
nn a = 0 ist. Ist dann b nicbt == 0, so gibt es keine Zabi Xj 
er zugleicb & = 0, so genügt jede beliebige Zabi, für x ges€ 
r Bedingung (1). 

Nacb Einfübrung der gebrocbenen und irrationalen Zablen düi 
und b aucb gebrocbene und irrationale Zablen sein. 

Man nennt (1) eine Gleicbung ersten Grades mit eii 
ibekannten, und die Bestimmung der iinbekannten Zabi x 
isung dieser Gleicbung. 

Tn den Tlbiino-skilobern findftn siV.b Bpis-m’plp filr d' 
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■unden werden sollen^ von weniger einfacher Art, etwa so, 
hrere imbekannte Zahlen gleiclizeitig ans mehreren Bedingu] 
ichungen gefiinden werden sollen. Wir stellen also zunaclist 
gende allgemeimere Aufgabe: 

2. Es seien a, Z), c, a\ ?/, c gegebene Zablen. Es sol 
5 unbekaunten Zablen x, y so bestimmt werden, da6 
ideii Gleicliungen befriedigt siiid: 

ax -\-hy == c h' — a 
a X + Vy=- c — h a 
(Zwei Gleicbungen mit zwei ünbekannten.) 

L der Losung dieser Anfgabe kann man so verfabren: Man mi 
ziert mit den beigesetzten Faktoren — 1) nnd -- a', a 
liert jedesmal, Dadurcb erbâlt man 

(a 1) — ha) X = cl) — h c, 

(ah' — ha) y =^~ oa + ac, ^ 

:) zwei Gleicbungen mit je einer XJnbekannten. In beiden Gleicbun 
; a;*xmd y den namlicben Faktor 

^ = al/ — hd, 

■ die Déterminante des Gleicliungssystems (2) genannt und 
ilen au(di so bezeiclinet wird: 

\ a h 

\ a O I 

S. Wenn die Déterminante von Null verscbieden ist, 
)t es ein und nur ein Zablenpaar x, ;?/, das den G. 
ungen (2) genügt: 

(‘ h' — hc — c d + a c 

■/ . y- , 


X 
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ill verscliiedeu. Dann würde, wenn x bekannt wâre, aus der zwei 
3 icliung (2) der zugehôrige Wert von y gefunden werden: 

c — a' X 


bzt man aber diesen Wert von y in die erste Gleichung (2) 
Substitution^^), so folgt nacli einiger Recbnung: 

I ^x = cV—hc\ 

d bieraus ist, wenn z/ von Nul! verscbieden ist, x ebenso wie 
I bestimnit. Aus (7) erbalt man dann einen Ausdruck fûr y, 
mfalls leicht mit (6) in Übereinstimmung gebracbt wird. 

Es zeigt sich hier aber auch, was eintritt, wenn z/ = 0 
dann cV — bc nicht == 0, so gibt es keinen Wert von 
r der Gleichung (8) genügt, und folglich konnen aucli die G 
ingen (2) niclit befriedigt werden. Wenn aber z/ und cV — 
de gleich Null sind, so enth'àlt (8) gar keine Forderung füi 
hr. Die beiden Gleichungen (2) sind befriedigt, wenn x belie 
yenommen und y dann aus (7) bestimnit wird. 

Wenn aber endlich a, h, a, V aile vier verschwinden, so koni 
i Gleichungen (2) nur bestehen, wenn au ch c und c verschwinc 
nn aber sind sie fur beliebige x und y befriedigt. Dies fassen 
zusammen: 

4. Wenn die Déterminante der Gleichungen (6) v 
tiwindet, so widersprechen die beiden Gleichungen 
lander, und es gibt keine Lôsung, oder die eine ist e: 
Ige der andereii und es gibt unendlich viele Losungen. 

§ 44. Gleichungen ersten Grades mit drei Unhekannten. 

1. Die Aufgabe der Losung von Gleichungen ersten Grades 1 
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a b C 

(2) a 1/ c 

a" h" c" 


lassen sich mm nacli der folgenden Regel neun Determir 
die ni an erhalt, wenn man je zwei der Gleichungen (1) als 
ersten Grades für die Bestimmung je zweier der Unbekannt( 

a ^Vg'—c'V\ /5 =ca"—ac\ y == ah" — 

3) a' = b"c - c"h , = c , / = a'h - l 

a''=hc' ~cV, - ac% y" = aV - 

Wenn die Koeffizienten (2) aile verscliwinden, so 
aucK aile Determinanten (3). BetracMen wir aber jetzt ( 
zwar aile Determinanten (3), nicht aber aile Koeffizie] 
schwinden^ so siebt man leicbt^ da6 die Gleichungen 
einander widersprechen, oder da6 aus einer von ihnei 
anderen folgen, denn nehmen wir etwa an, es sei c" v 
schieden, so ergibt sich aus der letzten Gleichung (1): 

é' — a" X — h" y 

und wenn man dies in die beiden ersten Gleichungen 
so folgt nach (3) 

fl'x— a y = ec' — ce" , 

(à) , , 

~ jjx + a y = e c — c e ^ 

und wenn also a == ^ == «' = /3' == 0 ist^ so mu6^ wenn 
chungen moglich sein sollen, ec" — ce" = 0^ e c' — :c 
und dann sind die Gleichungen (5) für beliebige x, ^ 
jedem Wertsystem æ, y ei'hâlt man aus (4) einen bestim 

2. Wir betrachten weiter den Fall, dab die Deter 
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Wir setzen wieder zur Abkûrzung 


^ == + cy ^ 

nach. (3) ausgereclmet, 


i erhalten 


+ bc a" — bac' 

+ cal/' — cb'a'j 

^oû = ea e a + c'a". 


rauS; wenn z/ von Nnll verschieden ist, x eindeutig bestiiii 
rden kann, und dann erbâlt man y nnd z aus den Formeln (6) 
Wenn aber z/ = O ist, so ist die Grleicbung (9) nur dann 
Lbar, wenn ancb 

)) ea é a e' a" = 0 

nnd dann entb*âlt sie keine Bescbranknng fiir x. Es bleibt dî 
^illkürlich^ nnd y nnd ^ wei'den durcb (6) bestimmt. 

Die GrroBe z/ heiBt wieder die Déterminante des Systems ( 
i man bezeichnet sie aucli oft in übersichtlicher Weise so: 


a b c 

a V c 

a" b" c" 


Die Darstellnng (8) zeigt aber, daB sicli z/ nicht ândert, w< 
icbzeitig b mit a, c mit a", c nnd b" vertanscht werden, < 
n also ancli 


J = 


a 

b 


a' 

V 


a 

b" 


zen kann. 

Die nenn GroBen (3) 


' ff 

c c c 


a^Vc'-ch", 


werden die Unt 
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( 12 ) 


aa-^a'a+a"a ^aa + h^ + cy^ 

ZZXfr + cY =«"«"+»"r+«'>"- 

Diea, ' 

">■‘,,‘•-4'^ llTnd à B Jiwungek (3) berücksioMigt. 

*„■ dan. Wt.n di, E.l.üonen 


(13) 


la + l' a' + Va," — 0 ; 
ca+c« + ca — U, 

cp + c'^'+c'f = 0, 

-{■ a + 0^' ^ “^7 

ay+ a'y + a'y" = 0, 
ly + l'y -\-Vy" = ^- 

Von diesen Relationen brauclit man nur die eme wnklicli 
Recbming abzuleiten, etwa 

J (y c" - cl") + l\Vc - c'I) + V(lc -cl)- 0 , 

die aaderen Tertauscb 

“-Mit'mfdefÆ ( 12 ) ..a ( 13 ) Mt sicb d. S.s 

r'iïT . 

pliziert und addiert: 


ax + 

a X + ^ ^ ^ 

a'^x+ry+c"^=-e 


/ 3 ' 


y 

y 

f/ 

y • 


Man erbâlt dann mit Benutzuog tou (12) und (13) 


O. Die hier ahgeleiteten Sâtze ûber die Gleichungen ers 
ades mit drei Unbekamiten y, z lassen sich geometrisch vei 
laiilichen^ wenn man die Hilfsmittel der analytischen Geometrie 
urnes voraussetzt; wie sie im zweiteii Baude dargesteUt si 
mach bestimmeii drei beliebige Zahlenwerte x, y, z als Ko or 
ten einen Punkt im Raume. Aile Puukte^ dereu Koordinateu ei 
dchung ersten Grades 

ax -{-Ijy CS ^ e 

lügen^ weuu nicht a, h, c aile drei gleich Null sind^ 

.er Ebene. Die Punkte^ dereu Koordinateu dieser uud einer zwei 
ûchung 

ax + Vy+.cs==é 

lügeii; liegeu auf beiden Ebenen und gehoren also der S ch ni 
lie dieser beiden Ebenen an. Kommt eine dritte Gleichung 

ax + h" y + =- d' 

Lzu, so genügen die Koordinaten des Schnittpunktes der c 
eneu; oder allgemein die Koordinaten aller Punkte^ die zugie 
: den drei Ebenen liegen^ den drei Gleichungen. 

Wenn also J von Null verschieden ist, so schneiden sich < 
ei Ebenen in einem Punkte. 

Wenn aber == 0 ist^ ohne daB die samtlichen ünterdeter; 
iten (3) verschwindeU; so sind zwei Falle moglich: entweder 
3ichung (10) ist befriedigt. Dann bleibt eine der GrôJBen x^ y, s w 
liich. Die drei Ebenen haben die Punkte einer geraden Linie gem( 
3r die Gleichung (10) ist nicht befriedigt; dann gibt es ken 
nkt, der auf allen drei Ebenen liegt. Die Ebenen schneiden s 
zweien in drei parallelen Linien, etwa wie die Seitenflâchen ei; 
âseitigen Prismas, oder zwei der Ebenen sind parallel und werc 
1 der dritten in parallelen Geraden geschnitten. 

Wenn endlich aile Unterdeterminanten (3) verschwinden, d£ 
]erscheiden sich die linken Teile der Gleichungen (1) nur dui 
istante Faktoren voneinander, und die drei Ebenen sind entwe« 


I 46. Homogène Hleiclmngen. 


, tnasse von GleicHungen ersten Grades sin 
1 Eine besondere fiasse , 

dt' üSiXto voAommt, ^so .. B. 81eiol..«g. 

m der Form a® + 

■ J- ««.Ihstversfândlicb immer erfüllt, wei 

Eine solcbe „ Eeifît eine uneigentlicbe. Uni 

_ . = g = 0 ist. Diese Losung nein 

>a ei<^entlicben Lôsungen verscHieden ist. Da: 

enigstens eine der Unbekann ^ verscbwindende F 

^ na> d» ®'?ÏÏe» md >»ü« ‘'aim eine flleicto 

me» «icu r.. 

.n “l'en seasi, eondeen nne en d.e e 

ibnngen: 


0 , 
= 0 . 


//' 

■h' 


a 


dx + h'y + C0 

d'X + y'y^<^''^ ■ 1 O d.n 

1 •• w^r die Verhaltnisse xjs, ^ ■*'’ 

Daraus konnen wir _ ])eigescbriebenen I 

imen. Mnltiplizieren wir namlich mit don „ 

jn und addieren, so folgt 


(db"-h'a")x + (!^'^‘ 

{d'b"-b'd')y + {p(^ 

,r in der Bezeicbnung § 44 , ( 3 ): 

A 


■l>c')s 

-i'd')s 


= 0, 


. 0 . 


yX — CC^'- 


Oj yy — 
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1 wir aus den beiclen letzten die Quotienten x : y : 0 be- 
md in die erste einsetzen. Daraus folgt 

aa cy ^ 0 

dasselbe ist^ 

^ = 0 , 

ber a = ^ == y = Oy so ist z/ gleicbfalls Null. 
folgern bieraus: 

System von drei homogenen Gleickungen mit drei 
mten bat nur dann eine eigentlicbe Losung, wenn 
rminante z/ verscbwindet. 

iese Bedingung befriedigt und sind Uy j5y y nicbt aile drei 
11, so erbâlt man die Lôsimg aus Nr. 1. 

1 aber c<: == /3 == y == 0 ist, so folgt die dritte der Grlei- 

1) aus der zweiten, und man erb'âlt die Losung aus den 

den Gleicbungen (1). 

a der analytiscben Geometrie bedeutet eine bomogene Glei- 
ten Grades eine Ebene, die durcir den Koordinatenanfangs- 
it. Zwei solcbe Ebenen baben immer eine Gerade mit- 
reuiein, die gleicbfalls durcb dieseii Punkt gebt. Die Glei- 

== 0 ist die Bedingung dafür, dafi sicb die drei Ebenen, die 

dargestellt sind, in einer Geraden scbneiden. 

îs ist nacb déni bisber Entwickelten klar, wie die Aufgabe 
sung linearer Gleicbungen verallgemeinert werden kann. 
man ein beliebiges System von Gleicbungen ersten Grades, 
)igen Unbekannten x, y, 0 , . • so nimmt man eine Glei- 
3 eine der Unbekannten, etwa x wirklich enthalt, und drückt 
: die Unbekannte x durcb die übrigen ;?y, , 2 ’, . . . aus. Sub- 
oan den so gefundenen Ausdruck für x in aile Gleicbungen 

PiiAn ff sn prlialf. lïin.n aÎti npnPH Rvsf.A-m in fl Am rÜA 
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ihungen ist. Diesem Übelstande wird durch deii Algorithinus < 
3etermmantentlieorie begegnet, durcli den diese allgemeinen Gese 
sinen sehr eleganten Ausdruck finden. Wir kommen spater darj 
lurück, wenn wir die Eigenscbaften der Permutationen kenneii | 
ernt baben.^) 


§ 46. Anwenduiigen. 

1. Von den linearen Gleichnngen werden manuigfacbe Aîiw( 
iTn cyftn in der Geometrie und in den bTatiirwisseriscliaften gemac. 
Vir wollen zunâchst ein einfaches Beispiel ans der Chemie betracbt( 
âmlich die sogenannte indirekte Analyse. Es seien A,BjP d] 
bemiscbe Elemente, nnd AP, BP zwei cbemiscbe Verbindungen, 
enen je ein Atom des einen mit einem Atom des anderen verWnd 
it. Diese beiden Verbindiingen AP, BP seien in einer Mischm 
atlialten, und es sei bekannt, 

1. das Gesamtgewicbt g der Mischnng, 

2. das Gewicht h der in der Mischnng enthalteiien Menge d 
Snbstanz P. 

Wieviel von jeder der beiden Verbindiingen AF, BP ist in d 
[ischung enthalten? 

Sind X, y die unbekannten Gewichtsmengen der A P, BP, so h 
.an zunâchst die Gleichung 

) x + 

Eine zwei te Gleichung erhâlt man ans den Gesetzen der Chenii 
nd nâmlich a, 1,2) die Atomgewichte der Elemente A, B, P, so i 
A- P das Gewicht eines Moleküls der Verbindung AP, und die Anzal 
r Moleküle^ die in der Gewichtsnienge x enthalten sind^ ist 
ie Atonie der Snbstanz P in dieser Menge liabeu das Gewicl 
i^d ebenso hat die in der Verbindung II enthalter 
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y 


A 

P ' 


a + ^ &+ P 

US kônnen x imd y bestimmt werden (auBer wenn a = b 
1 erhâlt: 


X = - 


y = 


±J? . 9 P~'^^(P+P) 

P a — b ^ 

P a — b 


rfahren ist für die Chemie von praktischer Wichtigkeit, weil 
rkomnit, daB es zwar leicht ist, ans einer Mischung das eine 
P abzusclieiden und zu bestimmen, wahrend es sebr schwer 
siden Elemente A mid B voneinander zu trennen. 

leispiele.^) Man kabe z. B. eine Mischung von 3 gr Chlor- 
ad Chlornatrium, und darin seien 1,7 gr Chlor gefunden; 
nd dann die Atomgewichte von Kalium, Natrium, Ghlor: 

a = 39,1, = 23, p == 35,4, 

a — b = 16,1, a + p) == "^4,5, & + p = 58,4, 

£' = 3, ^*=1,'?, 

bert: 

74,5 . ( 3 . 35,4 — 1,7 • 58 , 4 ) 74,5 • 6,9 

^ — — 35^4 : 

58,4 • 20,4 


y 


35 , 4 - 16,1 

58,4 ( 1,7 - 74,5 — 3 • 35 , 4 ) 


35,4 - 16,1 


35,4 16,1 


^ 0 , 9 ; 

2 , 1 . 


3telle der Atome konnen auch Atomgruppen treten. Hat 
2 gr einer Mischung von kohlensaurem Kalk (CaCOg) und 
rem Strontium (SrCOg) und in dieser Mischung 0,7 gr Kohlen- 
2 ) bestimmt, so hat man in den Formeln (3) zu setzen: 
= 0,7, 
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seien die Âtomgewiclite a, h, c, p, p, tind die ganzen Mei 
g'. Es seien ferner die Mengen von P nnd P mit h i 
zeiclmet. Bezeicknet man dann mit x, y, 0 die Mengen voi 
die beide Male in der Miscbung entbalten sind^ so ergebei 
gende vier Gleickungen: 

f!/+ 

i<j+ 

Unter diesen vier Gleicliungen finden sich aber keine dï 
ander unabhângige; denn ans den beiden letzten folgt h 
nnd dann geben diese beiden Gleichnngen nur die eine: 

. 1 . + = 1 
a & c 2 ^ ^ 

nnd die beiden ersten geben: 

^ + y + fh 

nnd man bat also nur zwei Gleicbungen £ür die drei Un 
X, y y die zu ibrer Bestimmung nicbt ausreichen. 

4. Eine andere Anwendung linearer Gleichnngen bietei 
zweignng elektrischer St r 5 me in Drahtsjstemen. Wir 
Begriffe der Stromintensitât nnd des elektrisclien Widc 
eines Drahtes ans der Physik hier vorans nnd bemerken 
wenn die in Betracht kommenden Drâhte aile ans gleiehen 
nnd von derselben Starke sind, der Widerstand eines Dr; 


§ 46. 


7, Gleichungen ersten Grades. 


Zur Beantwortung dieser Prage geben zwei Ge 
Kirclihoff aufgestellt sind, immer eine binreidiem 
Gleichungen ersten Grades. Diese heiden Gesetze sine 
1. Wenn in eineni Punkte des Netzes (Knoten 
Drâhte zusammenlaufen (Fig. 5), in denen die Stromintens; 
bestehen (positiv gerechnet^ wenn sie nach dem Knote 
richtet sind), so ist 

h “h h "l" h H~ '^'4 + * * * = 0. 




2. Wenn man in dem Netze irgend einen Umgî 
dem man von einem beliebigen der Knotenpunkte aui 
Durchlaufung der Drâhte 1, 2, 3^ . . . mit den Widei 
. . . zu dem Ausgangspunkte zurückgeht (Fi^ 

-f . . . = 0. 



und den Widerstanden w^, «t’a, «'i, »>>• 

Nach dem ersten Gesetz ergeben uns die v 

folgeude vier Gleichtingen; 

i = t'i + t'a = h + '4 , 

% = «1 — h = '4 ~ ' 3 , 

unter denea aber nur drei voneinander unabliiiiigig 

ersten Doppelgleicbung «1 — ~ G ~ G ^ 

die ümgânge aid-, bcd-, abcd. Die beideii ersten 

zweiten Gesetz 

~ b '"î J 

«5«f5 = «2% ■“ G"’|' 

und der dritte gibt nur die bieraus Iblgende .Gel 
= 4 «t'a + ■h^o^, also niebts neues. 

Man erbâlt nun aus den Gleichungon (4) 

“^4 ” i' '4? *^3 ” ^ ''l ’ 

und wenn man dies in (5) einsetzt, so ergil)t nicli 
\ ('^1 “h “1“ ^ \M 

— ^ Wr , + 4 ('<''^'2 + ^^'*1 + '• ' 

woraus man % fi^den kann. 

Die kauptsachlicliste Anwendimg dieses (Jhiichun* 
aber darin, daB man durcb Verschiebmig <ies (dneï 
etwa dj also durch Verânderung der Widi^rstüude 
reicben sucht^ daB die Stromintensitiit 4 - O wird^ 
die Beobachtung scharf kontrollieren lüBt. Dann 
4 = 4 sein J und die Gleicbungen ( 5) ergelxui als Ht 

w-^ : u\ ^ ^ 

und bieraus kann^ wenn drei der Widerstilnde /r^ 
sind^ der vierte gefanden werden.^) 


Acliter Abschnitt. 

üuadratisclie Gleicliungen und imaginar 


§ 47. Quadratische Gleicliiiîigeîi. 

1. Die GrleictLungen, die wir im siebenten Abschi 
liaben^ hatten das Eigentümlicbe^ dafi die Unbekannten 
in der ersten Potenz enthalten waren^ und daB aucb nich 
Unbekannte miteinander multipliziert Yorkamen. Wir 
Gleicbungen darum aucb Gleicbimgen ersten Grades j 
nennt sie wobl aucb (mit Rücksicbt au£ eine geometi 
dung) lineare Gleicbungen. 

Jetzt wenden wir uns zur Betracbtiing von Gleicbui 
mit einer Unbekannten, in denen die Unbekannte nid 
ersten, sondern aucb in der zweiten Potenz vorkommt 
cbungen beiBen Gleicbungen zweiten Grades oder i 
tiscbe Gleicbungen^ und ibre Auflôsung erfordert ne 

2. Eine quadratiscbe Gleicbung bat die folgende I 

(1) ax^ hx -\- c = 0 . 

Darin bat man sicb unter den Koeffizienten a,h, c ge\ 
vorzustellen, und x ist eine unbekannte Zabi, die so bes 
solL daB die Gleicbunsf (1) erfüllt ist. Es bleibt eins' 
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Zii erhalten, in der der Koeffizient von gleich 1 n 
ist hier aber eine andere Anuahme nbei- h, na.nht 

erbalten wir ^ 4.ahx + 4ac = O , 


Oder, da (2ax+ hf = ist, 

(2 + hy — 1)^ + 

oder, indem wir zur Abkürzung 

^iac=^l) 

(2aæ + i0' = ^- 

Dadnrch wird mit Hilfe einer Quadratvvur/ad 
Grleicbnng auf eine lineare zAïrückgefülut. 

2ax + h - yn- 

Da aber das Quadrat einer uegativeii Zalil ebeiiw 
Quadrat der entgegengesetzt gleichen positivcii Zabi, 

2aa; + & = -y-/> 

«reaetzt werden. Diese beiden Gleicliiuigen sind 
wenn D = 0 ist. Andererseits babon wir al)i!i- no 
vurzel ans einer negativen Zabi keniuni gtsbu-nt, u 
drei Fâlle zu unterscheiden: 

1. D negativ: kei.ue Wurzel, 

2. D = 0 : eine Wurziil x h 

3. D positiy: zwei Wurzelii: 

— h + y J) 




- b -- ]/ /> 


( 3 ) 


8. Quadratische Gleiciiungen und imaginâre Zahk 


§ 48. 


was von der Gleicliimg (1) nnr in der Bezeiclinmig v 
so wird Z) = 4 — V), und wenn dies positiv ist, s 

beiden Wiirzeln: 

x^ = — a — Y — h , 

(5) 

- a + y a" — 1 ) . 


§ 48. Imaginare ZaMen. 

1 . Wenn man die Disliarnionie, die sich darin zeig 
quadratiscbe Gleichungen keine Wurzeln baben, besei 
sieht man sich abermals zu einer Erweiterung des Z 
gedrângt. Die neu einzufûhrenden Zahlen lieiBen iniagi 
und daB diese Erweiterung sachgein’âB ist, zeigt die ErJ 
weiteren Entwickelung der mathematischen Wissenscl 
Gebiete gewinnen dadurch an Abrundung und Vollstân 

2. Wir kombinieren die bisher betrachteten Zal 
négative ; rationale^ irrationale Zahlen ^ die wir von m 
ihrer Gesamtheit als reelle Zahlen bezeichnen^ zu Pa 

Wenn also a, h irgend zwei reelle Zahlen sind^ 
diesen entsprechend^ ein neues Zahlzeichen (a, h) ein. 

Diese neuen Zahlengebilde nennen wir imagina 
komplexe Zahlen. 

Der Gedanke, der zugrunde liegt, ist ganz deri 
durch den die Bruche ans den ganzen Zahlen abgeleite 
Regeln für das Rechnen mit diesen Zahlen sind a' 
schiedeii; und diese Regeln, die wir willküiiich vorsch] 
müssen nun zunâchst aufgestellt werden. 

1) Zwei komplexe Zahlen a = (a, &), a = {a , h 
dann einander o*leich heiBen, wen a === a\ b = h' ist 



150 


L Grundlagen der Arithiiietik. 


JJÆan siolitj daB das assoziativc und das komi 
setz Memacli fîir die Addition der komplexen Zableii 
Subtraktion die Umkelirung der Addition ist,^uud d 
b'= 0 Addition und Subtraktion der komplexen Zahleu 
Operationen für die reellen Zablen übergeben. 

4) Die Multiplikation wird definiert durch 

(2) (a, b) (a, h') == (aa — h b', aï/ + ha) . 

Aucb dies ergibt für b = 0, ?/= ü die Multi])likat 
Zablen. Assoziatives und kommutatires Gesetz s 
Die Potenzierung mit ganzen positireu Expoueiiton 
sicb als Wiederbolung der Multiplikation. 

5) Die Division erklâren wir als die Llmkelinuig 
kation. 

Sind (a, b), (a, b') zwei komplexe Zablen, so wi 
komplexe Zabi gesucbt, die der Bedingung 

(3) (a, b) (x, y) = (a, b') 

genügt. Diese Zahl y). Mis sie existierfc, ist 

(«; &')/(«, 

Es folgt aber aus (1), (2) und ()^): 

ax = a, 

(4) 

hx i- a y h , 

und wir haben also zwei Gleichungen eraten, (J rades ai 
Unbekannten x, y, die nacli § 4o zii bebandela, 

Die Déterminante z/ dieses Syst(3ms ist gleicli (r 1- Jr 
nur dann Yerscbwinden, wenn sowolü a als folglicli a 
ist. Wir schlieBen also bier, wie bei der Division r 
den Divisor Null ein für allemal aus. .Dana ergi))t sic! 


8 . 
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3. Ans diesen Definitionen lâ6t sich eine selir vereinfaclite E 
Ilung der komplexen Zahlen ableiten. 

Es ist nâmlich nach 3) 

I {a, h) = {a, 0) + (0, h) 

d nach 2) und 4) 

I {fl J 1)) — a h (0, 1)^ 

d man kaiin daher aile komplexen Zahlen mittels reeller Zah] 
:toren durch die eine imaginâre Zahl (0, 1) darstellen. Man S( 
r Abkürzung 

. (0, 1) = «, (— !)?• = — / 

d nennt i die imaginâre Einheit. Es wird dann nach (8) 

(jXj 0/ h % ^ 

d wir konneu von jetzt an die Bezeichnung (a, V), die nur p 
orisch war, ganz fallen lassen; a heiBt der reelle Teil, hi o 
der imaginâre Teil der komplexen Zahl a + hi. Der ima 
re Teil heiBt positiv oder negativ, je nachdem h positiv o 
jativ ist. Eine imaginâre Zahl^ deren reeller Teil =0 ist^ also 
Bt rein imaginâr. Zwei Zahlen von gleichem reellen und i 
jengesetztem imaginâren Teil, also a -{-h i und a — hi, heiBen k( 
^iert imaginâr. 

Wenn man in (2) a ^ a = 0, 6 = 5' = -f- 1 oder = — 1 se 
ergibt sich 

L) *^ = -1, = 

d demnach wird i auch die Qnadi'atwurzel ans “ 1 genannt o 

>) 

jchrieben. Im Gebiete der imaginâren Zahlen gibt es also ai 
bien, deren Qnadrate negativ sind, und demnach erhalten 
biete der imaû-inâren Zahlen die Ausdrûcke x . . x,. fur die Wur 2 
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5. Jedes Rechnungsresultat mit imaginâren Zal 
nacli diesen Formeln in die Forni A + Bi bringen, 
reelle ZaMen sind. Ersetzt man j e d e Zabi, die bt 
des Resultates mitgewirkt bat, durcb ibie konjugieit 
fias konjugiert imaginâre Résultat A — Bi. Darau 
man in jeder richtigen Gleicbung zwiscbeii 
Zablen i durcb — i ersetzen darf, obne die Riebti 
cbung aufzubeben. 


§ 49. QnadratwHVzeln aus iinagiiuiren Zalil 

1, Diese Sâtzé gelten zunacbst uur fiir (li(‘ llecbiu 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, di 
die rationalen Recbenoperationen bezeiclmcn. 

Es sind damit aile Sâtze über lineare GDmcIuu 
bar auf das Zablenreicb komplexer Zablen ültertragbar 

Um aber aucb die Siitze und Fonnelu über die 
Gleicbungen auf das komplexe Zablenreicb übertrageii 
nocb die Erklârung der Quadratwurzol aus einer koin|: 
forderlicb. Wir stellen uns also die Aufgalxi: 

Es ist eine komplexe Zabi a + bi gegelxui. Fs wi 
komplexe Zabi x + yi gesucbt, deren Qua<lrat gleicb i, 
muB also die Gleicbung befriedigt sein: 

(1) U ht — (.7' -f" / )"• 

Dana nenuen wir x-\-yi eine Quadratwurzel uns n j- 

X + yi = y a "b hi. 

Die Gleichung (1) ergibt aber, weun wir das (jua 
und dann den reellen Teil dem reelleii, d('ii iniaginiin 
nâren Teil der anderen Seite gleieb setzen: 


9 . 
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O eine Grleicliiiiig vom vierten Gracie. Diese Gleichung liât a' 
Le so spezielle Form^ daB sie leicht aufgelôst werden kann. 

namlicli nur vom zweiten Grade, wenn wir statt x als 1 
îaimte betrackten, und wenn wir sie also nacli den Formeln 
1:7 aiiflôsen, so erlialten wir 

^2 + 2 a y a'^ 

~ ^ ? ^2 ~ -g 


in tritt nocli die weitere Forderung kinzu, daB x eine reelle Ta 
n soll; also muB positiv sein. Da aber a 

C "b ^ negativ, und wir kÔnnen a 

• x^ nur die zweite dieser beiden Wurzeln nehmen. Denim 
ben wir 


X — 



lalten also zwei Werte von x, von denen der eine positiv, 
dere negativ ist. 

Der Wert von x ist nur dami gleicb 0, wenn h = 0 une 
gativ ist (denn dann ist Ya^ = — a). In diesem besonderen I 
dann, wie sicb ans (2) ergibt, y = — a. 

Wenn aber x bekannt und von Null versebieden ist, so gelit 
eite Gleiebung (2) in eine lineare Gleichung für y über. J 
bekommen wir zu jedem x nur einen Wert und zwar, wem 
sitiv ist, zum positiven x einen positiven, zum negativen x ei; 
gativen, und wenn h negativ ist, umgekehrt. 

2. Etwas eleganter erhâlt man das Endresultat auf folgenc 
ege. 

Wenn wir die Gleicbungen (2) ins Quadrat erbeben, so folgt 
+ / — 2x^y- = a-, 
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jeder dieser Ausdi'ücke hat zwei entgegeugesetzte Wert 
tinationen würden also yier Wertepaare lieleru. Von 
biuationen sind aber nur zwei zulâssig, nânilich die bei 
gleicbem Vorzeicben, wenn h positiv ist, iind die 
gesetztem Zeichen, wenn b negativ ist. 

Wir sehen also, da6 eine Quadratwurzel ans einer lo 
zwei Werte bat, die nur im Vorzeicben voneiuander vei 
Das Zeicben Y a + bi ist also zweideutig. Will n 
deutung fixieren, so muB man irgendwie angeben, welc 
Wurzeln gemeint ist, z. B. dadurcb, daB man tbrdert, i 
æ soll positiv sein. Das Quadratwurzelzeicben wird 
einem bestimmten Sinne, bisweilen aber aucb so gebrai 
unbestimmt lâBt, welcber der beiden Werte gemeint ist 

Die Bedeutung boberer Wurzeln ans komplex(;n 
Logaritbmen komplexer Zablen und die Potenzen n 
Exponenten konnen wir erst spâter erklâren. 


§ 50. Fniiktioiien zvveiteii (Ivade.s. 

1, Nacb der Einfübrung der imaginilren Zablen i.s 
licb, die Gleicbungen zweiten Grrades ganz allgenunn an 
die Diskriminante positiv oder negativ sein, imd selbs 
wenn die Koeffizienten und die Diskriminante selb.st ! 
Wir erbalten immer zwei Wurzeln, aligesebe.n von d 
die Diskriminante verscbwindet. In diesem Palbi ist nu 
vorbanden. 

Der Ausdruek 
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§ 50 . 


und liieraus: 


+ ^2 = ~ 


a ^ 


~~ ^2 




4a- a ’ 


a ’ 


ax^ + hx -{- c = a{x- — x{x^ + x^) + 

also 

(1) f{x) = a(x~ x^) (x — 0 . 2 ) . 

Hiermit haben wir den Satz gewonnen: 

Eine Funktiou zweiten Grades laBt sicb in einen 
faktor a und in zwei Faktoren ersten Grades x — x^ 
zerlegen. 

Ans der Zerlegung selbst ersieht man sofort, daB f(x) fü 
und X = X .2 yerscbwindet. Die Zerlegung (1) gilt aber allge 
jeden beliebigen Wert der unbestimmten GrôBe x und wir 
eine Identitiit genannt. Die GrôBen x^, werden aucli d 
zeln der Funktion f(x) (anstatt Wurzeln der Gleichung ^ 
genannt. 

Zur Auffindung dieser Zerlegung muB man die Wur 
quadratiscben Gleichung f(x) = 0 kennen, und der Satz g 
wesentlich identisch mit dem früher bewiesenen^ daB jede 
tische Gleichung zwei Wurzeln hat. Er hat aber vor die 
Yorzug, daB auch der Fall einer verschwindenden Diskriminai 
Ausnahme bildet. In diesem Falle werden beide- lineare 
identisch, und es wird 

f(x) = a (x — x^y 


das Quadrat einer linearen Funktion. 

Um beide Sâtze in vôllige Übereinstimmung zu bring 
man, daB ini Falle einer verschwindenden Diskriininî 
im allgemeinen verschiedenen Wurzeln der quadra 
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liângige Koeffizient gleicli dem Produkt und d 
Haute gleich dem Quadrat der Differeuz der Wii 
Hierin zeigt es sich unmittelbar, daB I) daim und 
sebwindet, wenn = x^ wird. 

4. Hiernach führt die Aufgabe, zwei Zalilen z 
deren Summe und Produkt gegeben sind, auf einc ( 
Grleiebung. Sind die unbekannten Zableii x und y ui 


(3) 

gegeben, 


X + y = a, 
xy = h 

so sind X und y die Wurzeln der (juadratiscl 


0^ — as + ?;==» 0, 


und man kann nach. Belieben die eine dieser Wurze 
andere fûr y setzen, so daB man nur eine Losung der < 
gabe erbâlt. Man fîndet die Lôsung direkt, wenn nnin 
Grleicbungen (3) ins Quadrat erbebt, und dus Vierfacli 
davon subtraliiert: 

{x + yf - Axy = {x — yf = a- -- 4 h, 

folglich 

X — y = — 4 /; 

und folglicb 

2iX = a — 4: J) J 2 y/ — --- ~ 4 h , 

Gribt man der Quadratwurzel das andere Zeiclven, ho v 
X mit y, 

Ist die Differenz und das Produkt gegebeii, alsi 


so folgt ebenso 
folglicb. 


X — y == a, xy ^ b, 

{x-yf + 4b = (.'/; + ?/)• = ar + 4h, 


8. Quadratische Gleichangen and imaginare Zahlen. 


§ 51. 


Wenn eine quadratische Grleichung mit reellen ] 
zienten eine imaginare Wurzel hat^ so hat sie auc 
zweite, zur ersten konjugiert imaginare Wurzel. 

Wenn man aber aucli imaginare Koeffizienten in der c 
scben Gleicbung zulaBt, so kann man immer eine quadratisch 
tion (x ~ a) (x — /3) bilden, deren Wurzeln zwei beliebig g 
Zahlen a, /3 sind. 


§ 51. Creometrîsclie Darstellung imaginarer Zahlen. 

1. Wie man die Gesamtheit der reellen Zahlen geometr 
einer geraden Linie darstellt, so kann man die komplexen Zi 
einem Raumgebiete von zwei Dimensionen, z. B. in einer Ebe 
stellen. 

Wir denken uns eine Ebene und in ihr zwei zueinande 
winklige Grerade, die wir die Koordinatenachsen, die < 
^r-Achse, die andere die y-Achse^ nennen. Den Schnittpunl 
beiden Greraden nennen wir den Nullpunkt oder den A: 
punkt und betrachten ihn als Bild £iir die Zabi Null. 

Auf jeder der beiden Achsen unterscheiden wir, vom N 
ausgehend, nach Willkür eine positive und eine négative Seii 
wollen, um das Bild zu fixieren, uns die ^i-’-Achse etwa v< 
nach Ost, die ]?/-Achse von Süd nach Nord gerichtet denken, 
der ic-Achse die Osthülfte, auf der ^/-Achse die Nordhalfte 
nennen (man denke an eine Landkarte). 

Jede dieser Achsen teilt die Ebene in zwei Halbeben 
denen wir die eine, die die positive Hâlfte der anderen Ac 
hait, die positive Halbebene nennen, die andere die nega 

Wir setzen mm noch eine Lângeneinheit (etwa das Zei 
fest und tragen vom Nullpunkt ans ein Zahlenpaar x, y mî 
sicht auf ihr Vorzeichen als zwei Strecken auf der x-Ach^e 
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Dell Punkt z tetrachtet man aucli al s das Bi 
nâren Zahl 

( 1 ) z^x + yi. 

Auf diese Weise entspriclit jedem Pimkte ( 1 < 
imaginâre Zahl, und umgekehrt wird jede iii 
durch einen und nur eiuen Punkt der Ebeiie d 
Ebenso wie man die reellen Zahlen anf einer 
einerseits durch Punkte, andererseits durch Strecken 

wobei die positiven Zal 
der einen Richtung (eti 
die negativen Zahlen £ 
entgegengesetzten ilich 
so kann man die kor 
durch gerichtete Str 
lichen, wobei aber ni 
Richtimgen, sondera aile 
einer Ebene in lkd,raclr 
würde uns in der Pig. 
oëj in der Kichtung 
nominen, ein Bild der komplexen Zahl s sein. 

Hiernach ist es eine durchaus naturgemüüe lU 
WeierstraB, dafi man die Strecke ohne Kü 

Eichtung, den absoluten Wert der komplexen Zali 
numerischer Ausdruck ist, wie sich ans dem rechtwi: 
mit den Eatheten Xy y und der Hypoténuse r ergibt,* 

(2) r = Va:' + //-. 

Die Richtiing der Strecke 02 wird bestimmt dur< 
den sie mit einer festen Eichtung, z. B. tait dcu* pos 
bildet. 



8. Quadratische Gleichungen und imaginare Zahlen. 


d. 


igen, die sich iim positive oder négative Vielfaclie von 360 G 
aeinander unterscheiden. 

Anstatt den Winkel in Graden zu messen^ wird er ancli oft 
fgenmaB gemessen (§ 31). Dann erkâlt der Winkel von 180 G 
i MaBzalil %, eine voile Drelinng die MaBzahl 2%. TJnter der Ph 
rstehen wir dann einen Winkel^ der zwischen 0 und 2% oder zwisc" 
TC und + ^ liegt. 

2. Die Darstellung komplexer Zahlen durck gericlitete Strec" 
besonders zweckmâBig zur Veranschaulichung der Addition i 
btraktion. 

Die Summe zweier komplexen Zablen 

+ yi, <01 = + Vii 

nacli § 48, 4. 

<01 + ^ == •'^1 + ^ + + jj) • 

ese Summe Avird also durcb einen Punkt dargestellt, dessen Koo; 
fcen yi~\~ y sind, und diesen Punkt erhalt man, wie 

y. 9 zeigt, als vierten Eckpunkt eines Parallelogramms, und t 
m JSTiillpunkt gegenüberliegend, von dem drei Ecken die Pun 

<01 sind. 


.y 
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Man erhâlt dann eineu gcbroclieiK^ii Slnn- 
^+^1 + % usw., in dem jede Strecke iliro ei» 
und Richtung bat. Der Endpmikt dieses Zug<^s t 
Summe dar. 

Wenn man die Summauden untereiiuindcT ver 
man zwar andere Streckenzüge, aher inmier deii i 

woriii (las kom mutât 

tion seimui Ausdni 

Die Sul)inikti( 
tion (ier ouli’‘(3<i;(ai 
vv(‘r(ii‘îi. 
also (lie DilItM-iaiz 
(lie Wtr(M',ke am 
in (1er ilir 
autni<4*t. 



3, Zur Darstellmig der komplexon Zahhm diu 
den absoluten Wert bexiutzt man (li('. (rigonomeiri 
cos deren geometris(die Tli(‘(>ri(' ini Ik îki: 
deren einfacbste Eigenschafteii lii(n’ v(>rîUKsg(‘S(v{,'/{; w 
Es sei daran erimiert, daü in (dmmi roeJiiwinl 
dem ein spitzer Winkel =^a)’ ist, das V(M-h:iltnis (Un* <. 
Kathete zur Hypoténuse dcu* Binns von î)\ da,.s ^ 
liegenden Katbete zur Hypoténuse der Kosinus voii 
diese beiden Funktionen mit siu-i)’^ (.‘os »)• })(‘'/(deli{it‘i 
diesen besteben die Itelatiouen 


sin^-^- — ^ == (xos cos d ) 


sin ■»>“ i e.os î 


Gebt man über den spitz(3u \Vink(d hinaus, se h(‘s 

T?n Yi Tr-j-1 AVi ûn n i 


L. 
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1 


COS (d' -f ê'^) = COS d ' COS — sin sin 

sin = sin d ' cos '0'^ -f- cos d ' sin ■O’^, , 

cos (d' — 'O’J == cos -O* cos + sin. d ’ sin 

sin (d' — 'O’i) = sin '9’ cos — cos d" sin '0’^^ 

1 den Kosinussatz ans der Trigonométrie, nacli dem, wemi l 
Seiten eines Dreiecks, a der der Seite a gegenüberliegende Win 
die Relation besteht 

a- = c~ — 2bc cos a . 

4. Betracbten wir hiernach das rechtwinklige Dreieck r, x, y 
f. 8, so ergibt sicb 

X == r cos y = r sin ^ 

3r 

^ = r (cos 'O' + i sin %') , 

d diese Formel gilt allgemein, in welcbem der vier Quadranten 
lene der Punkt 0 liegen mag, und sie 
t auch nocb, wenn raan unter d' nicbt 
I Phase, sondern den Winkel einer be- 
bigen Drebung, die zu 0 fübrt, verstebt. 

5. Es seien 5 , 0 ^ zwei komplexe 
oBen mit den absoluten Werten r, 
d den Phasen '9’, '9’^ . Die Summe 0 + 0 ^ 
be den absoluten Wert B (Fig. 12). Dann 
çibt sicb ans dem Dreieck i?, r, in 
m der Winkel zwiscben r und gleicb tc — ('9’i--'9’) ist: 

Br == 7Ÿ + cos (-O-i — d), 

à das kann man in den beiden Formen darsteUen: 



B^ = (r^ + ry — 2rr^ (1 — cos — '9')), 
B^ = (r^ — ry + 2rr^ (1 + cos — d ')) . 
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~TT » imd nur dam gleich der Diffi 

der atsoluten Werte, wenn | In d 

der absoluten Werte, wem ^ , ^go reell und zwa 

beiden FâUen ist der Quotient 
ersteu Fall positiv, im zweiteu uega it. 

1 1 • 


Fall positiT, im 

's. Dm a.. M^DpMo» und di, Divmi.n geometoch .v 

anscbaulicben, setzen wii 


g = r (cos & + * '®’) ’ 

g^ = i-j (cos ■6'i + i siu -^i)? 

md bilden nacb § 48, 4. 

î . i Kc„s»c..*. + sia*sm« + 

.ISO mA dea Additiomtoln (Nr. 3): 

= rn [cos (^x + ^) + ^' sm (^1 + ^)-l> 


10) 

Setzea wir 




B (cos 6 -^isinO), 

-. K (cos d' + isind'), 


,0 folgt 


R == rr, 


i> 


B' = 


m, »0 ta»* ».-» -X*" X' i) gamme kle«« al" de 
Oifferenz ist groÊer als - 

labea also j_ a. <r 23 t, 
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§ 61 . 


7, Diese Satze ergeben fur die Konstruktion des Produis 
iblgende Kegel. 

Man trage auf der positiven a;-Acbse die Strecke 1 (die I 
einbeit) ab imd konstruiere zu dem Dreieck (o, 1, ein âbn 
Dreieck %). Dann ergibt sich ans den Sâtzen über â 

Dreiecke (vgL den zweiten Bandj: 

also >2 = r}\ = Il und der Winkel = -0’ + Folg] 

'2 der Punkt, der das Produkt reprii- 
sentiert. Und auf die gleiche Weise erhült 
inan den Quotienten wenn man 

zwei âknlicbe Dreiecke und (Oj ^-^,^ 2 ) 

konstruiert. 

Der Quotient wird durcb den 

Piinkt dargestellt^ der zu dem Punkt 
ebenso liegt, wie der Einbeitspunkt zum 
Punkte B. 

8. Setzt ni an == d-j }\ = r, so er- ^ 
gibt die Multiplikationsformel (10) (Nr. 6) 

^2 ^ 2^ -j- / sin 

und wenn inan in der gleiclien Formel }\ == r^y ê' 

setzt, so folgt 

^3 ^3 3^ _j_ j g^j 3 ^ 3^^^ 

und so ergibt sich allgemein 

(11) r” (cos -O- + / sin oi d ') , 

eine Formel, die man mittels der vollstândigen Induktion ail 
beweist, wenn man in (10) == = r”, ^ nd' setzt. 

Wenn man aber in der zweiten Formel (10) 

=1 r = 1 = O 
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wenden hat, nm Potenzen mit nicM ganzzaliligeii Exp< 
klâren, werden wir sp'âter sehen. 

Was die Geschichte der imaginâren Zalilen betri 
erw'âhneii, daB die Erscheinung^ daB Gleichungen uni 
keine Wurzeln mebr im Gebiete der Zalilen habeii, be 
ist, sobald man anfing, sich mit solcben Gleicbungen zi 
daB man aber aucb sebr früh scbon angefangen bat, j 
nungen mit dem Zeicben ]/ — 1 auszufübren, als ol 
'wirklicbe Zablen bandle. Es findet sicb dies scbon bei 
Cardanns (1501—1576), der den negativen Wnrzel; 
TJmstânden einen gewissen Sinn beilegt, wabrend er 
nâren Symbole nicbt zu deuten weiB. Wir werden im sec 
scbnitt seben, daB aucb reelle Wurzeln kubiscber Glej 
der Cardaniscben Formel in gewissen Fallen nur in d 
Summe konjugiert imaginârer Ausdrücke dargestellt w 
Hier lag also ein direkter AnlaB zur Recbnung mit dem 
Dies bat Bombelli znerst klar erkannt. Descartes 
braucbt bereits die Ausdrücke „reelle Wurzelid^ und „iî] 
zeln^^. Auf diesem Standpunkte blieb die Anscbauung der 
bis in das 19. Jabrbundert steben, wiewohl das forinab 
imaginâren GroBen immer mebr und mebr angewandt ui 
wurde, so von Leibniz, Newton, d’Alembert, imd 
Euler. Es baftete aber dem Begriff immer etwas myst 
man erkannt bat, daB es sicb hier lediglicb iim eine nat 
erlaubte Weiterbildung des vom menscblicben Geiste gesc 
begriffs bandelt, die bei der Darstellung gewisser Bei 
Dingen dieselbe Realitât und dieselbe Berecbtigung bat, ^ 
Zablen. Klarbeit wurde darûber vorzugsweise durcb die 
Caucby und GauB gescbafPen, von letzterem rübrt die 
Darstellung imaginârer Zablen ber.^) 


Neunter Âbschnitt. 

Permutationen und Kombinationen. 

§ 52. Permutationen. 

1. Wenn man eine endliche Menge Yon Dingen hat, cîeren Z 
r mit n bezeiclinen wollen, so kônnen wir, wie wir scbon frü 
3elien baben, diese Zabi auf mebrere verscbiedene Arten abzab] 
t anderen Worten^ wir kônnen diese Dinge auf verscbiedene Ar 
a Zablen 2^ 3^ n zuordnen, oder wie wir auch sagen kôni 
lassen sicb diese Dinge auf mebrere Arten anordnen. 

Ein einzelnes Ding laBt sicb natürlicb nur auf eine Art 
Inen^ zwei Dinge a, b auf zwei Arten ah, ha, drei Dinge a, l 
f secbs Arten abc, acb, bac, bca, cab, cba. Man erbâlt di 
Lordnungen^ wenn man jedes der drei Elemente a, b, c an die ei 
îlle setzt und dann die beiden übrigen in je zwei Anordnunj 
gen laBt. 

Diese verscbiedenen Anordnungen beiBen die Permutation 
: n Elemente der Menge. Diese Permutationen selbst bilden, ■ 
i ersten Pâlie zeigen, selbst eine endlicbe Menge; dies wollen 
n durcb vollstandige Induktion allgemein beweisen, indem wir 
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mm ist il(l) = 1, 77(2) = 2, also 77(3) -2.3 
(nach der Yollstândigen Induktion) 

(2) 77 (n) = 1 • 2 • 3 . • . 

d. L gleicli dem Produkt aller ganzen Zahleii v< 
Dieses Produkt wird aucli durch das Zeicken 


1 • 2 • 3 • * • = ni 

bezeichnet und die Fakultât von n (î^-Fakultat) gens 
Hierdurcb ist die Anzahl der Permutationen eim 
n Blementen vollstandig bestimnit. 

Die Formel (1) lâBt sicb. yerallgemeinern. Deu 
natürliche Zabi imd m <in, so ist 

(3) 77 {n) == {m + 1) (m + 2) • ♦ • 77 {m ) . 

Die Zabi n{n) wâcbst sebr scimell mit n. Es isi 
J2(l) = l, ir(2) = 2, il(3) = 6, i7(4) = 24, 

n{Q) = m, 77(7) = 5040, 77(8) = 40 320, 77 ( 

77(10) = 3 628 800. 

In Bezng auf das Wachsen der Zahl n(n) gilt der fol<vei] 
Satz: 


2. Ist a eine beliebige positive Zabi, groBer a 
man«ï so groB annebmen, daB Il{n)>a”- ist, soba 
Um den Satz zu beweisen, nebme man eine ganz 
an. Dann ist ajp = @ ein positiver ecbter Brucb, und 
n eme nocb grôBere ganze Zabi ist, 


folgbcb. 


r+ï < 


a 

P + 2 




. . .y 


a 

n 


<&, 


wenn man das Produkt aller dieser GroBen bile 


9. Permutationen und Kombinationen. 


) 3 . 


3. Unter einem Polygon (Vieleck, i^-Eck) versteht man ei 
ïiienzug, der gegebene n Punkte, einen nacb dem anderen tr 
,d schlieBlich zum Ausganspunkt zurückkehrt. Unter Umstân 
nnen sich diese Linien auf ihrem Wege durclikreuzen, wie bei 
genannten überscblagenen Vielecken. Wir konnen nun die Pr 
antworten^ wie viele î^-Ecke sich ans gegebenen n Punk 
Iden las s en. Da wir bei jedem Polygon von einem beliebi 
ifangspunkt ausgehen konnen, so konnen wir auch bei allen die 
ilygonen denselben Anfangspunkt wâhlen. Die übrigen (^ — 1) Pur 
!sen sich noch in Tl{n — 1') Reihenfolgen -durchlaufen. Von die 
er geben,- wenn ^>2 ist, je zwei dasselbe Polygon, das ^ 
isgangspunkt an in den beiden entgegengesetzten Richtungen dui 
ifen wird. Die übrigen Reihenfolgen aber geben lauter von 
der verschiedene Polygone. Es gibt also — 1) Polyg( 

10 Z. B. ans drei Pankten ein Dreieck, ans vier Punkten » 
erecke, ans fünf Punkten zwôlf Fünfecke, ans sechs Puni 
îhzig Sechsecke u. s. £ Der Leser wird sich leicht an einfac 
izzen die Lage dieser Polygone klar machen. 


§ 53. Gerade und ungerade Perinutatioiieii. 

1. Wir wollen die Ziffern 1, 2, 3, . . ., n, die der GrôBe n 
feinander folgen, als Bezeichnung der Elemente iiehmen. Ui 
a Permutationen ist eine: 

der die Ziffern in ihrer natürlichen Reihenfolge aufeinan 
gen, und diese nennen wir die Hauptpermutation. Irgend e 
iere sei 

A. = 7 
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seinen Platz bekommen, so verfabre man ebenso mit 2 u; 
gelangt dann nacb bocbstens n — 1 solcben Ümstellui 
einer vorgesckriebenen Permutation A. Diese ümstell 
zwei Eiementen beiBen Transpositionen, und es ei 
da6 man jede Permutation durcb eine Reibe nad 
gefübrter Transposition en aus der Hauptpermutation 
Ebenso kann man aber aucb, von jeder anderen als de 
tation ausgehend, durcb Transpositionen zu einer v< 
Permutation gelangen. Dies kann aber auf unendlicb 
dene Arten gescbeben, z. B. so, daB man zuerst blinc 
sitionen in beliebiger Anzabl ausfübrt und dann ersi 
der bescbriebenen Art fortf'âhrt. 

2, Die n\ Permutationen der n Ziffern 1, 2, 3, . . 
nacb folgendem Gesicbtspunkt in zwei Klassen teilen: 

Wir bezeicbnen es als Inversion, wenn in einer 
eine niedrigere Ziffer an einer spâteren Stelle stebt a 
Wenn man also irgend zwei Elemente aus A 1 

liefern diese, falls h < A* ist, eine Inversion, wenn 
keine Inversion, wenn ist. Es weist also jede 

eine bestimmte Anzabl von Inversionen auf, mit 
Hauptpermutation E, die gar keine Inversion bat. E 
w, — 1, n — 2, . . ., 1 Z. B. bat 

(n — l) + (n-2) + {n — 3)-\ h 1 = 

Inversionen, und dies ist die Maximalzabl von Invers 
kommen kann. In dem Beispiel n = 3 ist 0, 2, ! 
Anzabl der Inversionen von A^, A^, A^, A^, A^j A 
Anzabl der Inversionen teilen wir nun die Permuta 
IQassen ein: 

Gerade Permutationen sind solcbe, die 
Anzabl (einscblieBlicb NuU) von Inversionen bab< 


L 
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Ist eux Elément, das in A zwischen nnd a^. steht, 
ten die beiden Paare 

^zî 

ine, eine oder zwei Inversionen, nnd die Paare 


ei, eine oder keine Inversion, also bat sicb die Anzabl die 
^ersionen um zwei vermebrt, iiicbt geândert, oder um zwei v 
idert, also jedenfalls um eine gerade Zabi verandert. Endb 
nn eine Inversion bietet, so bietet keine, u 

an keine Inversion bietet, so bietet a^., eine Inversi 

0 eine Anderung um 1. Damit ist aber unsere Bebauptu 
desen. 

Daraus folgt sofort: 

4, Die Anzabl der geraden Permutationen ist ebeii 
ofî wie die der ungeraden Permutationen, namlicb \ 
nn wenn man in allen Permutationen A irgend zwei Elemei 

1 und 2, miteinander vertauscbt, so gebt jede gerade P 
dation in eine ungerade und jede ungerade in eine grade Perr 
ion über und niemals zwei verscbiedene Permutationen in 
iicbe. 

5. Wenn man aile Permutationen der n Elemente ans 
uptpermutation durcb wiederbolte Transpositionen ableitet, so 
It man, wie man die Operationen aucb anordnen mag, die gera( 
rmutationen durcb eine gerade Anzabl, die ungeraden durcb e 
gerade Anzabl von Transpositionen: 

Demi jede Transi)osition ‘ândert ja die Anzabl der Inversioi 

1 eine ungerade Zabi. 
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Beispiel für die willkürliclie Schopfuug von Zal 
Eeehenoperationen geben, so -wollen vrir sie hier in 

tracliteii. 

2. Um Yon der Hauptpermutation yob. n Elemei 
E=^l,2, 3,..., 
zii einer anderen Permutation 

A = « 1 , a.,, a.^, . . «„ 

zii gelangen^ hat man das Elément 1 durch das E 
« 2 ; . . das Elément n durcli zu ersetzen. Man n 
ration eine Substitution, und bezeicbnet sie üben 
Weise, dafi man das Elément, welcbes für ein andere 
un ter dieses scbreibt, also 

(1) 

^ 2 ; ^ 3 ? • • •; 

Wir bezeicbnen diese Substitution aucb durch einei 
staben, etwa S, und nennen (1) die Substitution S. Di 
S fûhrt also you der Hauptpermutation E zu der Pei 
Es ist nun ofifenbar gleichgûltig, in welcher Reih 
alten Elemente 1, 2, 3, . . durch die neuen . 

man z. B. zuerst 1 durch dann 2 durch oder zu( 
dann 1 durch % ersetzt, und es kann daher die Subs 
so geschrieben werden: 

/2, 1, 3, . . ., n \ 

oder allgemeiner, man kann die einzelnen Paare 
stehender Ziffern in (1) beliebig permutieren, ohi 
deutung dieses Zeichens sich ândert. 
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3. Wenn man die Vertauschungen von S nicht in sond 
einer anderen Permutation B macîit^ so ergibt sicli, wie die I 
ilhmg (2) zeigt^ eine neue Permutation 

) ^ 

i wir mit bezeichnen konnten. Wir zielien es aber vor, da 
s Zeiclien 

) M^BA 

gebraiicben, was an die Multiplikation erinnert^ aber natürl 
ine wahre Multiplikation bedeutet. 

4. Wir haben hier ein Verfahren kennen gelernt, nach d 
in ans zwei Permutationen A, B eine bestimmte dritte ablei 
oUj also eine Rechenvorschrift im Gebiete der Permutatior 
ir wahlen dafür das Zeichen der Multiplikation als das einfacl: 
is Zeichen der Addition ware an sich ebenso berechtigt). üm a 
rwecliselungen zu vermeiden, wollen wir die Operation nicht Mu 
kation sondern Komposition oder Zusaminensetzung nenr 
ir heben noch ausdrücklich hervor, daB diese Komposition : 
sfûhrbar ist unter den Permutationen von einer bestimmten Anz 
n Elementen^ die wâhrend der ganzen Betrachtung eine unver*ând( 
deutung haben. 

Uni die Zusaminensetzung an einem einfachen Beispiel zu 
itern, wollen wir n == 4 und 

A = l, 3, 4, 2, R = 3, 2, l, 4 

aehmen. Um daraus B A zu erhalten^ haben wir die Vertauschung 
! von jB== 2, 3, 4 auf A führen, in B auszuführen. So 
[ten wir 

BA = 4:, 3, 1, 2. 

nnso hndet sich aber 

J.R=3, 1, 4, 2. 

3ses Beispiel schon zeigt, daB bei der Komposition das komn 
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daan ist 

( 5 ) a,^. 

TJm daraus C{BA) abzuleiten, bat man die durch . 
Yertauscbung Ton E in C anszufükren, d. h. man 
also Cj dnrch u. s. w. zu ersetzen nnd erbalt 

(6) G {JB A) = m a, ■ 

.y Cl ^.fi 

Andererseits ist 

= 

iind um also (CB) A zu bilden^ bat man die Vertaus( 
zu A fülirt, in CB Yorzunelimen, also 1 durch 2 c 
ersetzen. Demnacb ist Z)^ durclia. zu ersetzen, und ma 

{G B) A = a, , a, 

wodurcli das assoziative Gesetz bewiesen ist. Wi: 
der Bezeichnung die Klammern weglassen und nun 
(in dieser Reibenfolge) kombinierte Permutation 
zeicimen. Ebenso lassen sich Permutationen in beli 
ponieren, wobei ein und dieselbe auch mehrmals toi 

6. Eine Permutation A bleibt ungeân( 
mit der Hauptpermutation komponiert wird 
welcber Reihenfolge diese Komposition st 
es ist 

EA^AE==A, 

Dies ergibt sicli unmittelbar aus der Définition 
nach der man EA erhalt, wenn man die Vertauscl 
zu A fükrt, in E ausfübrt, d. li. J[, und AE die 
man aus A erliâlt, wenn man darin die Vertausc 
von E zxL E fübrt, d. li. gar keine Vertauscbung, also \ 
Es spielt also E bei der Komposition dieselb 
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^ und V ganze positive Zahlen sind und A'' die Kompositi 
1 A^^ mit A^’ bedeutet. Diese Formel gilt aucb iioch für = 
I q/ == 0^ wenn maii definitionsweise 

A^=^E 

zty was wieder durch die Analogie von E mit der Zabi 1 na' 
egt wird. 

8. Zu jeder Permutation A gibt es eine und nur eine 
3 der Bedingung 

A' A == E 

aügi Denn soll BA^E sein, so mu6 nacb 3. 

« 6 , = 1 ; « 6 , = 2 , . . 

n-, und da nun die • • •; den ZijBfern 1,2,...,^ 

ter bestimmten Ordnmig ûbereinstimmen, so sind hierdurch 6^, to, ... 
ideutig bestinmit. 

Die Permutation A' beifit zu A entgegengesetzt o( 
ziprok. 

9. Die Reziproke von der Reziproken ist wieder < 
sprünglicbe Permutation A. 

Es folgt namlicb ans A' A = E: 

A AA = A, 

d wenn also A" zu A reziprok, also A' A ^ E ist: 

A' A AA = AA' = E, 

[glicb aucb^ wenn man im ersten Gliede dieser Doppelgleicbi 
A' == E setzt, 

AA = E, 

b. es ist A zu A reziprok, wie bewiesen werden soll. Betracl 
an wieder E als Einbeit, so bezeicbnet man zweckmaBig A 
e — P® Potenz von A und setzt also 
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entweder C und A oder C uiid JB gegeben sind, so 
dritte Permntation B oder A nacli den Formeln 
JB=CA-\ A==B-W, 

und es ergibt sich der Satz: 

Siud A, JPI, N Permutationen und ist A3Î = A. 
und N identiscb sein. Dies folgt ans 

A-^A3I=^A~^AJ^, 

und den gleicben ScMuB kônnen wir zieben^ wenn Jf. 

12. Komponiert man zwei gerade oder zwei un 
tâtionen^ so entstebt eine gerade Permutation. Kompc 
eine gerade mit einer ungeraden, so entstebt eine 
mutation. 

Da die Permutation E zu den geraden gebort, 
zwei entgegengesetzte Permutationen A und A zu 
gebôren. 


§ 55, Darstellung dei* Pemutatioiieii durcli C 

1 . Um eine Übersicbt über die Mannigfaltiglveit der 
gegebener n Elemente zu gewinnen^ und zugleicb di< 
leicbter ausfûLren zu konnen, dient eine andere Darste 
mutation^ nâmlicb durcb ibre C y kl en, die wir jetzt 
müssen. 

Wir betracbten eine bestimmte Permutation 

A — ^2; <^3, • . d.fij 

und es sei r eine beliebige Nummer ans der Reibe 1, 
An Stelle stebt in A das Elément 

Stelle „ „ A „ „ j das wir mit aj. 
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Aiif das letzte Elément mu6 maii sicli das erste, wie 

gen denken. 

Es kann vorkommen, daB h=l ist; dann ist ci. = r, iiud 
sment r stelit also in A an derselben Stelle wie in E. 

Wenn wir statt von r von oder a/ u. s. w. ausgeken, so 
[ten wir die Cyklen 

((/-/, a", . . r), . . 

: wir als niclit wesentlich versckieden betracliten. 

3. Wenn h < n ist^ so sind durcli die Elemente nocli ni 
cliopft. Wir nelimen dann eine Ziffer s, die in nocli nicht e 
[ten ist; nnd bilden einen zweiten Cjklns 

So == (s, a^, a ', . . a/'--)) 

1 h Gliederii; und fabren so fort, bis aile Ziffern erschopft si 
f diese Weise kann man die ganze Permutation A in Cyklen a 
en und diese Cyklen sind durch A vollstandig bestimmt. A 
3li umgekehrt ist durcli die Gesamtbeit der Cyklen die Permutât 
vollstandig bestimmt. Denn in diesen Cyklen ist genau angegel 
Icbes Elément an irgend einer; etwa an Stelle stelit. 
an dater die Permutation A durch die Cyklen eindeutig bezeichn 

► bei die Reihenfolge; in der die © 2 ; * • • geschrieb 
irden, gleichgültig ist. Jede der Ziffern 1; 2; 3; . . . 
mmt bei dieser Darstellung in einem aber auch nur 
lem der Cyklen vor. 

Die eingliedrigen Cyklen bedeuten Elemente ^ die in A an ih 
cürlichen Stelle steheU; und diese werden bei der Darstellung 
tvnbnbV.b crAQp.liTipbAn sn rin.ft ni Diirstpllnno* iiïir 
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au 1. Stelle steht 7 (was auf 1 folgt), 


4 


5. 


6 . 


V 

yj 

yy 

yy 

yy 

yy 


yy 

yy 

yy 

yy 

yy 

yy 


3, 


7 

5 (was cjkliscii aiif o f 

2, 

4, 

6 . 


3. Bei der Darstellung der Permutatioueu dur^ 
die Ausführuug der Komposition vereinlacdit. VVir se 


uud wolleu 


Al — J J ^‘2 J ^^';î J ' ‘ 

5= h, h, J, . 
B A 


• 1 ^^71 ? 


(l-K, ■ ■ -, 


in seine Cyklen anflôsen. lat r eiu heliebiges Eleiu 
in den Cyklen von B ein Teil vor 

('C • • ■)’ 

ebenso kommt in den Cyklen von A vor 

{f>r, ■ ■ •) 

und unter den Cyklen von B A. 

Daraus ergibt sich aber di(i einfache Vorsciirifl,, 
die Cyklen von B A zu bilden, auf eiii beliel)igeB l'ibs 
ment folgen lassen muB, das in A. auf dan IClennnit 
B auf r folgt. 

4. Die Übung an einigen boliebig horausgogrill 
wird mit diesem Verfabren leiclit verl.raut; luaciieu 
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5. Selir einfach ist bei der Darstelluiig durch Cyklen die ï 
ig der Potenzen einer Substitution. Man bat^ um ans A : 
eiten, in jedem Cyklus immer ein Elément zu überspringen. I 

zu erbalten^ überspringe man zwei Elemente u. s. f. So ist 
1 oben benutzten Beispielen 

.r = (5,3, 2) (4, 7) (1,6), 
a=> = (5) (3) (2) (4, 6,7,1). 

mn man A^^ bildet, so erhâlt man die Hauptpermutation. M 
ht hieraus^ daü sicli bei der Potenzierung ein Cyklus in zwei o< 
ih. in mehrere zerlegen kann. 

6. Wenn wir die Permutationen durch Cyklen in der 
fstellen, da6 wir eingliedrige Cyklen nicht schreiben^ so stellt je 
klus von II Gliedern für sich eine bestimmte Permutation c 
B. bei n == 7 

(5, 3, 2) = 1, 5, 2, 4, 3, 6, 7 

d dann hat das Nebeneinanderstellen verschiedener Cyklen ^ 

[jx gemeinsarnes Elément enthalten^ genau die Bedeutung der Kc 
sition im früheren Sinne. 

Wenn wir den Cyklus (1, 2, 3^ — 1) komponieren mit ei 
ansposition (Jij h — l)^ so ergibt sich: 

{h, h-l) (1, 2, 3, . . ., h - 1) = (1, 2, 3, h), 

à daraus folgt^ da6 man einen Cyklus von h Gliedern auflô 
an in h — 1 Transpositionen: 

(1, 2, 3, . . ., h) = (h, h-l) (h- l,h-2)... (2, 1), 

yrin die Zusammenstellung auf der rechten Seite die Bedeutung 
imposition hat. 

Man schlieBt hieraus^ da6 ein Cyklus zu einer gerac 
^er einer ungeradeii Permutation gehort, je nachdem 
nederzahl des Cyklus ungerade oder gerade ist. 
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A, A% . . . 


ein frülier sclion dageweseiies Elément endlicli wiederki 
eine dieser Potenzen A^ zum ersten Male mit dem Expc 
wiederkeliri so ist , 


ujûd daraus fblgt 


A^^ = E. 


Es gibt also für jede Permutation A eine 
kleinsten positiven Exponenten tür deii ^•1“' 
permutation ist. 

Dieser kleinste positive Exponent lieiBt der Grad 
tion A. Die Reike 

E, A, A\ A^, . . 

enthâlt lauter voneinander verschiedene Permutationen u 
der aufeinander folgenden Potenzen von M besteht ans 
lichen Wiederholung dieser Reilie^ die darum die Per 
genannt wird. Erhebt man A in eine l^tenz, dereu 1 
Vielfaches von a ist, so erhâlt man immer E, 

2, Ein ans der Gesamtlieit der Permutai 
n Elementen herausgegriffenes System & 

(&) -^27 • * *; 

heiBt eine Permutationsgruppc^ wenn es der fol 
dingung genügt: 

Sind A^, A^ irgend zwei Permutationen an 
auch zweimal dieselbe, so geliort die nacli den 
tionsgesetz gebildete Permutation 

O D 

* = 

ebenfalls zu dem System 
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3. Wemi in einer Gruppe @ ein Elément A (vom Grade 
rkommt, so kommen aucb. aile Potenzen von znnâclist die i 
ntiven Exponenten^ darin vor, folglick ancli A^ = E. 

Jede Gruppe entlialt also die Hauptpennutation E, i 
I Hauptpermutation E bildet fûr sicb eine Gruppe vom Grade 
Nacb der Erklarung der Potenzen mit negativem Exponenten 

A-^A^ = E, 

A~^ = und daraus folgt, daB, wenn A in der Gruppe 

rkommt, aucb A~^j d. b. die zu Al reziproke Permutation, da 
balten sein muB. 

4. Wenn in einer Gruppe @ vom Grade g die sar 
ben Elemente einer anderen Gruppe vom Grade h ej 
Iten sind, so ist li ein Teiler von g. 

Dieser wicbtige Satz laBt sicb so beweisen: 

Es sei 

; Gruppe deren Elemente nacb der Voraussetzung aile in @ e 
Iten siiid. Sie môgen die Gruppe @ nocb nicbt vollstândig 
LÔpfen, und es sei A eine in aber nicbt in § enthaltene f 
dation. Wir bilden durcb Komposition das System 

. AB,, AB„ . . AB„ 

5sen Permutationen aile in @ entbalten sind und beweisen, daB 
Permutationen (2) nicbt nur untereinander, sondern aucb von c 
Permutationen (1) verscbieden sind. Denn ware etwa AB^ = A. 
folgt nacb § 54, 11. = und wâre AB^.-^B^, so w 

= B^B -^, also A in § entbalten, gegen die Voraussetzung. 

Demnacb entbalten (1) und (2) zusammengenommen 2 A Perr 
ionen von @. Wenn damit die Gruppe @ nicbt erscbôpft ist, 
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fortfahren, bis die ganze GrujDpe & erschopft ist. Ist di( 
die wir so gebildet haben^ 

(4) 

so ist g _ /J.. 

Hierin liegt der Beweis iiiiseres Satzes. 

Es ergibt sicb daraus als spezielle Anweiidimg: Der 
Permutationsgruppe und der Grad irgend eines 
ist immer ein Teiler von n\. 

Pür jede Permutation A ist A^‘ == E. 

5, Es ist leicht, für jedes n gewisse einfache 
niedrigem Grade zn bilden, z. B. die Perioden der einz( 
tationen. Von vveit grôBerem Interesse besonders fur 
sind die Gruppen von den boheren Graden, und iu der Bi 
Gruppen liegt ein groBes wiclitiges Problème von desseii 
Lbsunof wir nocb weit entfernt sind. VerkaltiiisinaBit; 

O ^ 

aber der Ban der Gruppen in den ersten Falleu n ~ 
überscbauen. 

Wir bedienen uns zur Bezeicbnung der Permiitatio: 
stellung durcb die Cyklen, und bezeiclinen überdies d(v 
balber die Hauptpermutation E, die bei der Kompositioî 
wirkt^ mit (1). 

Wir baben dann für n = B die 6 PermutatioiKui 

(1), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2). 
Darin ist entbalten die Gruppe der goraden Poriuiitatiou 
(1), (1,2,3), (1,3,2) 

vom Grade 3, die zugleicb die Période von (1,2, 3) oder 
ist; ferner aber drei Gruppen voui zweiten Grade, die 
von (1; 2), (1,3), (2,3). Weitere Gruppen sind nich 
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Die Gruppe der 12 geraden Permutationen ist 

(1), (1,2) (3, 4), (1,3) (2,4), (1,4) (2,3), 

(2.3.4) , (2,4,3), (1,3,4), (1,4,3), 

(1.2.4) , (1,4,2), (1,2,3), (1,3,2). 
lin ist eine Gruppe vom Grade 4 enthalten: 

(1), (1,2) (3,4), (1,3) (2,4), (1,4) (2, 3). 

3se letztere Grnppe ist von besonderer Bedeutiing für die A 
ung der Gleicbung vierten Grades^, und eine âhnlicbe Rolle spie 
i Gruppen 8*®'^ Grades, die in der ganzen Gruppe 24*®^^ Grades e 
[ten sind; deren eine ist: 

(1), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3), 

(1,2), (3,4), (1,4, 2, 3), (1,3, 2, 4), 

3 der man die beiden anderen durcb Vertauscliung von 1 mii 
d von 1 mit 4 erbalt. 

7. Für n = 5 gibt es 120 Permutationen, und in dieser < 
ntbeit ist eine merkwürdige Gruppe vom Grade 20 entbalten, 
r auf folgendem Wege bilden konnen: 

Wir bezeicbnen die Ziffern 1, 2, 3, 4, . . . mit x, wollen a 
bei übereinkommen, da6 zwei Ziffern, die sich um ein Vielfae 
a 0 unterscbeiden, kein verschiedenes Elément bezeicbnen sol] 
nn baben wir nur die fünf verscbiedenen Elemente 

I 1, 2, 3, 4, 5. 

zeicbnen a, 1) zwei ganze Zablen, von denen a durcb 5 nie 
Ibar ist, so stellt der Ausdruck ax + & wieder dieselben Ziffern 
r, in anderer Reibenfolge, und es ist also ax + 1) der analytis' 
Lsdruck für eine Permutation, oder 

r , 
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oder ausgefühi't 

/I 2 3 4 oWl 2 3 4 5 n _ / 1 2 3. 4 
V5 2 4 1 37 U 2 4 1 37 V3 2 1 5 
oder durch. die Cyklen dargestellt: 

(i,5,3,4)(i,5,:5,4)^(i,:r) (4,r>v 

Nun kann a jeden der vier Werte 1, 2, 4, h 

fûnf Werte 0, 1, 2, 3, 4 liaben und wir erluilteii ak 
schiedene solcLe Ausdrûcke, die uns die Perniutatior 
Sie enthâlt die folgenden durch Cylden dargestellteu 

(1); (1; 2 J 3^4^ 5)^ (1; 3, O; 2 J 4)j (1, 4, J, 5^ »>), (1 
(1,2, 4, 3), (1,3, 4, 2), (1,4) (.2,3), 
(1,3, 2, 5), (1,5, 2, 3), (1,2) (3, 5), 
(1,4, 5, 2), (1,2, 5, 4), (1,5) (4,2), 
(1,5, 3, 4), (1,4, 3, 5), (1,3) (4,5), 
(2, 3, 5, 4), (2, 4, 5, 3), (2,5) (3,4). 

§ 57. Konibinatioiien ohue Wiederliolïui 

1. Es sei eine Menge N von ii EhaiKuiien geg< 
aus dieser Menge m Elemente lieraiisgreitcii. Aui* 
schiedene Arten ist dies moglichV Ochvr, (d;\viis and(‘ 
wie viele verschiedene Mcngen 4/ von der Z 
sich aus den Elementen einer Menge von (l<‘r Z 
Die Mengen M heifien die Xonibinîitioneu ( 
von N zu je nij und um auszudrücken, duü oin un 
ment von N nicht zweimal in einer Menge 4/ vorkoni 
man die M auch die Kombinationen ohin^ VVi(‘(le 
Es handelt sich also um die Bestiminunir (kn* Ai 
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J 


Nelimeii wir als ein weiteres Beispiel n = so komieii wir i 
ti Elementen bj c àie Kombinationen bilden: 

ni = 1: a, b, c; = 3, 

ni = 2: bc, cay £ 2 ^^^ = 3^ 

m == 3: abCy 

laBt sicb leicbt aucb für die nâchsten Fâlle n == 4^ 5, 6 die Z 
W durcli wirklicbe Abzâhlung ermitteln. Wir bestimmen di 
bl allgemein auf folgendem Wege. 

Wenn wir die sâmtlicben Permutationen der Menge N bib 
d ans jeder dieser Permutationen die m ersteii Elemente liera 
nfeU; so erhalten wir gewifi aile Mengen M, die môglicb si 
er jede von ibnen nicht bloB einmal; sondem mebrmals. Um 
erseben, wie oft je de dieser Mengen M auf diesem Wege gebil 
rd, sei 

A = «1, I 

le der Permutationen von N y die^ wie es durch den Stricb 
gedeutet wird^ in zwei Teile^ und A^y zerlegt ist: 

Wenn wir aus allen A die Elemente A^ berausnebmen, so 
Iten wir die gesuebten Mengen Al. Aber wir bekommen diese 
mge 3îy wenn wir die Elemente von A^ für sicb oder die Eleme 
U A^ für sicb irgend einer Permutation unterwerfen^ wabrend 
Le andere Menge AI aus den Permutationen erbalten, in dei 
lige der Elemente von A^ dureb solcbe aus ersetzt sind. \ 
lalten also jede Menge AL so oft als es môglicb ist^ eine Perr 
ion von mit einer Permutation von zu verbinden,- d. 
(w-“n^)!maL Da nun die Gesamtzabl aller A gieicb n\ und 
samtzabl aller Al gieicb ist, so ist 
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( 4 ) 


»{<.) == w (« — 1) • • • (”1+ 1) 

-^m 1 . 2 • 3 ■ • • — m) 

n(n — 1) (n — 2) • • • (w — wi-f- 1) 
~ ï . 2 • 3 • • • ui 


Die die sich durch diese Ausdriicke in Form von 
stellenr sind aber, wie ans ibrer Bedeutung liervorgelit, 
und es ist also der Zâhler durcb den Neuner teilb 
zweiten Darstellung (4) konnen wir diesem Satze aneb 
geben: 

Das Produkt von irgend m aufeinauderfolg( 
lichen Zahlen ist durcb das Produkt der m- ei 
teilbar. 

Die Formel (3) zeigt, dafi sicb J?,!") nicht ilndert, 
mit n — m vertauscbt, also ist 

loi !>>(«) = J5(«) . 

Bei der Ableitung der Formeln (}\) und (5) war 
sckweigend vorausgesetzt, daJB m < n sei. Sollen sie n 
sfelten, so mûssen wir definitionsweise setzen:" 

O / 

(6) 0! = 1, IV'4=1, 

und dann gilt die Formel (3) au ch für m = 0. 

2. Wir konnen die Zahlen noch auf eineui 
hestimmen, auf dem wir noch eiiiige weitere Eigcn.s 
Zahlen kennen lemen werden. 

Weun wir zu den n Elementeii (l(‘r ]\ 

ein Elément hinzufügen, so erhaltcn wir (a ne I 

n + 1 Elementen 

-^'== «■! «2 

ünter den Kombinationen 31' dieser Elenumto zu je m 


3. 


9. Permutationen und Kombinationen. 


1 


rt + i) füj. \ bereclinet werden, wem wir uock = 

= 1 hmzufügen. Durcli die Relation (7) und durch die We 

also eindeutig bestimmi Da nun der Ausdruck (3), ^ 
n durch Einsetzen leicht erkennt, den Bedingungen (7)^ (8) 
yt, so ist die Riclitigkeit damit aufs neue bewiesen. 

Wir kônnen ans (7) einen direkten Beweis dafür ableiten, ( 
Bj^^ ganze Zablen sind. Denn für die ersten Werte toi 
gt es die direkte Recbnung, nnd dann folgt es für jedes n ans 
rcb die vollstandige Induktion. 

Die Rekursionsformel (7) gestattet noch schneller als die allgeme 
rmel (3), die sukzessive zu berecbnen^ wenn man ans 

ilie der die Reihe der + dadnrch berleitet^ daB man je z 
feinanderfolgende Zablen addiert^ z. B. für n=1^2^3,4^5;6^7 




1 


1 





1 


2 


1 



1 


*■> 

O 


3 


1 


1 

4 


6 


4 

1 


1 5 


10 


10 


5 

1 

1 6 

15 


20 


15 

6 ■ 


7 21 


35 


35 


21 

7 


3. Aiich biervon laBt sicb eine geometriscbe Anwendung man 
f die Beantwortnng der Frage: 

Es ist ein System N von n Punkten gegeben und e 
ibl nij die kleiner ist als wie viele m-Ecke lassen s 
iB diesen n Punkten zusammenstellen? 

Zunacbst kann man Système Jf von m Punkten bile 

n denen jedes nacb § 52 auf — 1)! Arten zn einem w-] 

AvrlnAf. wAvrlAn biimn Tcaf rliA rîrACîQmf.'zaTil a.na TV 
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zu bilden, die zwar nur Elemente Ton N, d; 
aucb dasselbe mehrmals, enthalteu diirfen. 

Diese Mengea 31 lieiBen die Kombiuationeii 
menten zu je m mit Wiederholung. — Die Anzal 
binationen, die wir mit bezeicbneu, ist zu bestimii 

Hier ist aun die Bescbrankuag aieht mebr nôtig, 
als w sei. Es koanea vielmebr ni. uad n beliebige 
Zahlea seia. 

Setzea wir )» = 1 , so haben wir jedes Elemeat vo 
aebmea, uad es foigt 
( 1 ) = 

Hebmea wir n = 1, so babea wir aur eia 31, 
welcbes aus der m-maligea Wiederboluag des eiueii ] 
N bestebt, aiso 

( 2 ) = 

Nelimen wir n ~ 2 und m beliebige so eiitliillt 
Elemente und wenn wir die /.’-malige Wiederlioli 

mentes der Kürze wegen diircli eiiie Poteuz al' înideiitei 
wir die Kombinationen 

oP^-^h, aly‘>"\ Ir. 

Es ergibt sich aIso 

(3) = 

Eine direkte Bestimmung von wie in § 57, 1., s 

Schwierigkeiten; dagegen fülirt uns das rekurrierende 
§57, 2. leichter zum Ziel. 

2. Wir fûgen zu N nocb ein Elément binzi 
aus N eine Menge N' von der Zabi n + 1 ab: 


enn wir in der Formel (4) m durcli m — 1, m —2, ...,'2 
;zen, so ergibt sicli 

= CC-' + i) 4- (7(«) 

•nt 'Wi-l ~ J 

Ci-n+l) ^ + I n(n) 

^ m-1 ^in-2 ^ 

d wenn wir aile diese Grleichiingen addieren und dami die gleid 
oBen • • •; auf beiden Seiten. weglassen: 

) çj;h-i) = + a(^) + c,(n) + . . . 

d da == ^?, + 1, = 71 ist (nach (1)), so kann man da 

cb setzen: 

I = 1 + + . . . + ay); 

d hierdurcli sind die vollstândig bestiinmt^ wenn für 

stimnites n aile bekannt sind. Niin sind aber die ni 
) aile = 1^ und folglicb sind durch die Formeln (1), (2) und 
5 Cj/'- eindeutig bestimmt. 

Diesen Bedingungen genügt aber 

) (7H = Jg (/« + «-!) 

in durcb diese Aiinahme gelien die Grieicbungen (1)^ (2) und 
er in 

! nacb § 57^ (1)^ (2) und (7) erfûllt sind. Nacli § 57^ (3) erg 
h also 

, rr(«) =(''' + 'l-y)’ 

on ! (oi — 1) ! ^ 

für wir aucb scbreiben kônnen: 

I n {h) _ 0^^ ~h ") • • • 4 ~ — 1) 

1 . 2 - ■ . On — l'i 


Zehnter Abschnitt. 

Verschiedene Anwendungen. 

§ 59. Determmanteîi. 

1, Die Einteilung der Permutationen in gerade 
die wir in § 53 abgeleitet baben, bildet die Grundig 
meinen Determinantentbeorie, die ein allgemeines Miti 
ein System von n Gleicbungen ersten Grades mit n 
^ 2 ; . . aufzulôsen. Ein solcbes System entli 
zienten und ebenso groB ist die Anzabl der Koinl 
Ziffem 1, n zvi zweien; wenn dabei auf die R 

Ziffern geacbtet wird. Man kann also diese Koefiizieiii 
durcb ein Zeicben wie bezeicbnen, worin die Ind 
jeden der Werte 2^ . , n annebmen kann. 

S O kann man also ein System von linearen G le ici 
Weise bezeicbnen: 

+ ^ï,2 + • • • + ^ -= ;?/, ^ 

^2,1 "b ^2,2 '^'2 + • * • + Ih y 

+ \2 ^2 H b ‘^’n 1/ n 7 


( 1 ) 
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3 rm bezeiclinet der erste Index von die Nummer der Horizontï 


he oder Zeile^ der zweite Index die Nummer der Vertikalrei 
n* Kolonne^ in der vorkommt. 

Ans diesem Quadrat leiten wir niin eine ZahlgrôBe oder Funkti 
• a. J. ab^ die wir Déterminante nennen nnd nacb folgender Re: 
den. Man Inlde zuniichst das Prodnkt a der in der Diagonale ( 
adrats stebenden d. h. aller in denen beide Indizes di 
ben Wert liaben: 


M == a. 1 «ç, 


... a. 


n, n y 


i nennen dieses das Hauptglied der Déterminante. Da 
den wir aile Permntationen a == cc^, . . a,^ der zweiten Indi 

n in 31 nnd geben den so gebildeten 


^4 = «!,«, «2, a, •••««,«„ 


3 positive oder négative Zeicben, je nacbdem die Permutation a 
1 geraden oder ungeraden gebort. Wir erbalten so n\ Griieder . 
it EinscbluB von 31), und die Summe 


, V 

' ^ : 


A/ 


iBt dann die Déterminante des Systems (2). Man benutzt das 
rtikale Stricbe eingescblossene Quadrat (2) geradezu aucb 
icben für die DetermiDante oder scbreibt aucb kürzer 


M «14 «2,2 


• • • 


man 

n = \ 

3, so 

erbâlt man ans § 53: 


«1,2; 

%,3 

^1,1 ^2,2 %,3 ^i,L %,3 ^3,2 

«2,1 7 

«2,2 7 

^2, S 

— -f- «1^2 «2,3 ^3,1 ^1,2 %,3 

%,1? 

%,2; 

^3,8 

+ «1^3 «2,1 «3,2 «'1,3 «2,2 «3,1; 
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nacli § 54, 12. zu derselben Art gelioren, so koimen ^ 
minante aucli dadurch. bilden, daB wir in M die ers 
permntieren und die zweiten ungeândert lassen, wabren 
stimmung der Vorzeiclien dieselbe Regel gilt, wie in 2. 
wir aucii so ansdrûcken: 

Die Déterminante A bleibt ungeândert, avc 
Z eilen zu Kolonnen und die Kolonnen zu Zeilen 

4. Wenn man in den Perniutationen a irgend zw 
miteinander vertauscbt, so gelien die geraden Permuta 
gerade, die ungeraden in gerade über, also jedes Gli( 
anderes, das in A mit dem entgegengesetzten Zeicben v 

Die VertaiTSchung zweier zweiten Indizes entspri 
Vertauscliung zweier Kolonnen in (2); und da nach ) 
fur die Zeilen gilt, erbalten wir den Satz: 

Die Déterminante ândert nur das Vorzei 
man zwei Zeilen oder zwei Kolonnen miteiii 
tauscbt. 

5 . Wenn die entsprechenden Elemente zweier Eeil 
nach 4. yertauscht bat, dem nuinerischen Werte nacli eij 
sind, so bleibt durch die Vertauscliung der beiden Reilr 
minante ungeândert und ândert gleicbzeitig das Zeiclu 
ist bewiesen: 

Wenn in einer Déterminante entsprechendi 
zweier Zeilen oder zweier Kolonnen einander j 
so bat die Déterminante den Wert Null. 

6. Durcb wiederbolte Anwendung des Satzes 4. er< 

Die “Déterminante A bleibt dem absoluten 1 

ungeândert, wenn man die Zeilen oder die Kol 
mutiert. Ist die angewandte Permutation gerade 
aucb das Zeieben uno-eândert. ist sip, nno-PVîulp f 
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) 9 . 


Um diese Formel abziüeiten^ wollen wir fûr den Aiigenblick ( 
ch etwas genauere Bezeichnung gebrauchen. 

Es durchlaufe v die Gesamtheit der Permiitationen . . . 

.d es sei (— 1)‘‘ gleich + 1 oder gleich ~ 1, je nachdem die ] 
itation gerade oder imgerade ist. Dann konnen wir A nacli 
er (5) in der Weise darstellen 


d wenn a eine beliebige Permutation ist, nach (6) 


) (— l )"-i = J5'(— „co ... a . 

Es sei nun ein zweites GrôBensjstem wie und 


ne Déterminante. 

Multrpliziert nian also die Gleichung (8) mit ■ - K oc ^ 

nmt die Summe über aile Permutationen cc, so erhalt man: 


3) 


AI1==2\ „ h. „ „ 2\- !)"«.. „ 


25 ^'•2 ’ ??, “ î / 


Hier ist ziinachst die Summe in Bezug auf v für ein h 
hendes cc und dann no ch die Summe in Bezug auf aile a 
bmen. Es bedeutet aber a eine Permutation, und daher haben 


lem Gliede dieser Summe die 


, CCct 


■2 7 


a lauter yerschied» 


erte. Nach 5. aber würde die nach v genommene Summe 


ert Null haben, sobald zwei von den a einander gleich werden, z. 
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oder in der früheren Bezeichnixng gleich der Détermina 

C = ^± ^11^22 • • • 

und wir haben die Formel: 

(13j = G, 

oder ansfübrlicber gesclirieben: 



«1,1, 

^1,2 7 ' 

• *7 

^1,17 

\2, • 

■ * 7 ^^1,71. 

(14) 

«2,1, 

«2,2, • 

• -7 ^2,n , . 

^2,1? 


• * 7 ^^2,7? 


«,.,1, 

««.2, • 

• -, ««,« ! 

^71,1 7 

^,1,2, ■ 

• *7 ^\,7l 


t 



-5’«2,i^,t, 

2 (-h, A, a ■ 

• -, Èa^iKi 

i 

^««,i«2,.-, ■ 

■ -, 


Der Summationsbuchstabe i lâuft in allen diesen 
1 bis n. 

In Worten kann inan diese Formel so darstellen: 

üm das Prodnkt zweier Déterminai) ten v( 
als Déterminante darzustellen; mnltipliziere m 
mente der Zeile mit den entspreclienden d( 
und bilde die Summe; dadurch erlialt man das 
der neuen Déterminante. 

Da man in jeder der beiden Determinanten die 
Zeilen machen kann, so kann man eiii solclies Produkt 
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1 


d. 


Diese Déterminante erhâlt man ans der in Quadratforni 
Li’iebenen Déterminante A, wenn man die beiden in ^ zasamm^ 
ffenden Reihen ausstreicbt. 

9. Nun kann man durcb i — 1 Vertauschungen die Zeile : 
ten imd durcb le — 1 Vertauschungen die Z;^® Kolonne zur ers 
,chen. Dabei bat die Déterminante den Faktor ( — 1)'+^* an 
nmen und das Elément ist an den Platz von gerückt. 

t sicb dann der Inbegriff der Glieder von A^ die den Faktor 
balten, nacb (15) bilden und es folgt: 

Setzt man den Inbegriff aller der Glieder von Aj ( 
n Faktor a.;, entbalten, gleicb A^j., so ist A-j. eine Det 
nante von n — 1 Reiben, die man ans A erbalt, wenn m 
3 beiden Reiben, die sicb in a.j. sebneiden, ausstreic 
d das Vorzeieben (~ 1)' + ^' zufügt. 

Diese GrôBen heiBen die Unterdeterminanten von A. In . 
mmt der erste Index i und der zweite Index h niebt vor. 

Für n == 3 sind diese Unterdeterminanten in § 44, (3) c 
stellt. 

10. Lassen wir aile Glieder der Déterminante A ans dem j 

Lgsgiied <^ 1,1 durcb Permutation der ersten Indizes ( 

ben, so erkennt man, daB in jedem dieser Glieder einer und ; 
ter der Faktoren 

^1,1? ^2,17 ^3,1; • • •? ^/i,l 

rkommt und hiernacb laBt sicb die Déterminante A so darstelle 
A = 4- ^2,1 + • • • + 

Dies nennen wir die Anordnung der Déterminante nacb 
sten Vertikalreihe. Ebenso kônnen wir nacb einer ande 
ntikalreibe anordnen und erbalten so für A' == 1, 2, . . die ^ 
liedene Darstellung: der Déterminante A: 
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§ ù9. 


(18) = \l Al + -A **1 ^ An7 

(19) 0 = a,- 1 Ai H 1" % ,c An • 

Aus diesen Darstellungen ergeben sicli Iciclit einige Siltze über 
die Determinanten, so ans (10) iiiid (18): 

13, Enthalten aile Elemente einor Zeile oder einer 
Koionne eineu geiiieiiiscliafiliclieïi b alcfcor^ so Ivuiiii dieser 
als Faktor Tor die ganze Déterminante genoiumen werdea. 


14. Weuü man (17) mit einem imbestiminten Faktor X multb 
pliziert und daim zu (16) addiei% so eiiiiilt man 

(20) A == -I h ^<Kc,i)Akp 

nnd da man dasselbe aucli mit (18) und (19) maclieu kann, so konneu 
wir den Satz ausspreclien: 

Die Déterminante iindert sich niclit^ wenn man die mit 
einem beliebigen Faktor inultiplizierten Elemente einer 
Zeile oder einer Kolonne zu den entH])recli(înd(ui Elemeiiten 
einer anderen Zeile oder Kolonne addiert. 


15. Diese Satze über DeterniiMaiiteu ffilireii selir (âniaeli zu dor 
ànflôsung eines Systems von Gleidmngen l'‘''' Gradins: 





'• + " 1 , 

1 

(21) 

*^^2,1 'b • 

2y\j + • - 

• -1- ?/-j, 




f,\, — j~ ' ' 

■ -I- ^ ^ //„• 



Multipliziert man die Gleicluuigon dios(*s Systems, \vi(‘ os hier 
angedeutet ist, mit den Faktoreu so vorschwinden 

nach (16) und (17) die Koefiizicnten alhvr mit Ausiialnno dessen 
von oîjt, der gleich A wird, uiul wir (‘i-halttui: 

(22) Ax^. = ;î/(yl, ^ + yo A,/.- -I -I- ,n 

so daB, weau A Ton Niill vcr.scJiiedoji ist, x,. (lundi Division mit .1 
bestimmt ist. 

16. Haben die . . ,, aile den Wed, Niill, HO (vrhalt man 

ein System homogener linearer (lleidiungim: 

"f h 

(23) ^2,2 1" ^' 2 , 2 ‘'^2 + • • • | - ^ 


"I b ^1, 

und (22) zeigt, dafi, wenn die Déterminante A niclit Null ist, die 


^- 2 ; • • müsseii. Es hat dann also das System (23) 

keine eigentlicEe Losung (§ 45, 1). 

Die notwendige Bediûgimg für die Existenz von eigentlichen 
Losnngen ist also 

(24) ^ 0, 

und diese Gleicliimg ist also d.as Eliminationsresultat der x ans 
den Gleichungen (23). 

Ist die Gleichung (24) befriedigt nnd von den Unterdetermi- 
nanten - eine von Niill versdiieden, so erbalt man (nach (18), (19)) 
eine eigentliche Losung, wenn man setzt 

(- 5 ) '^1 '^'2 ’ • ’J ^ A -, n * 

Wenn aile Uiiterdeterminanten . = 0 sind, so ist (25) keine 
eigentlicbe Losung. Es gibt aber aucli in diesem Falle ©igentlicbe 
LÔsungen, zu deron Darstellung man die Unterdeterminanten von den 
Unterdeterminanten braucht. Hierauf wollen wir hier aber nickt 
eingehen. 


§ 00. Del* biiioiuisclie und polyuomisclie Lelirsatz. 

1. Die Kombinationen von n Elementen oline Wiederholung 
treten auf, wenn es sicli um die Multiplilîation von n binomiscben 
Faktoren bandelt. 

Nebnien wir an, es seien x^ allgemeine Zeicben 

für irgend welcbe Zablen, und es bandle sicb um die Bildung des 
Produktes der n Faktoren: 

(1) I<\ = (æ + «J (x + rt.,) (•■/; + «J,) • • • {x + a J 
iiacli den Siitzen § 10. Es ist für n = 2 und n == 3 

Fk = + X (r^i + a,,) + 

(a^ + + «y) + x (a^ + a^c^y + <^2%) + a^agay, 

und durch Anwendung der vollstilndigen Induktion erhalt man all- 
gemein 

(2) ik, = + A^x'^-^+ • • • + A^^^,x + 

wenn A^ die Summe der GroBen A^ die Summe der 

Produkte zu je zweien, A^ die Summe der Produkte zu je dreieii u. s. f. 
und endlich. A^ das Produkt aller bedeutet. Wir wollen 

dies, indem wir das Zeiclien U (Summe) anwenden, so darstellen: 

(3) A^ = 2)^^, A = Ay = • • •? 

Al == 
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Denken wir nas für die a,, <^ 2 ^ bestimmte gegebeue Zahleii 
gesetztj walirend x als ein Zeicken betraclitet wird^ das jede be- 
liebige'Zahl bedeuten kann, so lieiBt der Ausdruck eiiie gaiize 
Funktion von x voin Grade n. Die Zablen A^j Ao, . . A,^^ heiBen 

die Koeffizienten dieser Funktion. 

2. In den Ausdrücken A^j A 2 , . . kommen in den einzebien 
Summanden die Kom binationen obne Wiederholung zu je eineni, 
zwei; drei u. s. w. der oi Elemente a^j • • vor. Die Glieder- 
zablen, die diese Summen bilden, sind daber (§ b7) 

iV»), B O^). 

y on besonderem Interesse ist uns hier der Fall, daB die 

aile einander gleich sind. Ist ihr gemeinsainer Wert so ergibt sicli 


und aus (1) und (2) folgt die Formel: 

(4) (x + a)'' == x'^ + H 1- .7)^“)^ 


Diese Formel; die sehr haufig angewandt wird, lieiBt der biuomisclie 
Lehrsatz. »Sie dient dazu, die Poteiiz eines Biiionics (x-\~aY 
nach Potenzen von x und a zu ordneii. lu der Formol (4) ist 
nach absteigenden Potenzen vou x und aufHteigonden Po- 
tenzen von a geordnet. 

Die Formel lautet; explizite geschrieben: 

(x + ==^ ^ 7" ^ ^ 

(5) 

uad für die erstea Pâlie n = 2, 3, 4, 5: 

(a: + «)^ — + 2ax + 

fRl {x -\- ay = + ’Siax^ 3a“æ -j- a*', 

^ {x + af=^cc^-\- 4ar'> + + 4ff''j; + d, 

{x + df = 4- hax^ + IQdx^ H- lüa»,î4 hdx + a\ 


Sefczt man x = l, so ergibt die Formel (5) 


(7) (1 + a}' = 1 -f ” .-2— + 

und bieraus erhâlt man aucli wieder 
weü {x + a)” = x” (l + iBt. 


“'“Tï'r'’ 

leicht die allgemeiue Formel; 


Wegen dieses Âuftretens in dem binomischen Lebrsatze werden 
die Zablen 

Bi% 

auch. die Binomialkoeffizienten genannt.^) 

3. Wenn n eine Primzahl ist^ so sind die Binomialkoeffizienten, 
mit Ansnabme des ersten und des letzten, also 

JQhi) J?{n) TO(n) 

aile durcb n teilbar; denn ans § 57, (3) folgt 

(8) ni î (^n ni) ! = 1. 

Ist nun m grôBer als 0 und kleiner als n, so ist m\ und (^n~-m)\ 
nicbt durcb n teilbar, wabrend n\ durcb n teilbar ist. Folglicb muB 
durcb n teilbar sein (§ 17, 1.). Demnacb ergibt sicb ans (7), da6, 
wenn a eine ganze Zabi ist: 

(9) [(a+iy^-(a + l)]--(a«^a) 

durcb 71 teilbar ist. Setzen wir a = 1, so folgt, daB 2" — 2 durcb n 
teilbar ist, und wenn wir also annebmen, es sei bereits bewiesen, daB 
a” — a fûr irgend ein a durcb 7i teilbar sei, so folgt ans (9) das 
Gleicbe für (<^ + l)" — (a+1). Damit ist der Fermatscbe Lebr- 
satz durcb vollstândige Induktion bewiesen: 

Ist a eine beliebige ganze Zabi und 7i eine Prim- 
zabl, so ist ~~ a durcb n teilbar. 

4c* Wir kônnen die beiden Pormeln 

(1 4- ajri _ ^ ^ H 1- 

(1 + ay -= jBo(«) + By^)a + By^cr H h 

in denen m und 7% zwei beliebige ganze Zablen sind, miteinander 
multiplizieren und erbalten 

+ (By-)By^) + By^^)By^) + By‘^)By^))a^ + • . . . 

Diese Summe muB aber aucb gleicb 

jg^(m+.0 4- 4- H 

sein. Die Vergleicbung dieser beiden Ausdrücke führt zu den folgen- 
den Relationen zwiscben den Binomialkoeffizienten: 


1) Die erste Kenntnis der Binomialkoeffizienten findet sich bei Micbael 
Stifel (Aritbmetica integra, 1544), woselbst eine Tabelle der Binoxnialkoeffi-' 
zienten bis zur 17‘®’'Potenz angegeben ist (Cantor^ Gescb. d. Math., Bd. 2, S. 430). 
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§ 60 . 

^ + J>V'0 + . . . 

oder allgemem, für irgend eiû v, 

(10) + • • • H- .Z>‘,,('") 

Hierin ist jS/"' = 0 zu setzea, wenn ?/ > »• isfc. \oii dieser Formel 
werden wir spâter eine selir wiclitige Auvveiidniig inacheu. 

5. In § 57, (3) sind die Binomialkoefliziciiten in der Form dar- 
gestellt: 

O n, I 

B («) = ^ - - ■ 

« BL ! {ri — Bi) ! 

Setzen wir also n = a, n — 'ni = ce ft so erhalteu wir 

die Formel 

( 11 ) + 

xind liierin mufi sicL. die Suiruue U auï al.le inog.U(îli(îii Zer- 
legungen der Zahl n iu zwei Suinmaiide ii, doreii Iceiner 
negativ ist, erstrecken. üuter 01 hiit inaii die Zabi . 1 . zu ver- 
stehen. 

lu dieser Form liiBt sicli dor biiiomisclie Satz verallgeiucineru. 
Es seieu Xj i/j z', ... uubestimmto GroBoii, cbvreii A.nzahl r sei, 
und n eine positive ganze Zabi, die aiif aile inüglicbeii Artoii iu r 
niebt négative ganzzahlige Summaudeii a, /î, . zerlegt wlrd: 

(12) n = + ^ + y + • • • . 

Dann erbalt mau zunilclist dureb Indulction 

(13) (æ + ÿ + 2 H- . . .)" = 2 ,, I P l'y 1 , , . , 

worin sicb die Summe auf aile Zerleguiigcii (12) orstrcckt. 

Der Beweis dieser Formel, die für r 2 ricbi.ig ist, ergibt sicli 
durch vollstândige Induktion, weuii wir vorîiiissetzeii, sii*. soi für r— l 
sekon bewiesen. Setzen wir danu 


n = y + -I 

und bilden nach (11) 

(14) (x + ?.()” == 2 j ( « + î' = ») 

und nacF der für r — 1 als riclif.ig voraiisgcs(dzton f'orinel (13) 



■ifsr, 


(/I + 5' 4 “0 


80 ergibt sicb aus (14) die Formel (13). 

Diese Formel wird der polynoinisciio Lebrsatz genaunt. 


§ 61. Aritlimetisclie Reiheii. 

1. Eiae geordnete Reilie vou Zahlen, cleren jede folgende um 
dieseibe Zabi grôfier ist als die vorhergebende, bilden eine arith- 
metiscbe Progression oder eine aritbmetiscbe Reibe (§ 38,1.). 

Wk kbiiuen die aritbmetiscbe Progression aucb definieren als 
eine Zablenreibe, in der die" Differenz zweier aufeinander fol- 
gencler Zableii unverânderlicli oder konstant ist. Diese konstante 
Differenz heiBt aucb die Differenz der arithmetiscben Reibe. 

So bilden die natürlicben Zablen in ibrer natürlicben Ordnung 
eine aritbmetiscbe Reibe mit der Differenz 1, die geraden oder die 
ungeraden Zablen fur sicb eine aritbmetiscbe Reibe mit der Diffe- 
renz 2, die Zablenreibe 1, 4, 7, 10, 13^ . . . oder 2, 5, 8, 11, 14, . . . 
oder 0, 3, 6, 9, 12, ... aritbmetiscbe Progressionen mit der Diffe- 
renz 3 n. s. f. Die Zablen einer solcben Reibe konnen aber aucb ge- 
brocben mid negativ sein, und e])enso braucbt die Differenz keine 
ganze Zabi zu sein. Ist die Differenz positiv, so beiBt die Reibe 
steigend, ist sie negativ, fallend oder absteigend. 

Die allgenieine Porm einer aritbmetiscben Progression ist, wenn 
a und 1) beliebige Zablen siiid: 

Cl J et ^1) J et Al) J 

a ist das Anfangsglied, 1) die Differenz. 

Wenn x ein Zeichen ist, das der Reibe nacb die Werte 0, 1, 
2, 3, . . . annimmt, so ist a + das allgemeine Grlied einer 
solcben Reibe. 

2. Oft bietet sicb die Aufgabe, die Summe von n aufein- 
ander folgenden Gliedern einer aritbmetiscben Reibe zu bestimmen. 
Das kann kürzer als dureb wirldicbe Ausfubrung der Addition ge- 
scbebeji mittels einer allgemeincn Formel, die wir jetzt ableiten 
wollen. Nebmen wir an, es handle sicb um die Summe der n ersten 
Zablen einer aritbmetiscben Progression: 

5' === a 4- (a 4- &) 4- (a 4- 2?>) -b • • • + (a — (n- -—1)1^), 

so ergibt sicb dafür 

(1) S ~ na (1 4“ 2 + 3 -b • • * 4" — 1))6 ; 

und wir baben also zunacbst einen speziellen Fall der allgemeinen Auf- 
gabe zu lôsen, namlicb die Summe der {ii — 1) ersten natürlicben Zablen 

(2) 5=.l + 2 + 3-b--- + (n-^l) 

zu finden. Diese laBt sicb aber einfacb ans der Bemerkung ableiten, 
laB je zwei Glieder, die gleicb weit vom Anfang und vom Ende ab- 


stehen, wie 1 und (w - 1) oder 2 und (« - 2) oder 3 und (w - 3), 
immer dieselbe Summe n ergeben. Ist also — 1 eine gerade Zabi, 
so zerfallen die Glieder der Summe s in 1) Paare, deren Summe 

n ist, und mitliin ist 


Ist aber n — 1 ungerade, also n gerade, so haben wir nur — 2) 
solcbe Paare, wabrend das mittelste Glied, das den Wert -tn bat, Ter- 
einzelt bleibt. Es ist also jetzt 

_ J- Il = 

5 2 2 2 


und die Formel (3) gilt also aiicli für diesen Fall. Aus (1) ergibt 
sich. darm für S: 

(4) G = w (fl + , 

und man erhâlt z. B. hieraus die Summe der u ersteii ungeraden 
Zablen, wenn man a = 1, b = 2 setzt: 

3. Die Zablen ^n{n-\-l) stelleu sicli z. B, bei folgender Auf- 
gabe ein: Es sollen Kugeln (z. B. Billardkugeln) in einem Dreieck 
so angeordnet werden, daB sie in Reihen liegeu, von dencai die erste 
eine, die zweite zwei, die dritte drei, . . die Reihe n Kugeln ent- 
bâlt. Wieviel Kugeln enthalt das ganze DreiecdcV Die Gesamtzabl 
dieser Kugeln wird nacli der Formel (4), in der re== 1, & = I zu 
setzen ist, durch die Zabi 

n i (m -f- 1) 


dargestellt, und aus diesem Grande beiBen dies(‘ Zablen Dreiecks- 
zablen oder Trigonalzablen. Die Dreieckszahleii sind der 
Reibe nach 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ... 

Ordnen wir die Kugeln in ein Quadrat, so daB in jeder Reibe 
soviel Kugeln liegen als Reihen vorbanden sind, so erbiilt man die 
Viereckszahlen oder die Quadratzablen 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, . . . 

Aus der Formel 

( 5 ) = 

ersiebt mau die Regel, daB die Summe der und (?î~ Dreiecks- 
zabl die Yiereckszabl ist, was auch die geometrisclie Anscbauimg 
zeigt. 


§ 62 . Arithiiietisclie Reihen lioherer Ordiiinig. 

1. Betrachten wir irgend eine Reihe A von Zahlen, die nacli 
einem gegebenen Gesetz forts chreiten, 

(I2J . . .J 

und bilden die Differenz je zweier aufeinander folgender Glieder 
1 )q ct -^ ^^' 0 ) ? ^2 ^ ^2 } ' ' 

so beiBt die Reihe B der b, also 

^o; ^^1? ^2; • • •? 

die Reihe der Differenzen von der Reihe A, 

Ans dieser kônnen wir wieder die Differenzen bilden: 

Cq = &i Z>o? C-^ == (>2 
und erhalten eine Reihe C 

^0? ^'1; ^2; • • 

die die Reihe der zweiten Differenzen von A heifit, und auf diese 
Weise konnen wir fortfahren und die Reihe der dritten, vierten^ . . . 
Differenzen bilden. 

Durch Addition der Glieder der Reihe B ergibt sich 

a, J — r^o = ^0 + + ^2 + ' ‘ * + ^«-1? 

und es ist also das (n + 1)*® Glied der Reihe A gleich der Summe 
der n ersten Glieder der Reihe B, verni ehrt um das Anfangsglied 
Die Reihe A ist eine arithmetische, wenn die Glieder der 
Reihe B aile einander gleich (konstant) sind. Ist aber B selbst eine 
arithmetische Reihe, so heiBt A eine arithmetische Reihe zweiter 
Ordnung. Wir definieren allgemein eine arithmetische Reihe 
Ordnung dadurch, da6 die Reihe ihrer ersten Differenzen 
eine arithmetische Reihe (Z; — 1)^°^ Ordnung ist, und daraus 
ergibt sich, dafi bei einer arithmetischen Reihe Ordnung 
die Glieder der Differenzenreihe konstant sind. 

Die Reihe der Dreieckszahlen ist eine arithmetische Reihe zweiter 
Ordnung. 

Die Summen der n ersten Glieder einer arithme- 
tischen Reihe Ordnung bilden eine arithmetische Reihe 
(fc -h Ordnung, denn die Differenzen = bilden eine 

arithmetische Reihe B^^ Ordnung. 

2, Man kann die allgemeine Porm der Glieder einer arithme- 
tischen Reihe B^^ Ordnung leicht durch die Binomialkoeffizienten 
darstellen. 


Es ist nâmlich das («+!)“' Glied einer arithmetischen Reilie 
Ordniing ein Ausdrnck von der Form: 

(1) = «O + + • • • + 

worin die Koeffizienten imabliaiigig sind. Die 

einzelnen Progressionen der i'“‘ Ordnuiig untersclieideu sicli von- 
einander durcli die Werte der a. 

Der Beweis dieses Gesetzes ergibt sicli sehr einfach dnrcli die 
vollsfcândige Induktion. Die Formel ist namlich offenbar ricbtig für 
/(■ = 1, deuu die Glieder der aritbmetiscbeii Reibe erster Orduung 
sind von der Form a„ = «o + Wir ueliinen also die Riclitigkeit 
für die Reibe {le — Ordnung als erwiesen an. 

Es sei nun A die gegebeiie aritbmetisclie Reilic /.•.*"'■ Orduung und 
B die Reibe ibrer ersten Differenzen, von der wir abso auneliineu, daB 
ibr Glied in der Form darstellbar sei; 

(2) K-i = + • • • -F 

Nun bat aber die Reibe, deren {ii 1)‘"" Glied deu Ansdruek (1) 
bat, eine erste Differenzenreibe, deren Glied 

ist, und dies stiinmt uacb der Formel § 57 (7) mit dem Avisdruek (2) 
überein. 

Da nun die Glieder einer Reibe durcli das Anfiiugsglied und 
dureb die Reibe der ersten Ditfereiizeii cindoutig bestimmt sind, so 
muB die Reibe der bei passender Bostiiuniung des Anfangsglicdes 
«0 mit der gegebeneu Reibe A überoiustimmen, wodurcli der Satz be- 
■wiesen ist. 

Setzt man in der Formel (1) ii = 0, 1 , 2 ,..., so orbillt mau: 

«0 = « 0 » 

«1 = «0 + «1 ; 

«2 = «0 + + « 2 , 

“it- = «0 + H- d + «/., 

woiaus die cc dureb die Z; -|- 1 ersten Glieder der Reilie A. liostimmt sind. 

3. Die Binomialkoeffizienten R/'> sind ganze Punktionen/d''" Grades 
von n und man kann aucb umgekebrt die Potenz i/F linoar dureb 
ausdriickeu. Hieimacli ergilit .sieli ans (1); 

Das + Glied einer aritbmetiscb en Reibe Zl" Ord- 
nung ist eine ganze Funktion Z:*™ Grades von n, und jede 
Reibe, deren (w -f- 1)*®® Glied von der Form 


; 3 ) dn = Cq + c^n + ’i + 

.st; ist eine arithmetisclie Reihe Ordnung. 

Aber die Bestimmung der Koeffizienten in (1) ist einfacber 
ils in (3). 

i, Wir wollen z. B. nnter die Summe der n ersten Dreiecks- 
îablen verstehen: 

„.-l + 3 + 6 + ... + 2<’L+-!>i 

lie Œqj a^j ccç,, ... bilden eine aritbmetische Reibe dritter Ordnung, 
ind nacli unserem Satze muB also 


v — 1) (-a — l)('n — 2) 

% = «0 + + ^2 2 ~ ■ G 

3 eiu. Um cc^y c^i, bestinimen, setzen wir n = 0j n=l, 

= 2, = 3 und erbalten, da 

CÙQ = 0; = 1, Ch = 4^ Wg = 10 

^st, zur Bestimmung der a: 

aQ = Oy 4“ % === 1; ~\r ^ ^ J 

(Xq 3 -|- 3 CCo 4“ OJg == 1 0 P 

c<:q = 0^ ^ ly cc» 2y «3 = 1^ 

, . .K , ('H— l)(n — 2) n0^ + l)(n4■2) 

: n + n {n — 1) 4- • = - — — — - • 


Dder 

ind daraus: 


Dies ist z. B. die Zabi der Kugeln, die in einem regelmaBigen 
Tetraeder geschicbtet sind, tind wird daruin die Tetraeclerzabl 
genannt. Die Reihe der Tctraederzalilen beginnt mit 

1, 4, 10, 20, 35, 56, . . . 

Um die Reihe der ot ersten Quaciratzablen 


c, = 1 + 2^ + 3^ + . . . + 

zn ermitteln, bat man in dem Ausdruck 

, , n (n — 1) , n(n — 1) (n — 2) 

^71 = ^0 + 3' ^2 2 " "k ^3 " Q ■ 


n = 0, 1, 2, 3 zu setzen und erbalt oîq == 0, ccj^ == ly = 3, «g 
also 


, n{n — 1) , Q 

= n + O - b ^ — 


= 2 , 


0 
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§ 03. 


Für die Summe der n ersten Kubikzalilen 


= 1 » + 2** + 3 ^ 4 h n-' 

erhâlt man 

n(n — 1) , 'ff' 0^ i) ~-yl I .. 1) — -0 0'^ — 

n + «2 ~--^r h i: 2 77} "■ ■+' '1.2. 3' . 4 

Man findet wie oben oiJj^ = 1, c <2 ^ ^ j — 1'^; = () niul kanu 

für s,, aucb sclireiben 


§ 63. Geomctrisclio Reilioii. 

1. Die Zablen einer Reibe a, (u, . . . stelien in geometri- 

scher Progression oder bikien oine geoinetrischc Reilie, wenn 
jecle Zabi ans der vorbergelienclen diircli Multiplikatioii mit einem 
und demselben Faktor q bervorgcgangen ist, odin* wonn der Quotient 
ans jeder dieser Zablen iind der Yoraugc^gaiigemm, kon- 

stant =g ist. a heiJSt das Anfangsglied, q der Quotient der geo- 
metriscben Reibe. Die Glieder der geoinetriscdien Progression haben 
also den Ausdruck: 

(h • • -i 

das Glied ist aq^^"^. Wenn q positiv ist, so haben aile Glieder 
dasselbe Vorzeicben, z. B. das positive, \v(‘nn a positiv ist. Ist 
aber q negativ, so sind die Vorzeiclien der Glieder abwecbselnd 
positiv und negativ. 

Ist q dem absoluteiiAVerte nacb grëBer aïs I, so ist jedes Glied 
absolut grôBer als das voraugebcude; wir babmi eine steigencle 
geometriscbe Reibe. 

Ist q ein ecbter Brucb, so nebnien die Glbicbu* mit waelisender 
Rangordnung dem absoluten Werte nacli îib; wir liabcm eine fallende 
geometriscbe Reibe. 

Ist endlich {2' = ± 1, so sind aile (Riedor gkdcdi a. 

2, Aucb hier ist es eine wiebtige Aufgalx»^ die Humme der 
n ersten Glieder /ai finden. Es ist 

(1) S = a + aq + aq^ d j- cuf-^ ^ a(l + q + //“ -1 + 1), 

und es ist also die Aufgabe darauf /Airückg(*rübrt, die Huniine 

(2) 5 = 1 + 

zu finden. Man findet diese Summe leicdit aus der Bemerkung, daü 
durcb Multiplikation mit q jedes Glied in das folgendo übcrgebt, also 


03 . 
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3) sq = (f + cf 1- 

rird. Bildet mau nun die Differeuz aus (2) und (3), so folgt: 

s{l~-q) - 1 - ( 2 ^ 

nd daraus erhâlt man 5 in alleu Fâllen, auBer wenn g = 1 ist: 



’ür (2 = 1 aber erlialt man direkt s = n, wenn man beachtet, daB in 
iesem Falle aile Grlieder den Wert 1 baben. 

Ist (2 > wird man^ um positive Zübler und Nenner zu er- 

alten, lieber 



cbreiben. Aus (1) folgt dann 

Cl(^ — et 

^ ~ q _ZY ’ 

,nd diese Formel laBt sicli in die Regel zusaminenfassen: 

Um die Summe der ersten Glieder einer geometriseben 
ueibe zu erbalten, subtrabiere man das Anfangsglied von 
em (n + Gliede der Reibe und dividiere dureb deu um 
verminderten Quotienten. 

3. Wir woUeii der Formel (4) eine etwas andere Gestalt geben, 
idem wir g==Z>/a setzen und dann den Brucb mit a” erweitern. 
)adurcb ergibt sicb 

der wenn wir nacb (2) 

->+-‘+&r+-+(r‘ 

etzen und mit multiplizieren : 

5) a”-^ + a’‘--h + a”-'^P H + , 

der aucb 

^{a-V) + a« “-6 -f + • • • + + 

ine Formel, die sicb dureb Ausmultiplizieren sofort verifizieren laBt. 
Beispielsweise erbalten wir fiir n = 2^ ~ 3: 

a- ^1)^ {a — b) (a + &), 

— 1)^ := (^a — h) + ai + h^). 

)ie erste dieser Formeln liiBt sicb in Worten so ausdrücken: 


Die Differeuz der Qiiadrrite zweier Zaliloii ist gleicli 
dem Produkt aus der Differeuz und der Svinnne d(3r beideu 
Zahlen. 

Setzt man et = a + /î? h == a — ftj so iolgt ciiie gleicliialls oft 
augewandte Formel 


§ 64. Zîiis- luid Rent(3ïii*eclininift\ 

1 . Bine praktiscli wichtige Auwondnug d(‘r Théorie der geome- 
trisclien Reilieu ist die auf die Ziiis- und Ive ii teur eehuuug. 
Wir konneu hier nnr die allgeraeiuen. Qruiidforuudii angeben, iudem 
wü* wegen weiterer Details inid BeiH])iele auf Spoziahverko, besouderg 
auf das kleine Werk von Moritz Gantor^ ^Politiselie Aritlimetild^ 
(Leipzig, Teubner 1898, 2. Autlage 19(bî), verwoisivn. Weim ein 
Kapital, sagen wir von c Marie, auf Ziiisoji avisgelicvhen ^vird, so wird 
dabei verabredet, daB der Sclmldner dem Gliluhiger ani Ende eines 
jeden Jahres fûr je hundert Mark des Ivapitals oiim. bestinuute vSumme, 
sagen wir p Mark, zu zahlen bat (p Frozeiii:, iii Zeiclien p7o)* 

Zahl P heiBt der ZiiisfuB. Oft wird aiudi halbjîllirlicdie oder viertel- 
jahrliche Zinszahlung vereinbart, wobei jedoch inimer die Prozente 
auf das Jahr bezogen werdeii, Nacli dom li(Hitigen Stand des Geld- 
marktes ist 3 7o; 34 %? gewülinliche ZiasfuB. Er 

richtet sich in erster Linie naeh dem (irad der Sieberheit der Kapital- 
anlage, d. h. des Vertrauens des Glaul)igers, daB der Scbuldiier seine 
Verpflichtungen erfüllen werde. 

Der Zins von 100 Mark betriigt p^ der von eimu* Mark also 
p/100 Mark, und folglich der Zins voji, r Mark cp/\i)i) Mark. Soll 
also nach einem Jahr das Kapital c iu3l)Ht Zinseu zvirückgezahlt 
werden, so sind c + ^;p/10() znrikdczuzalil.on, und das Kapital c ist 
also auf 



gewachsen. 

Bisweüen werden nun die Zinseu niclit [)ar bezahlt, sondern 
sie werden, wie man sagt, zum Kapital g(^K(*Jihigen und juit ihin 
weiter verzinst. So entsteht der Zinsenzins. Na(‘.li dem zweiten 
Jahr hat sich dann das Kapital c in dcîrseihon Wiiise vcu'grüBert, und 
ist also auf 

c"=c'(i+^y ==c(i 
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ïwaclisen; iind nach Veiiauf von n Jahren hat das Kapital die Hôhe 



Teicht. 

Das Kapital wachst also unter diesen Umstanden in geometri- 
îher Progression. 

Wenn der Zins niclit jâhrlich^ sondern etwa lialbjâlirlicli oder ^ 
ertelj'âlirlicli, oder allgemein nacli Verlauf des Teiles eines 

ihres zum Kapital gescblagen wird, wahrend sicli der ZinsfuB ^ 
)ch aiif das Jalir bezielit, so gibt die Formel (1) für den Wert 
îs Kapitals nacli n Jabren 

0 c = 

id wenn die Frage umgekelirt ist^ welchen Wert ein nacli n Jabren 
blbares Kapital C beute bat, so ergibt sicb unter der Annabme (1) 



ier nacb der Annabme (2) 



2. Rentenrecbnung. Unter einer Rente verstebt nian eine 
regelmilBigen Zeitintervallen, z. B. aile Jabre, sei es für immer^ 
d es für eine begrenzte Zeit zii zablende Summe. Angenommen, 
1 sei eine Rente von r Mark wabrend -n Jabren ani ScbluB eines 
den Jabres zablbar. Wenn nun diese Rente aufgespart und immer 
îrzinslicb, mit p7o Zinseszins, angelegt wird, welcbe Summe ist am 
nde der n Jabre aufgelaufen? 

Zur Beantwortung dieser Frage bedenke man, daB die erste 
Eiblung wabrend n-~l Jabren, die zweite wabrend n — 2 Jabren u. s. f., 
,e vorletzte ein Jabr, die letzte nocb gar nicbt Zins getragen bat. 
emnacb ist die erste Zablung 

auf ^(1 + 4)" ’’ 

( i) \n~ 2 

1 + , 

die vorletzte auf r , 

die letzte auf r 

1) Der Handel iat miter sonst gleiclien Verlialtnisaen für den Glàubiger 
Il so vorfceilhafter, je groiJer m ist, d. h. iu je kleineren Intervallen die Zinseu 
.m Kapital geschlagen werdeB. Gleicb.'wonl waclist der Ansdmck für G, wie 
ir spater sehen werden, mit m nicht über aile Grenzen, sondern er bleibt für 
ne gegebene Anzahl n von Jabren unter einer bestimmten Grenze, die sicli 
imeriscb bestimmen labt. 


I. Grnndlagen der Anthmetik. 


angelaiifen, und die Gresamtsiimme (Enilkapital) betriigt also, weaa 
wir zur Abkürzung 

(5) 1 + lïü == 

setzen, nacli § 63 

i? = r (1 + (Z + ■ • • + (Z" " 0 = , 

oder wenn wir den Ausdruck für (j[ ans (5) einsetzen: 

(6) 

Um dieselbe Summe am Eiide des cJalir{‘S zvi erlialten, müBte 
ein Kapital A am Anfang des ersten Jalirois aiif Zinseszins gelegt 
werden, was nacli n Jaliren zu der Suiiime K augewiicliseu ist; es 
müBte also nach (1) 


sein. Daraus ergibt sicli 


i,' = J d+Tmi) 


, 100 rr. P \-‘r 

= J. 


Diese Summe heiBt der Barwert dor Iveiito. Sitî wilre zu zalilen 
wenn die Rente ,,abgelost“ werden vsollto: Je groBor y/, ist, um so 

kleiner wird + i-iiT^d um so nillun- koiumt A der Summe 

IQOtIp, d. L dem Kapital, das bei eiufaeliom Zius jiiliiiicli die 
Bumme r als Zins abwirft. 
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Elfter Abschnitt. 


Algebraisclie Gleichungen. 

§ 65. Gaiize Funktîoiien und ilire Wurzeln. 

1 . In dem geaamten Zahlengebiete, das wir bisher kennen ge- 
ernt baben, sind gewisse spezielle Zahlsysteme von ausgezeichneten 
Üigenschaften vorbanden, die man algebraiscbe Zablen nennt, von 
lenen die ersten und einfacbsten die Quadratwurzeln sind. Ebenso 
rie diese ans den quadratischen Gleicbungen, so entsteben die ail- 
femeinen algebraiscben Zablen ans der Aufgabe, eine Gleicbung 
LÔberen Grades aufzulôsen. Bevor wir aber ziir niiberen Betracbtung 
lieser Aufgabe vorgeben kônnen^ ist es notwendig, einige allgemeine 
3etracbtungen über ganze Funktionen vorauszuscbicken. 

2. Tinter einer ganzen Funktion oder kurz einer Funktion 
^ersteben wir einen Ausdruck von der Form 

1) f(a)) = ^0^’^ + H b 

vorin die bestimmte gegebene Zablen sind, die 

vir die Koeffizienten der Funktion f(^) nennen; n ist eine ganze 
) 0 sitive Zabi und ii; ein Zeicben, für das jeder beliebige Zablenwert 
jesetzt werden kann. Wir nennen dann die Veranderlicbe 
Variable); und /‘(^r) ist ein abgekürztes Zeicben für den ganzen 
riisdruck. Ist von Null verscbieden, so beiBt n der Grad der 
runktion 

Es ist nicbt notwendig, daJB die Koeffizienten rationale Zablen 
ind. Sie kônnen aucb irrational und selbst komplex sein. 

Statt der Zeicben a, x, f kônnen natürlicb aucb andere Bucb- 
taben gebraiicbt werden. Es diene dabei aber als Regel, daB zur 
îezeicbnung der Koeffizienten vorzugsweise die ersten Bucbstaben 
les kleinen lateiniscben Alphabets a, c, für die Veranderlichen die 
îucbstaben Xy y, z, ty als Funktionszeicben /* çp, ipy wobl aucb 
^y 0y W angewendet werden. 


14 '^ 


3, Ganze FuiiktioneiL konuen addiert, siibtraliiert und multi- 
pliziert werden, wobei die llecheiiregebi lür Polynôme angewandt 
werden. Das Résultat dieser Operationen int wieder eine ganze Funk> 
tioii. Man ordnet diese Funktioiieii; iiidem inan aile Glieder^ die die 
o-leicbe Potenz von entbalten, in eins ziisammenfaBt, und diese 
Glieder von links nacb recbts entweder nach anfsteigenden oder nach 
absteigendeu Werten des Exponeiiten in eine Reilie schroibt. So 
ist Z. B. 

(cIqX- + + r/g) “I" 

= ao'bo^'^ + (aohi + + (r^Aj H- 

4- + a-ih + H- 

Wenn man zwei Fimktioiien nnd Grades f{ 'A') a^oi9' -] 

und cp{x) A miteinander iiuiltipliziert, so ITiiigt das ge- 

ordnete Produkt f(x)(p{x) mit dem Gliede au, und der 

Grad eines Produktes ist dalier gleicli der Hiiuimo m +u der 
Grade der Faktoren. 

L Zwei Funktionen f{x) nnd (p(x) lieilien nur daiui einander 
gleicli (genauer identiscli), fA)=^(pA')j ^vonn si(^ von gleicliem 
Grade sind, und wenn die Koeffizionten gloic.lmr Potenz(vu iu beideii 
die namlicken Werte liabeii; beido liaben, daun b’ir jeden lieliebigeii 
Zalilenwert von x denselben Jiinneriscdien VV/ud. 

Davon bat inan die Gleicblieit zvvüier Fuiiktioiuai /*(;/:) = 
zu unterscheiden, die nur für einzelne besoudore Wertt; von a; statt- 
findet. 

Wâhrend also die Gleicliheit f(x) O iin ersbm. Siniie verlangt, 
daB die Koeffizienten //-,, aile don Wert Niill Iiabeii, kaini 

man andererseits nacb solcheii W(udcn rr B'ageu, für die f{x) 
bei nicbt verscbwindenden Ivoeffizionteii versclnvindet. Mm solcber 
Wert beiBt eine Wnrzel von /'(a;) oder amdi eine Wurzel der 
Gleicbung f{x) = 0 . Wenn die Fruge ko gestellt wird, lieiBt x 
aucb die Unbekannte der Gleicbung, für die der bostinimte Wert 
Xi gesucbt wird. 

5. Wenn die Koeflizienton z/^, . . r/^^ rtMvll sind, so beifit 

f(x) eine reelle Funktion. Hat eine recvlle IGinktion eine inniginare 
Wnrzel x^^ cc + /?/, so ist 

(2) aQ{cc + 4- (a 4- ^ ^ . -p ^ .p == 0. 

Daraus folgt, da man nacb § 4.8, 5. ül)ora]l i dnreJj — / ersetzen kaini, 
daB aucb 

(3) a^(a-§iY + ^ ]- (ii) + «„ = 0 


11. Algebraisclie Gleichungen. 


213 


§ 6G. 


sein muB. Es ist also aucli = a — pi eine Wurzel von f{x). Dieses 
wiclitige Ergebnis spreclien wir als Satz ans: 

Bei einer reellen Fiinktion f(x) kônnen imaginare 
Wurzelu nur paarweise vorkommen, nnd zwar so, daB 
je zwei Wurzein konjugiert imaginâr sind. 


§ 66. Division gauzer Fuuktionen. 

1 . Das Rechnen mit ganzen Funktioneu hat mannigfache Ana- 
logie mit dem Reclinen im Gebiete der ganzen Zahlen. Von beson- 
derer Wicktigkeit sind die Regeln für die Division. 

Es seien 

f{x) = a^x’' + H (- + a,„ 

cp (x) = boX"‘ + + 

zwei Funktionen von den Graden n nnd also und von Null 
verschieden; wir nebmen n ^ m an. 

Die Funktion f(x') heiBt teilbar durch ç>(x)^ wenn 
es eine ganze Funktion Q(x) von der Art gibt, daB 

/'(:r) = ÇW ist. 

Nacli § 65, 3. muB Q(x) vom Grade n — ni sein, und um den 
Fall n = m gleicb. mit zu erledigen, müssen wir unter einer ganzen 
Funktion vom Grade Null eine von Null verscbiedene Zabi (oline 
die Verânderlicbe x) versteben. 

Um die Teilbarkeit nâber zu untersucben, setzen wir 

(2) Q{x) = qoX’‘-'“ + q^x”-”^-^ H h 

und setzen die Koeffizienten des Produktes (p(x) Q{x)y von auf- 
steigend, den Koeffizienten der Funktion f{x) gleicb. Dies gibt uns 
folgende Gleicbungen: 

a, - 

+ &l(Zl + 

( 3 ) 

+ ’ * *? 


— >n ^ 0 — m — 1 ’ ' * * 

Die Bildung dieser Gleicbungen ist sebr leicbt, weil man immer 
nur darauf zu seben bat, daB in dem Ausdruck für a^, die Summe 
der Indizes von also i -j- Æ, gleicb v werde. Die Summe ist nur so 
weit fortzusetzen, daB der Index i von 1 nicbt grôBer als m wird. 


§ 66 , 

Hier haben wir nun ein System von n — m + 1 Gleicliungen 
erstett Grades, aus dem die w W' ~l" 1 IJjibekariuteii 
bestimmt werden konnen. Es ist aber ein Gleicbungssystem von be- 
sonders einfacbem Bau; man fîndet namlich aus der ersten dieser 
Gleichnngen = aj\. Ist gefunden, so ergibt die zweite Glei- 
cliung ~ (®i — ^i?o)/^o (*^1^0 ^i**o)/^o maii ei’balt in 

den Hennern immer nur Potenzen von das naeh Voraussetzung 
von HuU verscbieden ist. 

Ist diese Bestimmung ausgeführt, so stiinmt das Produkt <p{x)Q{x) 
in den Koeffizienten von x^‘, æ”"', . . mit f{x) überein, uud die 
Differenz f{x)-(p{x)Q{x) ist eiue ganze Punktion 

(4) B{x) = + • • • + r,„_.;,x + 

deren Grad hocbstens =ni—l ist. Er kauii aber aucb niedriger 
sein, wenn Vg oder Vg und u. s. f. verscliwinden. Wir Iiabeu dann also 

(5) f(x) = (p(x) {J(x) + 7i(x). 

Diese Operation lieiBt die Division von /'(x) durcli q)(x); /'(.r) beiBt 
der Dividendus, (p(x) der Diviser, der Quotient, Ji(x) der 

Rest. Ist f(x) und qp(æ) gegeben, so sind und Ii(x) ein- 

deutig dadureb bestimmt, daB der Grad von /i(x) kloiner sein soll 
als der Grad von çi(x). 

Dies ist geuau wie bei der Division gaiizcn- Zabloji (§ 15, iJ), nur 
daB beim Rest nicht der kleinere Zalileiiwert, sondern derr uiedrigere 
Grad in Betracbt kommt. Man kann aucli die Ibichniiiig ganz so 
anordnen, vrie bei der Division dekadiseber Zahlen, wie folgendes 
Beispiel zeigt, bei dem 

f(x) = bæ* + — 5æ“ -|- 2.'/; - - fS, 

g}(x) = X“ + 2a; — 5 

angenommen ist: 

3a;'i + 3 s,B _ 5^.2 + 2a; - 8 I a:- + 2x - .5 8.7;» - b.-r + Ui 

3a:^ 4- 6a'® — 15a;® | 

-3^®TiÔ~«®+ 2,7; 

— Sa;® — 6a;® + 15a; 

16a;® - 13a: - 8 
16a:® + 32.7; - 80 
- 45.a; + 72. 

Es ist also Q(x) = 3a:® - 3x + 16, Ji(a7) = — 45.,: -|- 72. 




3. f{x) ist dann und nur dann durch (p{x) teilbar, wenu 
der Rest È{o()) identiscli Null ist, also wenn 

^0 = 0 , >1 = 0 , . . = 0 . 

Um aucb. hierfür ein Beispiel zu geben, nehmeii wir 
f(x) === cc:^ — 4:X^ — X -{■ 1 , 
çpix) — X ~ 

und erbalten: 

x"^ + x^ — 4,x^ — X + 1 x’^ — X — 1 2x ^ l 

x'^ ■— x^ — x^ \ 

2x^ — ?)X^ — X 

2x^ — 2c^■“ — 2x 

— x^ -f- iX' fb 1 

— x^ -\r X -\r 1 

3. Besonders einfacb gestaltet sicli die Division, wenn der 
Divisor vom ersten Grade, oder wie man auch sagt, eine line are 
Funktion ist. Wir wollen ibn in der Form cp{x) = x — a annehmen; 
dann liât man in ( 3 ) = 1 , l)^-=a zu setzen, und erhalt zur Be- 

stimmung der q: 

Üq = (/ q , 

- oc(h, 

% == ^2 — «(Zu 


und daraus findet man 
(Zo = 

q^ — OjqCc C(/^^ 

(^) ^2 = + ^^2) 

(Z«-i == + a^cû'~^ H h ci.n-i7 

und der Rest wird hier vom Grade Null, d. h. von x unabhângig. 
Wir kônnen ihn leicht bestimmen, wenn wir in f(x) = (x — Q{x) It 
für X den Zahlenwert a setzen; dann wird {X'—c^Q(x) == 0, und es 
folgt R = /'(et), also 

(7) f{x) = ix — a) Q{x) + f{a ) . 

Ist f{a) == 0, so ist f{x) durch x — a teilbar, und wir haben den Satz: 


Die Funktion f{x) ist daim imd niir dauu durch x — a 
teilbai’; wenn a eine Wurzel voii f{x) ist. 

4. Die Bedinguiig dafür, dafî f{x) durcli {x — af teilbar ist, ist 
die, dafi auBer f(x) auch Q{x) durch (x-a) teilbar, daB also Q{a)==0 
sei. Es ist aber nacli (6): 

Ç(«) = + • • • + (/;,_! 

= — — + • • ♦ + 

Mau ueimt die Funktion 

(8) f(x) = + ('yi — + • • • + 

die derivierte oder abgeleitete Fimktioii A^on Es ist dann 

also 

(9) Q(ci)-=r(ct), 

nnd es ergibt sich als notwendige uiid liiureichende Bediiigung dafür,. 
daB f(x) durch {x — ay teilbar ist, f{cc)-=0y f\a)^0j oder in Worten: 

Die Funktion /‘(.'^O dann iind nur dann durch 
— teilbar, wenn a eine gemeinsame Wurzel von f(x) 
und seiner Derivierten f\x) ist. 

5. Die Formel (7) gibt fur die Bildung dox abgideiteten Funk- 
tion, wenn man f(x) = f\(x) + f^x) setzt, 

(10) r(^o=/;'c^o + /2'60- 

Man bi*aucht nur die Koeffizienten der Funlction /'(;/■) al« Summe eut- 
sprechender Koeffizienten in /\ (/) und /!, (;r) darzustellen, uni sich davon 
zu überzeugen. Also : 

Die Derivierte einer Siunnie ist gleicli der Suniine 
der Derivierten. 

6. üm die Derivierte von f(x) zu bilden, hat inaii in (7), (8), 
(9) in dein entwickelten Quotienten 

/w -/■(«) 

X — cc ^ 

a zu setzen und kann dann wieder x für a setzen, was gestattet 
ist, da a sowohl als x eine unbestiminte 6roB(ï ist. Man kann danach 
die Derivierte der Funktion f(x)^Qr—ay bilden, wenn man in der 
Formel § 63, (5): 

+ a'‘~V) -I- H 1- ' 


(11) f (x) = n{x — cy^-'^ 

als Derivierte von f\x) == (x — cy\ 


7. Um die Abgeleitete eines Prodnktes von zwei Funktionen 

f\x) ^ f^{x)fXx) 

zu bilden; setze man: 

f\{x) = (x-a) Qi(x) + /i(«), 

/2 ( X ) ~ ~ ^0 ^2 ) /" C ^} ’ 

imd folglicb 

= (^. _ «) ç^(,,) ç,(,.) + (.,) + (.1.). 

Setzt man darin .i‘ = so wird Qi{<^) == {a) , Q^{oc) f\' (fi) , und 
(x — c() Q^{x) wird Null. Es folgt also fûr die Derivierte des 

Prodnktes 

(12) r(.^0=/;0'0/2'(^0+/;C'0/-i'(-<':)- 

8. Dies fübrt zu einer Verscbarfung des Satzes 4. Es sei 
namlicb 

f{ic) = (æ — «)'“/; (;r), 

und f\{x) niclit mehr durcb x ~ a teilbar, also x — a ein ?U“facber 
Faktor von /‘O-r); nach (11) und (12) ergibt sich dann: 

/•' (x) = {x — a)"‘ - 1 { (a; — a) (x) + m (x) ) , 

und daraus folgt: 

Wenn x—a ein m-facher Faktor von f(x) ist, so ist 
x — a ein (m — l)“facFer Faktor von 

9. Ist Xj^ eine Wnrzel von /‘(x), so konnen wir f(x^^ {x-~xy)f\{x^ 

setzen^ wo f\ (x) eine Punktion vom Grade n — 1 ist^ und ans 3. 
gebt bervor^ daB die bocbste Potenz von x in f\{x) denselben 

Koeffizienten bat^ wie x^^ in f{x). Hat f\{:c) eine Wnrzel so 
konnen wir ebenso fiix) ^ (x — xy)f,^(x) setzen u. s. f. Es ist also, 
wenn aile die so gebildeten Funktionen f] fi, f 2 , • • • Wurzeln baben^ 
und die letzte fn^i(x) = a^^x ~x^^) ist, 

(13) /'(.r) = aQ (x ~~ x^) {x — a'o) {x — x^ — - {x — xJ . 

Daraus folgt, daB eine Punktion Grades niemals 

mebr als n Wurzeln baben kann. 

Denn wenn f(x) die n Wurzeln x\, X 2 f . . x.^.^ bat, so muB 

eine Wnrzel von x^ eine Wurzel von sein, u. s. f., und 



die ZerleguMg (13) ist moglich. Ist dann « irgend eiue Wurzel von 
/(æ), so muB (a — %) ■ (® ®n) ~ ^ einer der 

Zahlen a;„ gleict sein ^ ^ , 

Wenn sicli daher in einem besonderen Jbalie bei emer tanktion 

3?*®^ Grades. 

f(x) = H — ' + 7 

mehr als n Werte von x' nachweisen lassen, fur die fQv) verscliwindet, 
so bleibt nicbts übrig^ als daB die Koeffizienten O/qj ct^ aile 

verschwinden; also f(x) identisch (für jedes beliebige x) verschwindet. 
Wir kdnnen dem eben ausgesprochenen Satze aucb. die folgende Porm 
gebeii; in der er in vielen Ftillen ein wiclitiges Beweismittel bietet: 

Wenn eine Pnnktion Grades von x für inelir als 
n Werte von x verscbwindet, so luuB sie identisch ver- 
schwinden. 

10. Unter den Zahlen x,,, der Zerlegmig kaun aber 

ein und dieselbe Zabi nielirnials vorkotnmen, Immorhin ist dann 
f(x) in n Faktoren ersten Gracies zerlegt^ aber die Anzahl der Wurzeln 
ist kleiner als n, Um die Übereinstinimnng in der Ausdrucksweise 
herznstellen, spricht man in diesen Fallen trotzdem von n Wurzeln, 
die man aber nui* dadurch erhült, claB man eine oder einige der 
Wurzeln niehrmals, namlich so oft ziihlt, als der betreifeiide Faktor 
— in (13) vorkoinmt. Man hat es dann mit sogonannten mchr- 
fachen Wurzeln zu tun, und nach 4. ist Xf eine inehrfache Wurzel, 
wenn es eine gemeinschaftliche Wurzel von /’(;/*) und /'{x) ist. 


§*67. Grofiter gemeiuscliaftliclicr ïeiler. 

1. Zwei ganze Funktionen f(x) und /\(x), wofür wir bisweilen 
auch kürzer f und f\ schreiben, die eine gemcinscJiaftliche Wurzel 
haben, haben auch einen gemeinsehaftlichcn Teiler. Donn ist x^ 
eine gemeinschaftliche Wurzel, so sind beide Funktionen durch die 
lineare Funktion x —■ x^ teilbar. Es koiuien alier aiicli f(x) und f^{x) 
gemeinschaftliche Teiler hoheren Grades haben. Ilaben f (x) und (x) 
keinen gemeinschaftlichen Teiler, also aucli keine genieiiischaftliclie 
Wurzel, so heifien sie teilerfremd oder relativ priin. 

Da die Divisionsregeln der ganzon Funktionen dieselben sind 
wie die der ganzen Zahlen, so kann man wie dort den Eidclidischen 
Algorithmus zur Ermittelung der gemeinschaftlichen Teiler zweier 
Funktionen anweiiden (§ 16). 

Es seien f und zv^ei gegebene Funktionen der Grade n und n^j 
und es sei Man kann dann durch Division uach § 66, 1. eine 


Reilie von Funktionen /’g, /g, ... von abnehmenden Graden . . . 

und die Quotienten Q, Q2? • • • bdden, so daB 

f = Qfi +^2; 

QX fl = ^1/2 + A? 

f'2 ^ Ç 2/3 + fl? 

Diese Reilie von Gleicbuugen lâBt sicb. so lange fortsetzen, als 
die Division nicbt aufgelit. Da aber die Grade der f,, /g, . . . immer 
abnehmen^ so muB die Division schlieBlich aufgeben. Es seien die 
beiden letzten dieser Gleicliungeii 

fv — 2 — 2/r — l fv? 

^ ' fr-1 = Qr^lfr? 

nnd liieraus TâBt sich, genau wie bei den Zablen, scblieBen, daB f^, 
ein Teiler aller vorangelienden Funktionen f._ij f,^ 2 ? • • •; fi? f 
und daB jeder Teiler von f und zugleich Teiler von /g, . . f^, 

sein muB. Es heiBt daruin /’, der groBte gemeinschaftliclie 
Teiler von f nnd (wobei das grôBer oder kleiner sicb auf den 
Grad beziebt). 

Es kann /*. aucb vom nullten Grade ^ d. b. von x unabbangig, 
eine von Null verscbiedene Zabi sein, und durcb eine Zabi ist jede 
Funktion teilbar; in diesem Falle sind f und teilerfremd. 

2. Der groBte gemeinscbaftlicbe Teiler zweier Funk- 
tionen kann also durcb alleinige Anwendung der vier Spezies 
(rationale Recbnung) aus den Koeffizienten der gegebenen 
Funktionen abgeleitet vverden. 

3. Man kann nun aucb durcb rationale Recbnung entscbeiden, 
ob eine ganze Funktion inebrfacbe Wurzeln bat^ indem man die 
Funktion f{x) und ibre Abgeleitete f{x) auf ibre gemeinsamen Teiler 
untersucbt, 

Wir nebmen folgendes Beispiei; 

f (x) ^ — 2x^ 2x Ij 

f{x) == 6^^ — -f- 2. 

Hier kann man fiir f{x)=-2(px^ — bx'^-\-l) aucb die Funktion 
fi{x') ~ bx^ 1 zuin ersten Divisor wablen, die sicb von f(x) 

niir durcb einen Zablenfaktor unterscheidet. 

Die ers te Division ergibt: 

'^(®) = (1 * " 9") /iC*’) - - 3a: - 2), 
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als zweiten Divisior kaun man a;* — 3 a' — 2 wahlen imd erhiilt 

fl (^) = (3^ - n. (*) + 3 - 1). 

imcl nun ergibt die dritte Division mit /à = x' — x~l, die aufgelit: 

fi + 3-' + 2) /s • 

Es ist also x'‘ — x—l der gi-ôBte gemeinschaftliche Teiler von 
f{x) ^md f'{x), und durcli wirkliclie Ausführung der Multiplikation 
bestatigt man leicbt 

/^(æ) = («■ + !) {x^-x-lf. 

4. Wenn man die Faktoren, die einfach, zweifacli, dreifacli, . . 
in einer Funktion f{x) aufgeben, zusanimenfafit, so Icanu man setzen 

(3) /•(a) = P,P,^P/P/..., 

worin die Pj, P^, P», . . . ganze Funktioncn sind, von deneu keine 
einen mehrfachen Faktor und keine zwei einen gemeiuscdiaffclicbeu 
Teiler baben. Es ist nicht ausgescMosseu, dalJ unter dcn Pj, P^, P,,, . . . 
solcbe vorkommen, die gar keinen Faktor enthalten. Dicse sind dann 
in der Zerlegung (2) gleich 1 zu setzen. Diese Funlctioiieii P, , P^,, P,,, . . . 
kann man durcli den Algorithmus des grüBten gemeinsehaftlicben 
Teilers, also dureb rationale Recbnnng, ans den Koeffizienten von /'(.^■), 
ableiten. Es ist nâmlicb nach § 66, 8. 




der grôBte gemeinschaftliche Teiler von f\x) und und daraus 

ergibt sich 

;J^ = P(a') = P,P,P,P,... 

Der gTôBte gemeinschaftliche Teiler von und l\{.r) ist daher 


und folglich ist 


= .. 
P ^ t , 


Verfâhrt man ebenso mit wie hier mit f(x)j so lindet man Po u. s. h 
Es ist hierbei zu bemerkeu, daB wir nur hei der Ableitung 
des Verfahrens vorausgesetzt haben, daB f(:r) das Frodukt linearer 
Paktoren sei. Die Anwendung des Verfahreiis selbst setzt die 
Kenntnis dieser Paktoren nicht voraus. Da wir spatcrliiii selien 
werden, daB sich jede Funktion f(x) in lineare .Paktoren zerlegen 
lâBt, so ist damit das Verfahren allgemcin gercclitfertigt. Die Be- 
gründung des Verfahrens olme die Zerlegung von f(x) voraus- 
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zusetzen, ist schwieriger, und kann niclit melir zu den Elemeuteu 
gerechnet werdeii.^) 

5. Aus dem Euklidisclien Algoritlimus lafît sicli die Lôsuug der 
folgeudeii Aufgabe ableiten: 

Sind f{x) und f\{x) zwei gegebene teilerfremde Fiuik- 
tionen, so solleu zwei andere ganze Funktionen Fix), F^{x) 
so bestimmt werden^ daB 

(4) F (x) f{x) + /<; {x) /; (æ) = 1 
wird. 

Wir bemerken zunaclist, daB sicb die Aufgabe nicbt weseutlicb 
andert, wenn auf der recliten Seite von (4) statt 1 ein anderer von 
Null verscbiedener Zablenwert c steht; denn man bat dann nur, uni 
die Gleiehung (4) zu erbalten^ die Koeffizienten von F{x) und F^{x) 
durcb c zu dividieren. 

Um aber F und F^ zu finden, bat man die Formebi (1) und 
(2) anzuwenden, in denen, wenn f und f\ relativ prim sind^ /'. eine 
von Null verscbiedene Zabi wird. Wenn man also aus der ersten 
der Gleicbungen (1) /ô entninimt und in die zweite und dritte ein- 
setzt, dann aus der zweiten f\ entnimmt und in die folgenden ein- 
setzt, und so fortfabrt, so erbalt man zuletzt aus der ersten Glei- 
cbung (2) eine Gleicbung von der Form (4)^ und die Aufgabe ist 
gelÔst. 

Um ein einfacbes Beispiel zu betrachtei^ nebmen wir: 
f — — X — 1 ; /^ = + 1 , 

und erbalten: 

x^ — a-* — 1 = (c^■“ + 1) — (x + 2), 

X‘‘ -j“ 1 ~ “k "k 5 • 

Und daraus, indem man die erste Gleicbung mit x — 2 multipliziert 
und zur zweiten addiert: 

(x -2) + (x^^ -hl)(3-x) = 5. 

Folglicb ist F(x) -== X — 2, F^{x) 3 — x, 

Unter der gleicben Voraussetzung über f und f^j namlicb daB sie 
teilerfremd seien, kann man aucb die Gleicbung befriedigen 

(5) F {x) f{x) + (x) f\ (a;) = ^ (a;) , 

wenn (I>{x) eine beliebig gegebene ganze Funktion ist. Man bat nur 
die Gleicbung (4) mit 0{x) zu multiplizieren und dann für F{x)<P{x) 
und F^{x) ^(x) wieder F{x) und F^{x) zu scbreiben. 


1) Vgl. Weber, Lebrbucli der Algebra, Aufl., Bd. I, § 20. 
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§ 68. Reduzible und irrednzible Funktioneii. 

1. Wir nebmeE jetzt an, da6 in der ganzen Fnnktion Grades 

f{x) = 1 H + «„_ i « + 

die KoefBzienten ganze Zahlen seien. 

Ist «0 von Null verschieden, so kônnen wir die Auffindung der 
Wurzeln von (1) auf den Pall zurückführen, daB «o = 1 ist. Wenu 
wir namlicli (1) mit multiplizieren, so ergibt sieh 

ao""Y(a:) = K®)” + ai(«o^)'‘~^ + H + 

und wenn wir also 

a^x = y, Ux = bj, <^ 2*^0 “ ^ 3 ? • • •> 

= 9’(y) 

setzen, so ist 

(2) <p{y) — f + hy'‘~^ + h ~ ^ H h 

und die h^, ganze Zablen. 

Die Wurzeln von f{x) erhâlt man dann, wenn man die Wurzeln 
von <p{y) durch % dividiert. 

Mau wird nun zunachst nacb den etwa vorliandenen rationalen 
Wurzeln von f(x) oder (p{y) fragen. Ist pjy eine Wnrzel yon (p{iy), 
worin p, q ganze Zahlen sind, die wir ohne gemeinschaftlicke Teiler 
annebmen kônnen, und von denen die zweite, q, positiv angcnonmen 
sei, so muB 

P” + \p'‘~ ^ q + + • • • + b„ q" == 0 

sein. ïïieraus folgt aber, daB p" durcb q teilbar sein inüBte, was, da p 
und q relativ prim sein sollen, nur niôglicb i.st, wenn f/ = 1 ist. 

Eine rationale Wurzel von (p(j/) nuiB also eine ganze 
Zabi sein. 

Ist aber p eine solcbe Wurzel, so ist 

f + \p”-'- 4- bsP"-" H h = 0, 

uud daraus folgt, daB durcli p teilbar sein miiB. Um also fest~ 
zustellen, ob eine rationale Wnrzel von (p{y) Yorlianden ist 
oder nicLt; bat man die samtlicben Divisoron von zii er- 
mitteln, und jeden von ibnen, mit positivem und negativem 
Zeicben, versuchsweise in cp(y) fur y cinzusetzen. Wenn 
einer dieser Divisoren ist, fiir den (p{p) ™ 0 wird, so ist p 
eine rationale Wurzel von (p{y) vind pj^ eine rationale 
Wurzel von f{x). 

Es ist dann (p(p) durcb y—p teilbar, und das llesultat der Division 
ist gp( 2 /) == (ÿ~*p) worin ^i{y) eine Fnnktion von dcrselben Forni 
wie (p[y) ist, deren Koeffizienten gleichfalls ganze Zablen sind. 
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So hat beispielsweise 

'i/ — 4îy^ + 2^ + 1 

deii Faktor y—1, und es ergibt sicb durch Division: 

/ *- + 2y 1 ^ (y — 1) (qf — S-ir — Sy—l). 

2. Eine Funktion f(x) beifit ganzzablig, wenn die Koeffizienten 

cil, g^ï^ze Zablen sind. Eine Funktion mit rationalen aber 

nicbt ganzzabligen Koeffizienten kann durcb Multiplikation mit einer 
gauzeii Zabi; namlicb mit dem Hauptnenner der Koeffizienten, in eine 
ganzzahlige verwandelt werden. Der grôBte gemeinscbaftlicbe Teiler 
aller Koeffizienten einer ganzzabligen Funktion f(x) 

lieiBt der Teiler der Funktion. Eine Funktion, deren Teiler = 1 
ist, beiBt primitiv, Jede Funktion f(x) mit rationalen ganzen 
oder gebrocbenen Koeffizienten lâBt sicb in die Form bringen, 

worin f^(x) eine primitive ganzzalilige Funktion und eine 
ganze oder gebrocbene rationale Zabi ist. Soll der Koeffizient 
der hdcbsten Potenz von f^ix) positiv sein, so ist diese Darstellung 
nur auf eine Weise môglicb. 

3. Eine Funktion f(x) mit rationalen Koeffizienten beiBt re- 
duzibel oder zerlegbar, wenn sie sicb in zwei Faktoren fi{x), f^ix^ 
mit rationalen Koeffizienten zeiiegen lâBt, deren jeder die Verânder- 
licbe X wirklicb entbâlt. Ist eine solcbe Zerlegung nicbt mogbcb, 
so beiBt f(x) irreduzibel oder unzeiTegbar. 

Der grôBte gemeinscbaftlicbe Teiler zweier Funktionen f{x) and 
F{x) mit rationalen Koeffizienten bat, wie aus dem Algoritbmus 
§ 67 bervorgebt, ebenfalls rationale Koeffizienten. Wenn also f{x) 
irreduzibel ist, so sind nur zwei Falle moglicb: entweder ist F{x) 
durcb f{x) teilbar, oder F{x) ist relativ prim zu f(x), Im letzteren 
Falle baben f{x) und F{x) keine gemeinscbaftlicbe Wurzel. Daraus 
folgt der filr die Grleicbungstbeorie auBerordentlicb wicbtige 

Hauptsatz: Hat die irreduzible Funktion f{x) mit 
F{x) eine Wurzel gemein, so ist F{x) durcb f{^) teilbar, 
und aile Wurzeln von f{x) sind zugleicb Wurzeln von 
F{x). 

4. Wenn eine ganzzablige Funktion 

(1) f(x) = a^x^^ + + * * • + 

zerlegbar ist, so kann man nach 2. zwei ganze Zablen h und m- 
so bestimmen, dafi 

(2) h f{x) = m cp (;r) 'ifj (x) 

ist, worin q)(x)j ip^x) primitive ganzzahlige Funktionen sind. 
AuBerdem konnen wir voraussetzen , daB h positiv und relativ prim 


zu m sei. Wir wollen nacliweisen, daB unter dieser Voraussetzung 
i = 1 sein muB. Setzen wir zu diesem Zweck 

cp(sc) = H + > 

1 /) (æ) = Cf, x’’ + c, * -1 \- c,._,x c,., 

worin fi + v = « ist, so ergibt sich ans (2) durch Aiisfiilirung der 
Multiplikation: 

JiCtQ = 

ha^ = 

(^4 ) ^2 ^^'2 ^ o ) ; 

// «3 = m (&o <?3 + + Z/o 6'^ + <^‘o) ; 


Diese Grleichungen sind nacli einem leiclit ersiclitlichen Gesetz 
zu bilden; es muB uümlicli iu jedem Gliedc der recliteii Seite die 
Suiume der ludizes you h uiid c gleicli dem Index von a auf der 
linken Seite sein. Redits fallen natürlicli aile die Glieder weg, in 
denen der Index von h groBer als ii oder der von c groBer als v ist. 

Ist nun irgend ein Priinfalctor von //, ho kann dieser luicli 
der Voraussetzung, daB cp und 'ijj priinitiv seien, wedor in allen l 
noch in allen c anfgehen, iind es sei das orsto der h iiiul 6; das 
erste der Cj das durch p iiicht teilbar ist. Es ist daun 

Lj h^j . . teilbar^ unteilbar durch p, 

(p) 

Cq, Cl, . . C^„1 „ 

Es kann vorkommen, daB scdion oder c:,) diircdi p unteilbar sind; 
dann ist r oder 6' gleich 0 zu setzen. 

Nun nehmen wir ans den Gleicbungeu (d) die r-f-.s'+P‘' lieraus 
und schreiben sie so: 

(6) = m (J),, r, + \ 1 c, + 1 -1- h, _ ^ c, , + • • • 

+ + + ^b' + L’^b-L’ '!■ ■ ■)• 

Es ist aber nacii (5) durch p niclit teilbar, wilhrend die andereii 
Glieder durch p teilbar sind, und Mglicb ist 

der Klammerausdruck durch p nicht teilbar. Da îiher h und damit 
die linke Seite von (6) durch p teilbar ist, so muB m <larch p teilbar 
sein, Avas der Voraussetzung widerspricht, daB // und m relativ 
prim sind. 

Es kann also keine Primzahl p in h aiifgelu'n und h umB folg- 
lich = 1 sein, und Avir bekoinmeu ans (2) 

(7) /‘(.r) = m (p (x) ijj (x) . 


5. Setzt man h =- 1, so zeigen die Formeln (4)^ daB m in allen a 
und dater au et im Teiler Yon f{x) aufgeten muB. Ist aber mh der 
Teiler you f(x), so konnen wir wie oben aus ( 6 ) sctlieBen^ daB 

also m der Teiler Yon f{x) sein muB. Ist f{x) primitiv, so 
ist m = 1; und wir taben den Satz: 

Eine reduzible primitive ganzzatlige Punktion laBt 
sich in primitive ganzzatlige Faktoren zerlegen. 

6 . Wenn cp{po) oder 'ikix) selbst wieder reduzibel sind, so konnen 
sie nact clem gleicten Satze wieder zerlegt werden, da aber die 
Grade der Faktoren immer niedriger sind als der Grad des Produktes, 
so muB diese Zerlegung abbrecten und wir gelangeu zu dem Satze: 

Eine reduzible primitive ganzzatlige Funktion laBt 
sict in eine endlicte Anzatl irreduzibler primitiver 
Faktoren zerlegen: 

(8) / (æ) = (a;) 93 , (x) . . . q>,„ (x) . 

Der Grad n von f(x) ist gleict der Summe der Grade der Fak- 
toren cp^j 9 ^ 2 ; • • •; dater ist m tôctsteiis gleict n, und dieser 

groBte Wert wird nur erreiett, wenn diese Faktoren aile vom ersten 
Grade sind. 

7. Die irreduziblen Faktoren sind analog den Primzatlen im 
Gebiete der ganzen Zatleu und es gilt wie dort der Satz: 

Die Zerlegung ( 8 ) einer reduziblen Punktion f(x) 
ist nur auf eine Art moglict^ abgeseten von dem Vor- 
zeichen der Faktoren 9 ?. 

Demi nact dem Euklidiscten Algorittmus (§ 67, 1 .) tat der groBte 
gemeinsctaftlicte Teiler zweier Funktionen mit rationalen Koeffizienten 
ebenfalls ration ale Koeffizienten. Daraus folgt, daB eine solclie 
Funktion f(x) zu einer irreduziblen Punktion (p(x) relativ prim ist, 
wenn sie nicht durct (p(x) teilbar ist, und daraus sctlieBt man wie 
bei den Zatleu (§ 17), daB ein Produkt zweier (oder metrerer) Funk- 
tionen nur dann durct eine unzerlegbare Funktion cp teilbar ist, 
wenn wenigstens einer der Faktoren durct 9 teilbar ist. Ist also ip 
ein unzerlegbarer Paktor, der in dem Produkt ( 8 ) aufgett, so muB ^ 
in einer der Funktionen 9 , etwa in 9 ?^, aufgeten, und kann sict 
dater von nur durct einen konstanten Faktor unterseteiden. Sind 
aber beide Funktionen ganzzatlig und primitiv, so muB dieser 
Paktor +1 sein. 

8 . Netmen wir an, in der ganzzatligen Funktion f{œ) sei der 
Koeffizient aQ = 1 , und diese Funktion sei zerlegbar in zwei Fak- 
toren (p^, deren Koeffizienten ration ale ganze oder gebroctene 
Zatlen sind und in denen die tôctsten Koeffizienten ebenfalls = 1 
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sind, so kônnen wir zwei positive ganze Zahlen h so bestimmen,. 
daB ’h.cp^ - cp, ganzzahlig imd primitiv werden. Dann folgt 

aber hjhf = = 1 folglicb 


= i, //.2 = 1- 

So bekommen wir deii Satz, den GaiiB m den Disq. arithni. Ait 42' 
bewiesen bat: 

Ist die ganzzablige Funktion 

f(x) = il’" + 2 + h a. 


zerlegbar in die beiden Faktoren 

Cp{x) === X'* + + * • • + 

= x^‘ -f Cl x''"^ + * • • H“ c,,, 


in denen die h^, c. rationale Zalilen sind, so müssen die 
i.j Ci ganze Zablen sein. 


§ 69. Zcrlegung rcdiizibler Fimktîoiieiu 
1. Eine Funktion F(x) vom Grade n: 

(1) (p(x) = û-qX^ + + a^x^‘~'‘' _|- . . . .j. -f 

bat n + 1 Koeffîzienten a^j . . ., Diese Kooflizieuteu lassen 
sicb so bestimmeu, daB die Funktion cp{x) fiir n + 1 gogebene Werte 
« 0 , « 1 , « 2 , ..., von a; gegebene Werte A., . . ., 

annimmt, Man erbâlt zur Bestiminuiig der die linearcn Glei- 
cbungen: 

(2) 93 (ko) = A> • • -3 9 («J “ *1,., 

und daraus sind die Koeflizienteii a,* eindeutig bestimnit, wenn die 
Déterminante des Systems niclit Niill ist. Funktionen von niedrigerem 
als dem Grade sind als spezielle FüMe unter denen vom 

Grade entbalten. Man erliillt sie, wenn siidi ans den Glei- 
cbungen (2) üq == 0 ergibt. Es ist leiclit zu zeigeu, daB die Déter- 
minante dieses Systems gleicb dem Produkt aller Differenzcm e:. — af. 
ist, und daB sie also nicbt Null ist, wenn, was .solbstv(;rstandiich 
angenommen ist, die a- voneinander verseliieden sind. Wir konnen 
aber die Betracbtung der Déterminante nnigolion, wenn wir erstens 
zeigen, daB es keine zwei Fnnktioneji. (})(jc) voin oder nie- 

drigerem Grade geben kann, die den Bodingungen (2) genügen, und 
wenn wir zweitens eine solcbe Funktion wirklicli lierstellen. 

Nebmen wir, um ersteres zu zeigen^ an, es gebe zwei Funktionen 
^i(x)f ^ 2(^)1 die den Bedingungen (2) bei gegebenen Ai und cCi 


genügen, so ist (^) — Ç '2 (^) Funktion von hôchstens Grrade^ 
die die Werte a- zu Wurzeln hat; also müssen und (p 2 i^) 

identisch sein (§ 66, 9.). 

2. Um eine den Bedingungen (2) geniîgende Funktion (p{x) ker- 
zustellen, setzen wir 


(3) fip^) ^ü) cci) • ' ' {x 

welckes eine Funktion Grades ist, und 

fix) 


( 4 ) 


‘ • ■ -, = fM ■ 


Dann sind dieses Funktionen Grades und es ist 


/K«i-) = 0 , wenn i + Je, 

/: K-)=/'K') (§ 66, (7), (9)). 

Wenn wir also 

(5) = ^ i = 0,l,2,...,n 

setzen, so ist 

(6) = 0, i + Je, = 1, 

und wenn wir also 

(7) q)(x) = H + A„g,X^) 

setzen, so ist (p(x) eine Funktion, die den Bedingungen (2) genügt. 

Diese Formel wird die Interpolationsformel von Lagrange 
genannt. Sie dient unter anderem dazu, eine Funktion, von der man 
nur einzelne Werte, z. B. durck Beobacktung kennt, als ganze Funk- 
tion einer Variablen darzustellen. Dies wird mit einer gewissen An- 
nakerung auck dann môglick sein, wenn das Gesetz, dem die beoback- 
teten Tatsacken geliorcken, nickt so eiufack ist.^) 

3. Wir wollen kier die Formel zu einem anderen Zwecke ver- 
wenden und zieken zuniickst daraus den SckluB: 

Nimmt man n-\-l voneinander versekiedene Werte 
beliebig an und bildet die Funktionen g^ix) nack (5), so 
kann man jede ganze Funktion g)(x) vom oder nie- 
drigeren Grade linear durck g^ipo) (in der Form (7)) dar- 
stellen. 

4, Nimmt man für die a. ganze Zaklen, so werden die Koeffi- 
zienten der Funktionen gi{x) zwar rational, ira allgemeinen aber nickt 


1) Ygl, den Artikel ^Interpolation^'- in Bd. I, Teil II 
der mathematischen Wissenachaften. 
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ganzzaMig. Grieicliwohl sincl in der Form (7) auch aile ganzzaliligen 
Funktionen (p{x) enthalten, und für diese müsseii die A.= (p[a^) 
ganze Zaklen werden. Es werden aber niclxt iimgekehrt aile 
ganzzahligen Koeffizienten ans (7) ganzzahlige Funktionen 93 ( 3 ;) 
machen. 

5 . Kronecker bat anf die Darstellung (7) eine Metliode ge- 
gründet, um durch eine endlicbe Anzabl von Versuchen die Faktoren 
einer reduziblen ganzzabligen Funktion finden, odei’ deren 

Irrednzibilitat festzustellen. Es ist dies eine Verallgemeinerung des in 
§ 68 , 1 . dargelegten Verfahrens, die rationalen Wurzeln einer Funktion 
zu finden. Soll eine ganzzahlige Funktion F{n;) darnach auf ihre 
Irreduzibilitât untersucht werden, so wird inan zuniichst nach dem 
Euklidisehen Algorithmus den groBten gemeinscbaftlichen Tciler der 
Koeffizienten von F(x) aufsuchen und weglieben. Wir konnen also 
F(x) als primitive Funktion voraussetzen. Ist diese reduzibel, so 
ist sie nach § 68 , 5. in primitive ganzzahlige Faktoren zerlegbar: 

( 8 ) F(:x)==q)(x)i!i(a;). 

Da die Summe der Grade vou (p (.'?■) viud i/.; (.-?;) gleidi deiii Grade von 
F(x) ist, so ist der Grad der einen der beidt 3 n Fujilctionen 9 , 'ip 
hôclistens gleicli der Halftc des Grades von tuid wenn also 

F(x) vom Grade 2n oder 2n + 1 ist, so ist der eine dor l)eiden 
Faktoren, etwa cp(F)j liôchstens vom Grade n, und ist also iu 

der Form (7) darstellbar. Mau nehme fur die bcliohige ganze 
Zabi en, dann ist nacb ( 8 ) 

F(af) = Afi>(a^), 

und bierin sind A-, F{a'^, ganze Zablon. yJ. inuB also ein 

Teiler von F{a^ sein. 

Die F{cc^ sind aber, wenn F gegeben und die a. angenonimen 
sind, bestiinmte ganze Zablen, die nur eine endlicbe Anzabl vou Divi- 
soren baben, und man bat also für die yi.,, , . nur .Koin- 

binationen der Divisoren vou F{a^), F(a.^j . . V {a A zu sotzen, und 
bat dabei beide Vorzeicben zu l)erücksio]itigon. Mau erliiilt so aus ( 7 ) 
eine endlicbe Anzabl von Funktionen 9 ? (y), und mit diesen liât man 
F{x^ zu dividiereu. Gebt keiiie dieser Divisionen auf, so ist 
F{x) sicber irreduzibel. 

Nicbt aile Kombinationen von Divisoren dor F{c.i.) werden, für 
gesetzt, ganzzahlige Funktionen g;(.r) orgoben, und darum 
konnen von vornberein gewiese Ivoinbinationen ausgcsclilossen und 
die Anzabl der notwendigen Vcrsucbe vermindert Averden. Ein Ver- 
fabren, um diese unbraucbbaren Kombinationen auszuscblioBen, bat 



Runge angegeben und dadurch das Kroneckersche Verfaln*en zu 
einem praktisch durclifülirbaren gemacht.^) 

6. Handelt es sicli iim die Beurteilung der Irreduzibilitât in 
allgemeinen Fallen^ so ist natürlich dieses Verfaliren nicht anwendbar. 
Hierfür ist ein Satz Yon Eisensteiii von groBer Wichtigkeit, der fol- 
gendermaBen lantet: 

Sind die ganzzabligen Koeffizienten . . -, 

einer Funktion f(x) == + •••-{- a aile durch 

eine Priinzabl p teilbar, der letzte aber nicht durch p^% 
so ist f{x) irrediizibel^ wobei die Zabi 0 als durch jede 
Primzahl teilbar gili 
Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, es sei 


/■(a;) = a;" + cij^n 

:“-^ + + ■ • 

• + “«- 1 ^ + 

zerlegbar in die beiden Funktionen 


+ 

II 


■ + 

if = x^' a. 


* + l -{' <?,, . 

Es sind dann die 

^2? • ♦ *; ^2? 

. . ., C,,, wenn sie rational 


sein sollen, nach § 68, 8. ebenfalls ganze Zahlen, und die Ausfuhrung 
der Multiplikation gibt das Pormelsystem, das wir nun in um- 
gekehrter Reihenfolge wie vorhin anordnen: «• 


«« = 

««-1 = + ^,- 1 ^,.; 
( 9 ) a „_2 = 


Zunachst gelteii diese Pormeln nur unter der Voraussetzung, daB 
2 / > ist; uin sie aber auch für v ^ a anwenden zu kônnen, müssen 
wir Cq == 1 und jedes c mit negativem Index = 0 setzen. 

Ist nun durch p, aber nicht durch p^ teilbar, so folgt ans 
^ beiden Faktoren der eine, etwa durch p 

teilbar sein muB, der andere aber unteilbar. Da aber 
aile auch durch jp teilbar sind, so folgt ans (9), daB auch •••? 

durch P teilbar sein müssen; dann aber ergibt die letzte dieser Grlei- 
chungen, durch die bestimmt ist, den Widerspruch, daB auch 
durch P teilbar sein müBte. Der Satz ist also bewiesen. 

Hieraus folgt z. B. die Irreduzibilitât der Funktion Grades 

(10) f(x) = — 4:X — 2. 


1 ) Kronecker, Crelles Journal Bd. 94, S. 347. Runge, ebenda Bd. 99, S. 90. 


7. Die Begiiffe der Reduzibilitüt uiid Irreduzibilitiit werden 
nocli in einem weiteren Sinne gebraiicht, 

Eine irreduzible Eimktion kann nilmlich in Fakfcoren zerfallen, 
die in ihren KoefAzienten auBer rcotionalen Zablen nocb. eine be- 
stimmte irrationale Zabi, z. B. ]/ — ï oder ]/2 oder irgend eine 
andere Quadratwiirzel entbalten; andere Funktionen werden anch 
dann nocb unzerfallbar bleiben, wenn aucb diese Irrationalitat ge- 
sfcattet ist. Es entstebt anf diese Weise durcb niiizufügung dieser 
IiTation alitât ein Zablenreicb (Zablkorper), in dein jede rationale 
Rechnung, abgeseben von der Division durcb Null, ausgeführt werden 
kann, und das dann für die gerade vorliegende spczielle Anfgabe als 
rational gilt und darum der Rationalitâtsbereicb genannt wird. 
Das Hinzufügen einer solcben Irrationalitat zu den rationalen Zablen 
wird Adjunktion genannt 

So ist Z. B. + 1 irreduzibel iin Gebiete der rationalen Zablen, 
dagegen reduzibel nach Adjunktion von i = ]/— 1; denn es ist 
Ci;- ~l- 1 == (:r -f- i) (x — i). 

Die Funktion — 8^’^ — 8 x’ — 8 ist reduzi])el nach Adjunktion 
von yS, nâmlicb 

__ 8r ~ 8 

- 2 + 2 ]/3 {x -I- 1)] - 4x - 2 - (.?.• + 1)] . 

Oft wei'den aucb mebrere Irrationalitâten Jiaclieinandor adjungiert. 
So bleibt — 2.r- + 2 aucb nach Adjunktion von yÿ nocb irredu- 
zibel, wird aber reduzibel durcb darauf folgende Adjunktion von 

-2x^- + 2 = {x^ - y¥^2 ÿ2x + l/â) (.i;^ + Y 2 -|- 2 y2x + I/2). 

Aucb bei dieser erweiterten Bedeutung der Irreduzibilitât bleibt 
der Hauptsatz 3. besteben: 

Sind die Koeffizienten von F{x) und f(x) in dein 
erweiterten Rationalitâtsbereicb entbalten und ist f{x) 
in diesem erweiterten Bereiche irreduzi])ol, so ist, wenn 
f(x) mit F(x) eine Wurzel gemeinschaftlicb bat, F(x) 
durcb f(x) teiibar. 


Zwôlfter Abschnitt. 


Hauptsâtze der Algebra. 


§70. Symmetrische Fnuktionen. 


1. Sind a?!, x^, . . ganz beliebige (unbestimmte, yerander- 
licbe) GroBen, so kônnen wir, wie wir in § 66 geseben haben, eine 
Funktion Grades von x bilden, deren Wurzeln diese n GroBen 
sind, namlicb 

(1) f{x) = (x - a-'i) (a' - x^) ■ ■■(x — x„). 

Wir nehmen den Koeffizienten von x^‘- hier == 1 an. Ordnen wir 
nach Potenzen von Xj so ergibt sich 


(2)_ 

■worin 


( 3 ) 


f{x) = x" + a,x’‘-^ + a,x«-^ + . . . + a„, 
— = Ux^ , 

6^2 — X-^ Æ'o J 

\ ^'2 ^3 ? 


+ 

d, h. es ist — die Siimme der die Summe der Prodnkte zn 

je zweien, — die Sumnie der Prodnkte zu je dreien n. s. f., endlich 
+ das Prodnkt aller x-^ (vgL § 60, 1.). 

Man kann also die Koeffizienten der Fiinktion f{x) 
rational durch die Wurzeln von f{x) ansdriicken. 

Die Summen, die anf der rechten Seite von (3) stehen, d. h. die 
Somme aller x^j die Summen aller Prodnkte zu zwei, zu drei u. s. w., 
sind symmetrische Funktionen, d. h. sie bleiben nngeândert, wenn 
die x^y X 2 , . . Xj^ beliebig untereinander permutiert werden. Wir 
nennen — — ci-^, . . ± % speziell die symmetrischen 

Grundfunktionen. 



2 , Wir definiren eine symmetrisclie Funktiou jetzf allgemeiu so: 

Eine symmetrische Fiinktioii . • •; ist ein Ans- 

druck, der durch Addition, Subtraktion und Mnltiplikation 
aus den n Grofien und beliebigen Zablen zu- 

sammengesetzt ist, und der sicb nicbt iiudert, wenn die 
beliebig untereinander permutiert werden. 

8. Es gilt nun der filr die gauze Algebra wichtige Satz: 

Jede symmetriscLe Funktion ^0 kann 

rational und ganz durcb die syminetriscben Grundfnnk- 

tionen ausgedrückt werden. 

D. L man kann durch Addition, Subtraktion und Multiplikation 
einen Ausdruck F(a^, zusamrnensetzeii, so da6 

( 4 ) ~ Ob; ^27 • • V ^0 

eine Identitiit wird, wenn für a.^, . . ., die Au.sdrückc aus (8) 

eingesetzt werden. 

Wir woUen hier den sehr einfachen und eleganten l^eweis dieses 
Satzes Yon Cauchy wiedergeben. 

Der Satz ist selbstverstandlich für ?/ = 1 ; demi in dicsem Faite 
haben wir nur eine syminetrische Grundfuuktion ~~ Wir 

haben also nur notig, den Satz unter der Voraussetzung, daB er für 
Funktionen Yon n — l Veranderlichen schon bewiesen sei, für n Ver- 
ânderliche zu beweisen, weil er dann mittels der vollstîlndigen Tn- 
duktion allgemein folgt. 

4 . Um die syniinetrischen Grundfimktioneii d(3r — 1 GroBen 
rTg, . . zu erbalten, kann man den Quotienten 

ç’CaO = -''i) 

bilden und erhâlt 

{x - x^) {x - x^) ■■■{x- a; J = x» - ^ -h .r" " + q. iif " M -|- , 

worin (§ 66, (6)) 

+ (hy 

Ü2 = + ^h'h + 

2n-l ~ + * * • + 

Die symmetrischen Grundfunktionen der au, . . ., sind also ganze 
lunktionen von x^ und von und wenn wir unsern 

Satz für n — 1 GrôBen als bewiesen annehmon, so sind aile sym- 
metrischen Funktionen Yon ^2; ^37 •••; rational durch 
ausdrückbar. 

Denken wir uns die gegebene symmetrische Funktion 

S = S (x \ , ^’o , . . . , 
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§ vo. 


nacli Potenzen Yon georclnet, so sind die Koeffizienten der ein- 
zelnen Potenzen symmetrische Funktionen der cc.j, und also 

in der angegebenen Weise ausdrückbar, und es folgt: 

Setzen wir den Satz 3. für symmetrisclie Funktionen 
von n — 1 GrrôBen als erwiesen voraus, so kann S als ganze 
Funktion von a^^y dargestellt werden. 

Den so gebildeten Ausdruck von S bezeicbnen wir mit 
FÇrj^y CL 2 y . . Wenn wir aber die ganze Funktion 

F{Xy a^y cin-d f{x) dividieren, so erbalten wir nacli 

§66^ (5) einen Quotienten Q und einen Rest Jî, der in bezug auf x 
bôcbstens vom Grade n — 1 ist: 

(fi) F{X) = Qf{:x) + 

worin Q und Jî auBer x, a^, . . aucli nocti entbalten und 

ganze IJ'unktionen von a^y . . sind. Setzen wir in dieser 
Formel x == x^y so wird f{x^ = 0, F = S und folglicb. 

s = Ii(x^) = li(x^, a„ « 2 , . . cij, 

worin R eine ganze Funktion der x^y a^y a^y . . ist, aber in bezug 
auf x^ liocbstens den Grad n — 1 erreicbt. 

Nun ist aber nacb Voraussetzung S eine symmetrische Funktion 
der x^y x^y . . x^^. Sie audert sich daher nicht, wenn wir beispiels- 

weise Xy^ und x^ vertauschen, und da hierdurch aucli die ag, . . 
unge'ândert bleiben, so ist S auch gleich RÇx^). Wir haben also 

S = R(x^) = R(x^) = . . • = R(:xjy 

und die ganze Funktion RÇx) — S y die liocbstens vom Grade 

ist, verschwindet für die n Werte x = x\y Xoy . . x^^. Sie mufi daher 

nach dem Satze § 67, 9. identisch verschwinden. Setzen wir 

R(x) = AqX'^~^ + A^x'^~^ A,^_iy 

so müssen ALq, A^, A^y . . — 6^ aile gleich Nul! sein, also 

^ = Ai-if 

d. h. gleich einer ganzen Funktion der a^y . . wie bewiesen 

werden sollte. 

5. Hat die Funktion S(x^y x.,) . . xJ in ihrem ursprüng- 
lichen Ausdrucke nur ganzzahlige Koeffizienten, so hat 
auch F(aj^y nur ganze Zahlen zu Koeffizienten. 

Setzen wir dies namlich bei Funktionen von n — 1 Verander- 
lichen als bewiesen voraus, so folgt es für Funktionen von n Ver- 
ânderlichen daraus, daB bei der Division, die zu der Gleichung (6) 
führt, nach § 66 keine Brüche auftreten. 



6. Der Beweis des Satzes von den symmetrischen Fimktionen, 
den wir hier mitgeteilt hahen, bietet zngleich ein Mittel, uni solche 
Funktionen -wirklicli zu bilden, freilich meist nicht oline sehr weit- 
lâufige Rechnungen. Betracliten wir z. B. für n -= o die Funktion 

D == (X^ 1 ^ 2 )*' ) (‘^ 2 ; 

die offenbar sjmmetrisch ist. Sind 

— H" % d" <^2 “ "b ^ “h *^2 ‘'^ 3 T ^3 

die symmetrischeii Grundfunktionen, so sind u\j die Wurzeln 

der kubischen Funktion 

f (a;) == x^ + cil H~ ^lî ) 

und a’ 2 , Xq sind die Wurzeln der quadratischen Fiuiktion 

^ 

woraus sich ergibt 

^2 + ^3 == “” + %); ^'^'2 •^■3 = + ^3; . 

^^ 2 ) 0^'ï ‘"^’s) ” i “b ^^2; 

(.^2 — ^3)^ = (a’o + a’3)^ — == “ dxi-^ ■— "^(iiXi - - ( 4 «2 — - 

und daraus folgt: 

— D = (3 Xi'' 2 cil ^'i “b ^^' 2 )"' ”b " ci'i ‘^'1 "b 4 rto — ^1 *") • 

Wenn man hierin x für Xi schreibt und daim durch f(x) dividiert, 
so gibt der Rest dieser Division, der von x iiiiabhiingig sein muB, 
den gesuchten Ausdruck für I). 

Man kanii die Rechnung dadurch etwas vereinfaclieu, daB man 
(3:1;^^ + + ^ 2 )^ dureh Benutzung der Gleiehung f(}i\)=^0 zu- 

nâchst auf den zweiten Grad reduziert, wodurch man erliillt: 

(ai^ — ia^)Xi^ + (^^«2 — -|- (aJ- - Brqay). 

Dies ist mit + d^T/g — zu inultipliziei‘en und dann 

erst die Division anszuführen. Auf diese Wcise laBt sicli die Recli- 
nung in kurzer Zeit durchführen und gibt das Résultat: 

D == + ISa^agay — 4ap*% — 4 ^ 3 '^ — 27 cif. 

Dieser Ausdruck D heiBt die Diskriminantc der kubischen Funktion 
f(x). Ihr Verschwinden zeigt an, daB von den drei Wurzeln 
Xij x^j x^ zwei einander gleich sind. 


§ 71. Bie Poteuzsiimmeii. 

1. Um symmetrisclie Funktionen durch die GrundfunktioDen dar- 
zustellen, gibt es in besonderen Fallen noch einfacbere Mittel. Wir 
wollen einen besonders wicbtigen Fall dieser Art betrachten. 

Wir setzen 


fi^) /^A / \ f{cc) f V 

(1) f'ix) = nx”-'^ + + {n—2)a^x“-^ 4 (- a„_^x + a„_^, 

nnd wir baben dann (nacb § 66, 4.) 

9^1 M = Ç’I M = 0, . . qo, (xJ = 0, 

und entsprecbendes gilt für • • v Ç’nC^')- 

Die Summe dieser Funktionen: 

jr(s) = + JL(± + . . . + .J^-L 

^ a; — a?! a; — a^g ' 'a; — a?,^ 

oder 

IX-i-') = 9>i(a') H- ^2(^) H 1- Ç’nC^') 

ist aber eiiie ganze Funktion (w — Grades und es ist 

F{x,)=f{x.:), ..., Fixj^nxj. 

Die Dilîerenz F{x) — f{x) ist also gleicbfalls eine ganze Funktion, 
bôcbstens Yom (n — Grade, die für x = x^^ . . ., x^^ also für 

n Werte verscliwindet, und die daber nacb dem Satze (§ 67, 9.) iden- 
tiscb verscbwinden muB. Wir baben daber die identiscbe, d. b. für 
aile X gültige Gleicbung 

2. Setzen wir 


*“ 1 4- a’” “ ^ + ^2 " ^ + 


so ist nacb § 66, (6) 


9.1 

^2 “ X^ -|- (X^ X.^ “b 

9 z = + (^ 1^1 + « 2^1 + ^ 8 ; 


9n-~l = + <^2 H h 


iind daraus erliâlt man die übrigen Glieder der Summe ( 2 ), wenn 
man % durch . ■ •? ersetzt. 

Wenn wir mit Summe der so ge^ 

bildeten entsprecbenden q bezeicbnen, so ergibt die Gleicliung ( 2 ): 

4 * + • * * 4" ^q,i-i ” f (^'); 

uud die Vergleicbung mit dem Ausdruck (1) von f (^-'0 ergibt: 

(4) ^{Zl7 0^ — ^bt-l ~ 

JSTun fûbren wir die unter dem Namen der Potenzsummen be- 
kanuteu symmetriscben Furiktionen eiu, iiidem wir setzeu: 

4* ^2 + ‘ + ^'n) 

/K\ ^2 “ 4” ^'2 4“ * * ■ 4" ; 

( 5 ) 

^ + . * • 4 - 

und weniL man also nacb. (3) die Summe Eq^ bildet, so folgt 
" 1 " 

Eq^ = Sg + Si»! + niu, 


^Qn-l = ^«-1 + + ^^u-s'h + • • • + 

und dies in (4) eingesetzt ergibt: 

0 — 4" 

0 = ^2 “b 4' 

0 = Sg 4" 4“ "l" ^^3; 

0 = 4- 

0 = s„_i + aiS,,_2 + H- H (■«- 

Hieraus lassen sich die Potenzsummen s^, 63 , . . als Punk- 

tionen der c^ 2 , . . ., leiclit eine nacli der anderen bereclmen. 

Man erbâlt z. B. 

§2 = Cil ““ 

C^) ^3 = + 3cig, 

S4 = a{^ — + 2^2“ — 


und ans den Potenzsummen lassen sich viele andere symnietrische 
Punktionen leicbter als auf dem anderen Wege berecbnen. 


3. Man kann aber aucb ebenso die symmetrisehen Grundfunktiojieii 
a. 2 , . • -, durch die Potenzsummeu ausdriicken^ z. B.: 


( 8 ) 



2 • == — + 35^52 — 253; 


4. Aus den Gleicbuiigen (6) lassen sich nur die Potenzsummeu 
5^;, bildeU; so lange h < n ist. Selir leicbt erhalt man aber aucb Glei- 
cbungen für s.^^, 5^+1, • • •; naan die Summeii bildet: 

i:f(x,)^o, zxj{x;)=^o, == 0 , •••; 

namlicb 

0 = h H 

0 ^« + 1 + + • * • + 

0 = ^Wîi + + i + « 2 S,. H h 


Ja man kann auf dem gleicben Wege s_ 3 , . . . bereobneU;, wenn 
man Ex'['^f{x^ = 0, = 0; • • • bildet: 

0 = + * • • + 

0 = ‘ + C(^S_2j 

woriii 5o immer gleicb n zu setzeii ist. In den Ausdrücken der 
^- 1 ; -^- 2 ; • ’ • durcb die a treten dann aber Potenzen von als 
Nenner auf. 

Durcb (8) und (9) kann man aucb nacb durch 5^, Sg, . , 
ausdrücken und es folgt daber: 

Eine Funktion /‘(. t) ist vollstandig bestimmt, wenn % = 1 
und die Potenzsummen der Wurzeln gegeben sind, und man 
kann jede symmetriscbe Funktion aucb als Funktion der 
Sg, . . ausdrücken. 

Wabrend aber die Ausdrücke der s durcb die a, wie man siebt, 
in ibren Koeffizienten nur ganze Zablen baben, entbalten die Aus- 
drücke der a durcb die s aucb Brücbe.^) 

5. Wir wollen einige Beispiele betracbten. SoU die symme- 
triscbe Funktion bestimmt werden^ d. b. die Summe der Pro- 

dukte der Quadi-ate der x- zu je zweien^ so kônnen wir von der Formel 
Gebraucb machen: 


1) Die ersten Auscliücke für Potenzsummen gab Albert Girard in dem 
Werke ,, Invention nouvelle en l’algèbre^ ( 1629 ). Sie vrurden dann von Newton 
veraUgemeinert (Aritbmetica universalis 1707 ). Daher sind die Formeln (6) 
unter dem Namen der Newtons cb en Formeln bekannt. 


oder 


= 21'x,^x^^ + 


= 4-G‘'2‘“''’’i) 

= «2= — 2a^as + 2f/,j. 

Eine aadere Aufgabe, die durcli die Potenzsunnnen gelosfc werdeii 
kann, ist die: Es ist 

f(x) = ic” + ajX”-^ + a.,x’'-- -1 + 

eine gegebene Fuuktion von x vom Grade. Es soll eine Euuktion 
F(x) = Æ” H- Aia;”- ' + A.x”-- + • • • + A,, 
gêfiinden werden, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln von 
f{x) sind. 

Wenn Sj, ^ 3 > • • • Potenzsummen der Wurzeln von /'(*) 
sind, so sind s^, s^, s^, . ■ . die aufeinanderfolgenden Potenzsummen 
der Wurzeln voii fIx), und die Formeln in 3. uud 4-. ergebeu für die 
Koeffizienten A^, A^, ... die Ausdrticke 

A^ *^2 ï 

2 .4.., ^2 ' ) 

6 J.g = — s/ + 3i?o5^ — 26\;, 


Hierans kann man mit Hilfe der Formeln in Nr. 2 die . . . 

dnrch die • • • ausdrücken, und erlialt z. B. 

A = 

A 2 = « 0 ^ — + 2a^^j 

so da6, wie es sein mu6, mit dem obeii gefundeiien Ausdruck 
identisch ist. 

Dasselbe Verfabren laBt sich auch anwenden^ wenn es sicli darum 
Kandelt; ans f(x) eine Funktion abzuleiten, deren Wurzeln irgend 
welche, etwa die Potenzen von den Wurzeln von /*(.r) sind. Die 
Potenzsummen der Wurzeln von A'(.r) sind dann ,s‘oy., und 

daraus lassen sicli die Koeffizienten von ^^^d 4. zii- 

sammensetzen. 

6* Man kann no ch auf einem anderen Wege die .Koeffizienten 
der Funktion F{x)j deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln von 
f{x) sind, bestimmen. Setzen wir namlich :ir =-■= 7 /, so verscliwindet 
immer eine der beiden Funktionen /'(l/y), /'(" l/y), wenn fur y eine 
Wurzel von F(x) gesetzt wird. Es ist also 

F (y) = ± fiV y) /■(— y y) , 

wo das obéré Zeichen für ein gerades, das untere für eiji ungerades n gilt. 


Nun lâfit sich f(x) in zwei Summanden fi{x) + xf\{x) zerlegen, 
von denen der erste f^{x) die geraden, der zweite xf\(x) die unge- 
raden Potenzen von x enthalt, und es ist dann 

Fin) - ± + yÿüW^) {fi{Vh)-Vyft{Vy'}) 

-±[[fXVli))'-<MVv)fl 

In der letzten Form kommt keine ungerade Potenz von Y y mehr 
vor. Ist Z. B. n eine gerade Zalil, so ist 

f^{x) = -1- H , 

fYx) = + H , 

und wir erhalten 

( 11 « — 2 7t — 4 \ 2 

2/- + «22/^ +«42/ ^ H ) 

/ n — 2 7t — 4 \2 

“ 2/Ui2/ - + «s!/ ^ + • ’ 7 

= + (2 - 2 a^ + 2 aj - 2 ^ . 

Bei diesein Vexfaliren ist die Reclinung no ch. etwas einfacher als 
hei Benutzung der Potenzsummen, und es ergeben sich die nume 
rischen Koeffizienten als ganze Zahlen, was bei der Méthode durch 
die Potenzsummen nicht ohne weiteres ersichtlich ist. 


§ 72. Pimdamentalsatz vou der Wurzelexisteuz, 

1. Wir haben im früheren gesehen, dafi man imnier die n Koefh- 
zienten einer ganzen Funktion f(x) so bestimmen kaun, dafi diese 
Funktion n beliebig gegebene GrdBèn zu Wurzein hat, und man 
kann daher in gewissem Sinne sagen, daB die Mannigfaltigkeit der 
Funktionen mit n Wurzein ebenso groB ist, wie die Mannigfaltigkeit 
aller Funktionen f(x), die man überhaupt bilden kann. Damit ist 
aber natürlich nicht wirklich bewiesen, daB diese beiden Mannigfaltig- 
keiten sich vollkommen decken; mit anderen Worten, es ist noch 
nicht bewiesen, daB eine Funktion Grades immer n Wurzein hat. 

Es würde genügen, wenn wir beweisen konnten, daB für jedes n 
jede Funktion Grades f(x) wenigstens eine (reelle oder komplexe) 
Wurzel hat. Denn ist eine solche Wurzel cc, so hat die ganze Funk- 
tion (n — 1)^®^ Grades fix^/ix—a) ebenfalls eine Wurzel /3 u. s. f, 
und man schlieBt daraus, daB f{x) in n lineare Faktoren zeiiegbar ist. 

Wir brauchen uns bei der Funktion f{x) nicht auf reelle Koeffi- 
zienten zu beschranken. Wenn wir aber die Existenz einer Wurzel 


für jede Funktion mit reellen Koeffizieuteu nacligewiesen haben^ so 
folgt sie aucb für Funktionen mit komplexeu Koeffizienten. Demi 
sind f^{x), f^{x) zwei Funktionen, deren Koeffizienten konjugiert 
imaginai* sind, so bat “ /i(^)/ 2(^0 Koeffizienten. Hat nim 

f{x) eine Wurzel a^, so ist entweder /; (r^^) = 0 oder 
Nebmen wir an, es sei /i(«i) = 0 , so ist /^)(o:o) = 0 , wenn die 
zu «1 konjngierte Zabi ist, nnd es bat also sowobl als ‘^f\ 2 {x) 

eine Wnrzel. Hiernacb bleibt uns noeb übrig, don folgenden Satz 
zu beweisen: 

Jede ganze Funktion f(.r) mit reellen Koeffizienten 

bat wenigstens eine reelle oder komplexe Wurzel. 

Dieser Satz ist so wicbtig, daB man ibn don Fundanientalsatz 
der Algebra genannt bat. Der erste, der ibn bewieson bat, ist 
GauB. Er bat tou dem Satze drei anf ganz verscbiedeiien Grundlageii 
berubeude Beweise gegeben. 

Der zweite nnd dritte dieser Beweise kënnen niclit mit elemen- 
taren Mitteln dargestellt werden. Der erste abor, den G au B ziierst iu 
seiner Doktordissertation (1709) und bO Jalu’C spater (1849) in wesent- 
licb yereinfacbter und verbesserter Form veroflcntlicbt bat, ist so 
einfacb und ansebaulieb, daB es wobl müglic]i sein dürfte, ilin aucli 
mit nur elementaren Kenntnissen zu versteliem Bei dmn Versucb, ibn 
in dieser Weise darzustellen, folgcn wir der zweiten Fassung. 

DaB wir uns dabei auf die Annabme reeller Koefüzienten in f\x) 
besebranken, gesebiebt nur im Interesse einer etwas eiufacberen Be- 
zeiebnung. Kacli der oben gemacbten Bemerkung liogt dîirin keine 
sacblicbe Bescbrlinkiing. 

2. Es sei also 

(1) fin) = + a.^ ,ÿ' - 1 + .1!" - H +<t„ 

eine ganze Funktion Grades von und die Koefiizicuiteu a^, a.,,..., a„ 
seien gegebene reelle Zablen. Es iet naclizuvvoison, claO es eine reelle 
oder imaginâre Zabi gibt, die, für 4 ; gesetzt, f{s) /,ii Null macbt. 
Wir setzen 

Z = à- + iy, 

und stellen ^ nacb § 51 durch die Pmikte einer Ebene dar. Es sind 
daim Xj y die Koordinaten eines Pimktes in der Ebene, den wir den 
Punkt Z nennen. 

Dana bat in jedem PuiJcte dieser Ebene die Fiuiktiou /‘(.s') eiiien 
estimmten Wert^ nnd es ist zu zeigen, daB es wenigsteus einen 
unkt gibt, in dem f{z) den Wert Null bat. Ein solcber J.^unlct mag 


ergeben, und man kami X uud Y leicht bildeii; indem man den bino- 
inischen Satz auf die Potenzen von x + iy anwendet. Einfacbere 
Formeln ergeben sicb aber, wenn man Polarkoordinaten anwendet^ 
ans dem Moivrescben Satz. Setzt man nâmlich 


X = r cos y = r ^m(p, 

(x + iyy = r^'(cos hep + i sin Jc(p)j 
so erhâlt man (§ 51, 8.) 

X=r"cosn 9 D + air”“^cos(72 — l)g:) + a 2 r^'“-Gos(';^ — 2 ) 9 H 

^ Y= r" sin^2 9? + sin (n—1) 9?+ a2r'*“^ sin (n—2) g) -\ \- sin cp. 

3, Es soU hier noch ein anderer Ansdi-uck für X und Y an- 
gefübrt werden, ans dem wir gleicb einen SebluB zieben werden, der 
für das Folgende wichtig ist. 

Wir setzen (vgl. Bd. Il, § 29, (11)) 

t = tang 4-9, cos 9? = , sin cp = , 

^ ^ 1 + ^2 ; 
nnd daraus folgt 

(1+ (X-^iY)= r” (l+'iï)^"+ (1 + -| \- a, ^(1+25^)”, 

nnd wenn wir anf die einzelnen Glieder den binomiseben Satz an- 
wenden nnd nacb t ordnen: 


(4) X = - , Y = — , 

worin F(t) nnd 0(ï) ganze Funktionen Yon t Yon den Graden 2n 
nnd 2n — l (bôcbstens) sind. AnBerdem sind F{ty ^{t) ganze 
Funktionen Yon r Yom Grade n. 

4. Aile Pnnkte der a;^-Ebene, denen ein konstanter Wert Yon r 
entspricbt, liegen anf einem Kreise mit dem Radins r, dessen Mittel- 
pnnkt im Koordinatenanfangspnnkt liegt. A¥ir wollen diesen Kreis 
mit (r) bezeiebnen. Will man die Pnnkte ermitteln, in denen eine 
der Fnnktionen X, Y anf einem solcben Kreise Yerscbwindet, so bat 
man die Gleichnngen F{() = 0, ^{t) = 0 für ein gegebenes r zu 
losen nnd zu beacbten, daB zu jedem Wert Yon t ein Wert Yon 
•cos 99 nnd Yon sin 93, also ein Pnnkt des Kreises gebôrt. 

Weber u. Wellsteiii, Encyklopüdie I. 2. Auü. 1 ü 
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Bei der Funktion Y kommt nocli der Wert t= csd, d. h. 9 ) = jt 
hinzu, UTid dies gilt auch bei X, wenn der Grad von F(t) niedriger 
als 2n sein soUte. Ans den Graden der Funktiouen F(t)^ a>(t) 
scblieBeu wir alsdann den Satz: 

Jede der beiden Funktioneu X, Y kann auf eiuem Kreise 
(r) hochstens in 2n Punkteu Null werden. 

Darans folgt, daB keine der Fnnktionen X, Y in eineni 
Flâcbenstûck überall gleicb Niill sein kann. 

Denn dnrcb ein solclies Flacbensfcück kônnte nian immer einen 
Kreisbogen legen, dessen Mittelpunkt im Aniangspunkt liegt, nnd auf 
dieseni wûrde dann X oder Y in iinendlicli vielen Punkten ver- 
schwinden. 

5. Die Wurzelpunkte der Funktion /’(>) sind die Punkte, in 
denen gleicbzeitig 

x^o, r=o 

wird. Beim Nacbweis der Existenz solclier Punkte stützen Avir uns auf 
die Stetigkeit dieser Funktioneu, die darin ihren Ausdruck findet: 

Sind Cj, % zwei Punkte, in denen die Funktion X ent^ 
gegengesetzte Vorzeichen bat, so liegt auf jeder (geraden 
oder krummen) Linie, die die beiden Punkte verbindet,. 

wenigstens ein Punkt, in dem X verscliwindet. 

Gleicbes gilt für die Funl^tion X. 

6. Wir knûpfen die ferneren Betracbtungen zunilcbst an die 
Funktion Y an und stellen folgenden Satz auf: 

Man kann r so grofi annebmen, daB die Funktion Y auf 
dem Kreise (r) im Vorzeicben mit sin nq) übereinstimmt, 
wenigstens überall da, wo sinncp dem absoluten Worte naeli 
über einer beliebig kleinen gegebenen Zabi 11 liegt. 

Man siebt dies sofort ein, Avenu man Y in die Fonn setzt: 

Y== ^sin ncp + ^ sin (n — 1) 9 + ^ sin (n — 2 ) 9 H ^ , 

Avorùi man dann r so groB annebmen kann, daB die Summe aller 
auf das erste folgenden Glieder absolut kleiner ist als eine beliebige 
GrÔBe, also aucb kleiner als d'j und dann entscbeidet das erste Glied 
über das Vorzeicben. 

Hieraus ergibt sicb folgendes: 

Wir markieren auf einer Kreisperipberie (r) die Punkte, in denen 

^ ^ 27t Htz (2n — l)7t 

9 = U, - -, -, — , • * - , 

’ n ’ n ^ n ^ ’ n 

ist und bezeicbnen diese Punkte durcb die Ziffern 
0 , 1 , 2 , ..., 2 -^i-l. 



Wir erlialten dann auf der Ki^eisperiplierie 2n Intervalle 

(01), (12), (2 3),..., (2«-l,0), 

in denen sin ncp abwechselnd positiv und negativ ist. (Fig. 14 zeigt 
diese Einteilung für den Fall n = 5.) , 

SclilieBen wir also die nachste Naclibarscliaft der Teilpunkte 
ans und nebmen r binlânglicli 
groB, so ist in diesen Intervallen 
aiicb Y abwechselnd positiv 
und negativ.^) 

Daraus folgt nach 5., daB 

Y in der jSTachbarschaft eines 
jeden Teilpunktes durch Null 
geîien inuB und nach 4. kann 
kann es in keinem anderen 
Punkte der Kreisperipherie 
Null werden. 

Da au ch das Vorzeichen von 
X (bei hinlânglich gi-oBem r) 
durch das Vorzeichen des ersten 
Gliedes cos ncp bestimmt wird^ 
so ergibt sich weiter, daB X in 
der Nachbarschafit der geraden Teilpunkte 0, 2, 4, . . ,, 2u~2 
und in diesen Teilpunkten selbst positiv, in den ungeraden 
Teilpunkten 1, 3, 5, . . 2n — 1 negativ ist. 

7. Wie wir in Nr. 4 gesehen haben, ist es nicht môglich, daB Y 
in einem Flachenstück überall verschwindet. Folglich ist die Ebene 
in Felder geteilt, in denen Y positiv und negativ ist, und diese Felder 
sind voneinander getrennt durch Linien, in denen Y verschwindet. 

Von einem der Intervalle (2A, 2h -|- 1) des Kreises (r), in dem 

Y positiv ist, erstreckt sich nun zun*âchst ein Flâchenstreifen, in dem 

Y positiv bleibt, auBerhalb des Kreises (r), und dieser Streifen schlieBt 
sich um so mehr dem Sektor von (p = 2}iütln bis cp == {21b + YjTtjn 
an, je weiter er sich vom Mittelpunkt entfernt. Dieses Flachenstück, 
in dem Y positiv bleibt, muB sich aber noch ins Innere des Kreises 



Fig, 14. 


1) Was wir kier die Nachbarschaft der Teilpunkte neunen, sind die 
Strecken anf dem Kreise (r), in denen 


Ictc 

n 


n n n 


ist, wenn d' — sinrj gesetzt ist. Die Bogenlange eines dieser ansgescKLossenen 
Sfcücke des Kreises (r) ist also 2rir/n und diese Strecke muB kleiner sein als 
TTî’/n, also 
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fortsetzen. Den Teil, der im Innern des Kreises liegfc, bezeiclmen 
wir mit H. Hierbei sind mehrere Formen zu unterscheiden, wobei 
Flacbenstücke, die sicb nur in einzelneu Punkten beriiliren, als nicbt 
zusammenbangend betrachtet werden. 

Entweder H endigt im Innem des Kreises und hat also auBer 
(2/i, 2/i + 1) keiuen Teil der Kreisperiplierie zur Grenze, oder es er- 
streckt sicb H bis zu einem andern Intervall (2 Z', ‘2h -\- 1) oder es 
teilt sicb H iir zwei oder niebi- Aste, deren jeder an einem Intervall 
{21,21 -\-V) endigt. 

Ein Beisspiel des ersten Verbaltens geben in unserer Pigur 15 
die Fliicben (0, l, 10) oder (2, 3, 12). Das zweite Verlialten zeigt 



Fig. in. 


(8, 9, 10, 11, 6, 7). Die Teilung in mehrere Àste koiniiit in diesem 
einfachen Beispiel niclit vor. 

Es ware auch denkbar, daC im Innem einer der Fiachen H eiu 
Piachenstück wie eine In sel liegt, in dem wieder negativ ware; ein 
seiches Verhalten (was iibrigens nebenbei bemerkt niclit vorkommen 
kann) würde aber nnsern Schlub auch nicht storeii. 

8, Wir denken uns niin die Begrenzuug einer Plache TI in dem 
Sinne durchwandert, daB man das Innere von JT iinmer zaïr Linken 
hat. Dann wird jedes Interyall des Kreises, das in dieser .Begrenzuug 
vorkommt, in dem also Y positir sein muB, ebenfalls so durchwau- 
dert, daB das Kreis-Innere zur Linken liegt, d. li. von einem geraden 



§ r^. 


iz. naupisaize aer -aigeora. 
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Teilpunkt nach dem naclistfolgeiKlen iingeraden. Der Weg um H 
lierum verlâBt also die Kreisperiplierie bei ungeraden Teilpunkten 
and trifft sie wieder bei geraden Teilpunkten. 

Betrachten wir einen Teil S dieses Weges, der von dem Punkte 
2A + 1 dnrcb das Innere bis zu einera Punkte 2 A- führt, so ist langs 
S überall Y = 0. Im Punkte 2A + 1 ist aber X negativ und im 
Punkte 2'k ist X positiv. Folglicb muB X auf dem Wege S wenig- 
stens in einem Punkte gleicli Null werden, und dieser Punkt ist ein 
Wurzelpunkt, dessen Existenz somit nacligewiesen ist. Zum bessern 
Verstândnis vergleiche man die Figur 15, die der Annahme 

= ^5 - 4 ^ - 2 

ungefabr entspricbt. 

Auf dem Wege (1, 10, 0) liegt der Wurzelpunkt a, 

auf dem Wege (3, 12, 2) liegt 6, 

auf (5, 11, 4) liegt y, 

auf (9, 10, 11, 6) liegt 

auf (8, 13, 7) liegt e. 



Dreizehnter Abschnitt. 


Unbestimmte Gleicliungen ersten Grades. 


§ 73. Zalilenkoii^ruenzen. 

1. Wie wir früher gesehen liaben (§ 15) kann man, weiin m 
und n zwei beliebige Eatürliche Zalilen sind, die Zalileu q und r 
so bestimmen, dafi 

m == qn + r 

ist. Hierin ist q Niill oder positiv^ und r genügt der Bedingimg 

Die Zabi r lieifit der Rest von m nacb n. Er kann bei ge- 
gebenem n nur einen der n Werte baben: 

(1) 0, 1, 2, n-1. 

Zwei Zablen m und die deüselben Rest liabeu, beiBen rest- 
gleich oder kongruent nacb dem Modul n.^) Es ist daun 

ni = q n -f r 

und folglicb 

m — ' ni = {q — q') n , 
also m — m durcb. n teilbar. 

Es gilt aiicb das Umgelcebrte, daB niimlicb zwei Zablen m, m ^ 
deren Differeuz m — m durcb n teilbar ist, restglcicli sind. Denn 
setzen wir 

m ^ qn r J ni == qn d- r\ 

so wird 

ni — ni = fr/ — q'yn + r — r\ 

Wenn nun m — ni durcb n teilbar ist, so muB hiernacli aucb r — r 
durcb. n teilbar (oder = 0) sein. Da aber r und r bonde der Zablen- 
reibe (1) angeboren, so kann ibre Differeuz dein absoluten Werte 
nacb nicbt gi*ô6er als n — 1 sein, und Ivann also, wenn sie von Null 
verscbieden ist, nicbt durcb n teilbar sein. Eolglicb ist r = r\ 

1) Nuincri congrui nacb GauO, 



2. Die Eigenscliaft zweier Zahlen, kongment zu sein, deutet 
man nacli Gaufi durch. das Zeiclien an: 

m = m (mod n) 

(spr. m kongruent mit m nacli dem Modul n oder aucli kürzer nack n). 
Eine solche Formel wird eine Kongruenz (Zaklenkongrnenz) genannt. 

Der Name bat mit dem geometrischen Begriff der Kongruenz 
ni dits zu tun. 

Jede Zabi ist mit ibrem Best nacb dem Divisor als Modul 
kongi'uent 

m = r (mod n). 

Wenn der Modul im Verlauf einer Recbnung nicbt geandert 
wird, so kann man ibn in der Bezeiclinung bisweilen weglassen, 
obne ein MiBverstaiidnis befürcbten zu müssen. In diesem Simie 
siüd die folgendeu Kongruenzen zu versteben. 

3. Fur das Recbnen mit kongruenten Zablen sind die folgenden 
Sâtze wicbtig: 

Ist 

a = a und h ~ p, 

so ist aucb 

a + Z) = a + /3, 
a — b ^ a — P J 
ah ap. 

Man überzeugt sicb yon der Ricbtigkeit dieser Satze sofort aus 
den Formeln: 

(a + h) — (a + /3) = (a — a) + (6~/3), 

{a — h) — (a — ji) = (a — a) — (6 — |S), 
ah ~~ ap = {a — a +■ a) (h — P + P) — ccp 

= {a-- a) (h — P) + p(a — a) + a(b — p), 

woraus beryorgebt, daB wenn a — a und h — P durcb n teilbar sind, 
aucb die Differenzen {a-±^h) — {a±^p')y ah — aP durcb n teilbar sind, 
wie diese Satze yerlangen. 

Auf diesen Satzen berubt ein Probeyerfabren, um die Ricbtigkeit 
weitlaufiger Recbnungen zu prüfen, die aus Addition, Subtraktion und 
Multiplikation zusammengesetzt sind. Man wable einen beliebigen 
Modul n und reduziere aile Zablen, die in der Recbnung yorkommen, 
auf ibre Reste nacb dem Modul n. Dann muB das Résultat der 
Recbnung in ibrer ursprünglicben und in der so yereinfacbten Gestalt 
denselben Rest geben. Am besten eignen sicb die Moduln n = 9 
und 9^=11, weil man dabei die Reste aller Zablen nacb § 17, 4. 
sebr leicbt findet (Neunerprobe, Elferprobe). 
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4, Ist 

a = a, ab^ 

und zugleich a und a relativ prim zu n, so ist aucli 
deiin es ist 

ab ~ afi = a(b — fi) + fi(a — a), 

und wenn daher ab — afi und a — a durcli n teilbar sind, so ist 
aiicli a(b — fi) durcb n teilbar. Ist also a relativ prim zu Uj so ist 
b — fi durch 7i teilbar (§ 16^ 6.). 

5, Durcb wiederliolte Anwendung des Multiplikationssatzes in 
Nr. 3 ergibt sicb, wenn h eine beliebige positive Zabi ist: 

Ist a, so ist aiicb ^ 

6, Da es nur n verscliiedene Reste nacb dem Modul n gibt, so 
müsseu unter mehr als n Zablen immer wenigstens zwei unterein- 
ander kongruente vorkommen. Dagegeu kaun man auf unendlicb 
viele verscbiedene Arten n Zablen 

( 2 ) . . .j 

so auswablen, daB nicbt zwei darunter kougruent siud; man brandit 
nur zu jeder der Zablen (1) irgeud ein beliebiges Vielfadies von n 
binzuzufügen. Die Zablen eines solcben Systems (2) geben bei der 
Division durcb n zusammen aile moglicbeii Reste (1) und jeden nur 
einmal. Darum beiBt jedes solcbe System ein voiles Restsystem 
für den Modul n. Wenn fur ein unbestimmtes Zeicben x uacb- 
einander aile Zablen eines Systems (2) gesetzt Averden^ so sagen wii^ 
X durcblâuft ein voiles Restsystem. 

7, Wenn m und n relative Primzablen siud, so muB aucb r zu 
n relativ prim sein, denn ein gemeinsamer Teiler von n und r ware 
aucb Teiler von m = qn + r. Ans der Reibe der mdglicbeu Reste (1) 
fallen dann, wenn man nur die zu n teilerfremden beibeblllt, einige 
aus; jedenfalls unter aUen Umstanden der Rest 0. 

Wir bezeicbnen die Anzahl der in (1) entbaltenen relativen Prim- 
zablen zu n mit v, oder um die Abbangigkeit von n dcutlicber aus- 
zudrücken, mit 99 (^ 2 ), setzen also 

V = cp(ji) 

und bezeicbnen die in (1) entbaltenen relativen Primzablen zu n mit 

^1; '^2; ^3? * • •; 

unter denen jedenfalls die Zabi 1 entbalten ist. 


Das Zeicten q){n) bedeutet also die Anzabl der positiren 
Zahlen, die kleiner als n und zugleicb teilerfremd zu n sind. 

Wir geben ein paar Beispiele für die Reihe (3): 

7. 1, 2, 3, 4, 5, 6 . 9(7) = 6 . 

= 13. 1, 2, 3, 4, 6y 

ly 8 , 9, 10, 11, 12. 9(13) = 12. 

9 ^ = 21 . 1 , 2 ” éy ô, 8 / 10 ’, 

11, 13, 16, 17, 19, 20. 9 ( 21 ) = 12. 

8 . Ist n eine Primzahl, so sind aile Zablen 1, 2, . . — 1 zu n 

teilerfrenid, und es ist folglicb in diesem Falle 

(p(ii) = n — 1 . 

Ist aber w eine Potenz einer Prirazabl Py so bat man, um die 
Reibe (3) zu erbalten, ans 0, 1, 2, . , ^ — 1 aile durcb p teil- 

baren Zablen 



der en Anzabl njp betrâgt, auszuscbeiden. Demnacb ist für diesen FaU 

(4) 9 («) = « - = n (1 - • 

9. Wenn sicb n in zwei Faktoren a, h zerlegen lafit, die zu- 
einander teilerfremd sind, so setzen wir 

(5) Z ^ axj — hx. 

Hierin bedeute 

X jede der Zablen 0 , 1 , 2 , , ,y a — 1 , 

y „ „ ,> 0 , 1 , 2 , b- 1 . 

^ stellt dann im ganzen ah = n Zablen dar, unter denen keine zwei 
nacb n denselben Rest baben. Denn ware 

s — / = a{y ~~ y) — h{x~ x) 

durcb n teiibar, so müBte 'b{x — x)y und da h relativ prim zu a ist, 
aucb x ~ œ durcb a teiibar sein, und da x und x kleiner als a 
sind, so müBte x ■— x = Oy also x ^ x sein, und ebenso scblieBt man, 
daB y ^ y sein müBte. Demnacb erbalt man, wenn man die Reste 
von ^ nacb n sucbt, ans (5) jeden der Reste 

( 6 ) 0 , 1 , 2 , n-l 

und jeden nur einmal. 



Non ist aber s dann und nur danu relativ prim zxi w, weaii x 
relativ prim zu a und ÿ relativ prim zu à ist. Demi eine Primzahl, 
die in a und s aufgett, muB in x, und eine, die in h und ^ aufgebt, 
in y aufgeben. Will man also aus der Reilie (6) der Reste voa z 
die ausscheiden, die mit n einen gemeinsehaftlicben Teiler haben, so 
bat man aus der Reibe der Zableii x die auszuscbeiden, die mit a, 
und aus der Reibe der Zablen y die, die mit b einen gemeinscbaft- 
lichen Teiler baben. Es bleiben also i 5 D(a) Zablen x und (p(h) Zablen 
y und (p(n) Zablen z, und es folgt, da jedes dieser x mit jedem y 
kombiniert werden kann, 

Q3(«) = (pia)(p{b). 

Entbâlt also z. B. n nur zwei Primfaktoren p, q, so ergibt sicb, 
in weleber Potenz aucb p und q in n aufgeben mogeu, 

und diese Formel lafit sicii durcli die Yollstandige Induktiou daliin 
yerallgemeinern: 

Siüd Pj r, ... die samtliclien voueinander ver- 

schiedenen Primzahlen, die in n aufgeben, so ist: 

.(»)=•■{>- -y 

Hiernach ist z. B. 

9)(60) = 60(1 - JJ = 16, 

9,(63) = 63 (l-|)(l~|) = :d6. 

§ 74. Die Potenzreste. 

1. Es seien jetzt n und g zwei Zablen ohne gemeinscbaftlichen 
Teiler {g Abkürzung für „Grundzabl“. Bei Anwendungen auf das 
dekadiscbe Ziffernsystem wird g = 10 genommen.) Wir bilden die 
aufeinanderfolgenden Potenzen von g: 

( 1 ) <f, (j\ (f, o\ . . 

= 1) und Bucben die Reste nacli n 

(^) ^ 0 ? Ql) (^3 7 • • • • 

Da g und aile seine Potenzen zu n teilerfreind sind, so sind aucb 
die Q teilerfremd zu und da sie zugleich kleiner als n sind, so 
gibt es unter ibnen bocbstens v = voneinander verscbiedene. 


12. Unbestiminte Gloichungen ersten Grades. 
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§ 74. 


Ist aber Qj. = worin f eine positive Zabi sei; so ist 

gk + f ^ ^ ^ (fQjf _ 1 ) 

durcb n teilbar, imcl folglich ist auch c/ — 1 diircb n teilbar. Es 
gibt also positive Exponenten für die 

(3) f/ ^ 1 (mod. n) 

ist, uncl wir wollen von jetzt an mit f die kleinste unter diesen 
positiven Zablen bezeichnen. 

2. Ans (3) folgt, wenn q eine beliebige positive ganze Zabi ist 
(nacb § 73^ 5.), 

und es folgt aucb umgekebrt: 

Ist für irgend einen positiven Exponenten le 

SO ist l' ein Vielfaches von f. Denn ware le niebt durcb f teilbar, 
so konnte man 

/.• = qf + r 

setzeu, worin 0 < f < f ware. Es folgt dann 

g^fgf = 1 

und folglicb nacb § 73, 4. g-^'^l. Dies aber widerspricbt der Vor- 
aussetzung, daB /* der kleinste positive Exponent sei, für den die 
Kongruenz (3) erfüllt ist. 

3. Von den f Potenzen 

(4) 

konuen niebt zwei denselben Hest nacb n geben, weil sicb sonst eine 
kleinere Zabi f ergeben würde, für die g^' = 1 wâre. Wir erbalten 
also darans f versebiedene Reste 

( 5 ) Qo7 Qi7 • • ’î Qf-i 

(worin = 1 ist). Gebt man aber weiter zu boberen Potenzen 
9^) • • •? so bekoramt man dieselben Reste in derselben 

Reibenfolge wieder, und man kommt also ans dem System (5) 
durcb Potenzieren von g niemals berans. Die po; Qu • • •; Qf-i beiBen 
die Potenz reste von ,(/; sie sind aile relativ prim zu n. Wenn nun 
f kleiner als ist, so gibt es wenigstens noeb einen Rest der 

niebt unter den Potenzresten entbalten ist, und dann sind die Reste von 

(< 5 ) r^(f, r^g\ ■ ■ -, 



aile sowolil untereinander als auch von den Resten der Potenzen (4) 
verschieden, Denn wâre 

s O würde folgen: 

~ (oder wenn Z; < h ist, 


iind dies widerspriclit der Aunahme, daB nicht uuter den Resten 
von (4) vorkommt. 

Demnacli ergibt aucli die Reihe (6) lauter verschiedene Reste, 
und es ist 2f^(p{n). Ist 2f<i(p{n), so gibt es einen Rest der 
nnter den Resten von (4) und von (6) nicht vorkommt. Die Zahlen 

fVf, ■ ■ -, 


geben wieder lauter verschiedene Reste, die aucli von den Resten der 
Reihen (4) und (6) verschieden sind. Denn ware etwa 


so würde folgen: 


(oder = 


d. h., es würde fg Voraussetzung in der Reihe (6) vor- 

kommen. Es ist also jetzt 3/‘^9(n). 

Man sieht, wie dieser SchluB fortzusetzen ist, und da die Vieh 
fachen 2/J 3/*, ... nicht ins Unbegrenzte kleiner als (p(n) blei])en 
kônnen, so folgfc, daB cp{n) ein Vielfaches von f\ also f eiii Teiler 
von (p{gi) sein muB.^) Wir setzen 

(p{n) = fi/; 

und ans (3) ergibt sicb der Terallgemeinerte Fermatsche Satz 

g<ii{n) = 1 (mod n) 

oder in Worten; 

Die (pinj^ Potenz einer jeden zu n teilerfremden 
Zabi ist nach n mit 1 kongruent. 

é. Ist n eine Primzahl, so ist (p{n) = n—l und der Satz lautet 
für diesen Pall: 

Für jede Primzahl n ist die (« — iy“ Potenz einer 
jeden durch w nicht teilbaren Zabi mit 1 kongruent. 

Der § 60, 3. bewiesene Satz, dafi, wenn n eine Primzahl und a 
eine beliebige ganze Zabi ist, a" — n = a(a"-i — 1) durch n teilbar 


1) Man beachte die Analogie dieses Satzes mit dem Satze § 56, 4. über 
Permutationsgruppeu. 


s 




U i4.ucc3UJ.xij.Lu.üc cxsijcju urraues. 




ist, ist^ wie maa sieht, in 4. enthalten, denn entweder ist a oder 
(nach 4.) — l durcli n teilbar. 

Mag nun n eine Primzalil oder zusammengesetzt sein, so zer- 
fallen nach 3. die zu n teilerfremden Reste von n in e Reihen von 
je /* Grliedern, die wir die Perioden der Reste nennen wollen. Man 
erhâlt eioe dieser Perioden, wenn man in einem Produkt rg^ für den 
Exponenten h die Zahlen 1, 2, 3, . . f~ 1 setzt. Die Auffindung dieser 
Reste, die auf den ersten Blick sehr weitlânfig erscheint, wird da- 
dnrch wesentlich vereinfacht, da6 man den Rest von rg^ dadurch 
hilden kann, daB man nicht rg^~^ selbst, sondern seinen Rest nach 
n mit g multipliziert. 

5. jSTehmen wir z. B. n ^ 11 , g = 2, so ergibt sich 
2^-1, 2^-2, 2-~4, 2^ = 8, 

2^=16, 2*^ = 15, 2® = 13, 2^ = 9, 28-1. 

Es ist also hier /*=:8, (p(17) = 16 nnd wir bekommen zwei Pe- 
rioden der Reste nach 17. 

Nehmen wir = 17, g= 10, so ergibt sich nur eine Période j 
es ist /*= 16. In der folgenden kleinen Tabelle stehen in der ersten 
Reihe die Exponenten der Potenzen von 10 nnd darnnter die ent- 
sprechenden Reste nach 17. 


i 1 i 

2 1 

â 1 

1415 

6 

7 

8 

|9 

10 j 

11 

12: 

13 

14 

15 

iio| 

|15 

14 

4; 6 

9 

O 

16 

M 

2 

3 

13, 

11 

8 

12 


Für = 21, ^ = 10 ergibt sich 

100 = 1, 10^=10, 10- = 16, 108-13, 10‘^ = 4, 10^ = 19, lO^ = 1, 

nnd wir haben hier /*== 6, (p(n) = 12, also zwei Perioden. Nehmen 
wir noch znm SchluB n = 13, g = 10, so erhalten wir: 

100-1, 10^ = 10, 10^ = 9, 108-12, 10-' = 3, 10*^ = 4, lO^-l; 

also haben wir anch hier /’= 6, 9 (^'^) = 12, also zwei Perioden. 

Nehmen wir dagegen n = 13, ^ = 2, so ergibt sich eine Tabelle 
wie oben bei 17, 


Ojl 2 

3 

4 

5 

U ! 7 

|8;9|10:il 

1I2 4, 

8 

.3 

6 

12 11 

1 9 j 5 ! 10 7 


also f ^ 12. 

6. Wenn für irgend eine Wahl von g nnd n nnr eine Période 
vorhanden, also /'— ist, so heiBt g primitive Wnrzel von n. 

Es ist also 10 eine primitive Wnrzel von 17, dagegen nicht von 13 
nnd nicht von 21, wahrend 2 primitive Wnrzel von 13, aber nicht 
von 17 ist. Es besteht der Satz, den wir wenigstens znm Teil spater 
beweisen werden, daB aile nngeraden Primzahlen imd Primzahl- 


potenzen sowie die mit 2 multiplizierteii iingeraden Primzalilpotenzen 
primitiye WurzeLa haben. Dagegen baben anclere zusammengesetzte 
Zablea keine primitiven Wurzeln^ z. B. 21 . Demi nacli dem Fermat- 
schen Satze ist / — I für jedes g diircb 3 und durcli 7 ^ also aucb 
durch 21 teiibar. 

Wenn g primitive Wurzel von n ist und g'^ ~ a (mod n), so beifit 
a der Index von a. In der oben angegebenen Tabelle steben also 
in der ersten Reibe die Indizes der darunter stebenden Zabi. Eine 
soicbe Tabelle beifit daber aucb eine Indextabelle. 


§ 75. Periodisclie Dezimalbriiclio. 

1 , Die Tbeorie der Potenzreste gestattet eine Anwendung 
anf die Dezimalbriicbe, durcb die ein gemeiner Brnch dargestellt 
werden kann. 

Es seien m und n positive relative Primzablen und n nicbt durcb 
2 und nicbt durch 5 teiibar, also relativ prim zu 10 . Wir betrachten 
den gemeinen Brucb 

_ m 
^ n 

Ein solcber Brucb lafit sicb, wie wir in § 28 geseben baben, in einen 
unendlicben Dezimalbrucb verwandeln, dessen Mantisse wir mit 

Z{m) = -2^1 -2^2 ^'3^4 . . • 

bezeicbnen. Zwei solche Brttcbe y = m/n und y = mjn mit dem~ 
selben Nenner n baben dann und nur dami dieselbe Mantisse, wenn 
ibr Unterscbied eine ganze Zabi ist, wenn sicb also m von m um 
ein Vielfacbes von n unterscbeidet, oder in Zeicben: 

Ist 

m = m (mod n), 

so ist 

Z(m) = Z (in) 

und umgekebrt. Denn ist y — y eine ganze Zabi, so bestebt die 
Mantisse des diese Differenz darstellenden Dezimalbrucbes ans lauter 
Nullen, und ist umgekebrt Z[nb) = Z{m)j so bestebt die Mnntisse 
Z{m — m) ans lauter Nullen. 

Da es (p{n) verscbiedene zu n teilerfremde Reste gibt, so gibt 
es also aucb (p( 7 î) verscbiedene Mantissen ZÇ'bu) für deiiselben 
Nenner n. Hier bat cp dieselbe Bedeutung wie in § 73 , 7. 

2 . Ans der Mantisse von y erbalt man die von 10 dadurcb^ 
dafi man die erste Stelle von Z(on) weglafit, also mit ^2 aiifangt, 
und durcb wiederholte Anwendung dieses Verfabrens ergibt sicb für 
jeden positiven Exponenten A: 


§ <0. id. unueatiminte meicniingen emen liraaes. ^55 


>^(10 ’m) '^a h-1'^;j+2'^^- + 3 ' * * * 

Wenn aber 

10^ ^ 1 (mod n) 

ist, so ist nach 1. 

Z{10Un) = Z(v/0, 

d. 11 . es ist 

^/ + l ^/ + 2 ^ ^' 2 ) ^/ + 3 ” -^3 7 ' ■ * • 

Die Ziffern der Mantisse wiederliolen sich also von der 
Stelle an genau in derselben Reihenfolge wieder, 
wie von der ersten. 

Die Ziffern zerfallen in Gruppen von je f\ die wir so bezeicîinen: 
P(m) = 

Diese Gruppe wiederbolt sich in Z(m) inimer in derselben Reilien- 
folge und sie wird die Période der Mantisse genannt. Man nennt 
daher auch die Mantisse Z(m) nnd den Dezimalbruch, in den sich 
y vei*wandeln laBt^ periodisch, nnd die Zahl f bezeichnen wir al s 
die Lange der Période für den Nenner n. Wir haben also den 
Satz bewiesen: 

Ein gemeiner Bruch^ dessen Nenner relativ prim zn 

10 ist^ laBt sich in einen periodischen Dezimalbrnch 

verwandeln. 

3. Um die übrigen Brüche gleich zu erledigen, bemerken wir, 
daB sich jeder Bruch /3 durch Multiplikation mit einer Potenz von 
10, 10^' in einen solchen verwandeln lâBt, der die Faktoren 2 und 5 
nicht mehr im Nenner enthalt und der also in einen periodischen 
Dezimalbrucli verwandelbar ist. Um von 10^' zu /3 zurückzukehren, 
hat man in diesem Dezimalbruch das Komma um l: Stellen nach links 
zu verschieben. Dadurch treten vor die Stelle also vor den Be- 
ginn der ersten Période, noch andere Ziffern, die die Periodizitat 
storen. Die Periodizitat beginnt dann ersfc nach der Stelle der 
Mantisse. Man nennt daher diese Dezimalbrüche un rein periodisch, 
wâhrend die, bei denen die Période gleich hinter dem Komma ein- 
setzt, rein periodisch heiBen. 

4. Wenn f der kleinste positive Exponent ist, der der Formel 
10/ ^ 1 (rnod n) genügt, so kann die Période der Mantisse Z (on) 
nicht ans weniger als f Gliedern bestehen. Denn ans .^'(lO^’m) == Z(o)i) 
folgt nach 1. lO^m^m oder, da m relativ prim zu n ist, 10^=1, 
und es ist also h nach § 74, 2. ein Vielfaches von f. 

5. Da man einen Dezimalbruch mit 10 multipliziert, indem man 
das Komma um eine Stelle nach rechts rûckt, so erhâlt man die 
folgenden Perioden; 
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Pim) = • ' 

P(lOm) = • ' 

P(lO^m) = ^3^4% . ■ 


•^f’ 

ç> 

'^2 J 


§ 75 . 


F(10^~'-m) = . ■ ■ Sf_i- 

Isfc nun (pin) = ef, so liât maii f'iir e yerscliiedene Werte von m 
solclie Perioden zu bilden, um die Mantissen aller Brüche mit dem 
Nenner n zu erhaltem Ist e=l, f=(p{u), aiso 10 primitiye 
Wurzel von n, so genügt ein einziger Wert^ etwa m — 1, um nacb 
diesen Formeln aile echten Bruche der Form mjn in Dezimalbrüche 
zu ’verwandeln. Fur diese Werte von n braucht mmi also nur 
eiue einzige Période zu berechnen, die dann (pii'i) Glieder liât. Ist 
e>l, so braucht man mehrere solche Perioden, die dafür um so 
kürzer sind. 

6. Wir nehmen als erstes Beispiel n = 7. Wir dividieren in 
der ge^vobnlichen Weise 

J,0 : 7 = 142857 

7 

3Ô 

■ 20 
Ï4 
“'60 
56 
40 
35_ 

50 
49 
' 1 . 

Dm Période ist also hier 142 857, und die unterstrichenen Zahlen 
sind die Reste der Potenzen von 10. Deranach erhalt man 

■f = 0,142 m ... 

i = 0,428 571 .. . 

^ = 0,285 714 .. . 

■f = 0,857 142 .. . 

4 = 0,571 428 .. . 

4 = 0,714285 .... 

md wo die Pimkte stehen, wiederholen sich die voranstehenden 
Perioden. Hierdurch sind. mit einem Schlage aile echten Bruche mit 



dem Nenner 7 bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit in 
Dezimalbriicbe rerwandelt. 

7. Pür H = 13 erbalt man folgende Reehnung: 

10 : 13 = 076 923 
00 
WO 
91 
90 
78 
^0 
117 
30 
~26 
40 

1 . 

Die Période bat also bier nur secbs Glieder, und man erbalt die 
Entwicklungen i ^ 0,076 923 .. . 

M = 0,769 230 .. . 
i = 0,692307 . . . 

« = 0,923076... 

^ = 0,230 769 .. . 

A = 0,307 692 .. . 

Um aile Brücbe mit dem Nenner 13 zu erbalten braucbt man 
eine zweite Période, die man ans irgend einem der feblenden Zabler 
ableiten kann. Nebmen wir 2/13, so ergibt sieb: 

20 : 13 = 153 846 
13 
70 
65 
50 

no 

104 

60 

52 

80 

78 

2 . 


IVcTier u. 'Wellstein, EncyldopiLdie 1. 2. Aiifl. 
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Wir haben also 

2 = 0,153 840 .. . 

1=^ 0,538 401 ... 

4 = 0,384 615 . . . 

= 0,846 153 .. . 
i ^ 0,461 538 .. . 

^1 = 0,615 384 .. 

Damit sind aile Bruche mit dem Nenner 13 erledigt. Hier 
liegt eiii unbegrenztes Material zu Übungen vov, das durch den 
schouen, stets kontroUierbaren Erfolg eiiien groüen Reiz bat. 

8. GrauB bat diesen Gegenstand in den „Disquisitiones aritb- 
meticae^^, art. 313 — 318 eingebend bebandelt. Er gibt dort eiue 
Tabelle, die für aile Primzahlen und Primzablpotenzen n unter 100 
die Perioden vollstândig entbâlt, nnd diese Tabelle ist, auf die Prim- 
zablen und Primzablpotenzen unter 1000 fortgesetzt, aus G auB’ Nacb- 
laB veroffentlicbi GauB zeigt an cler angefübrten Stello, wie man 
mit Hilfe dieser Tafeln die Entwicldnngen der Bruche, cleren Nenner 
mebrere verscbiedene Primfaktoren enthalten, ableiten Icami, auch 
für sebr groBe Nenner. Wir fübren hier nur das eine Beispiel au: 

22 „ 1 I 5 
21 :j ' 7 * 

Es ist aber 

A _ 0,333 333 3 . . . 

1 = 0,714 285 7 . . . 

If = 1,047 619 0 . . . 

üm die letzte Stelle der Période ricbtig zu erbalten, niuB man in 
den beiden Summanden nocb um eine (unter Unistanden aucli um 
mebrere) SteUen über die Période binausgeben. 

Zu erwâbnen ist hier nocb die Abbandlung von H. Bork über 
„periodiscbe Dezimalbrücbe^^ im Programin des Prinz .Heinricbs- 
Gymnasiums in Berlin, 1895, die auBer der Entwickluiig der Hauptsiitze 
über periodiscbe Dezimalbrücbe (nacb Kechnmigen von P. KeBler) 
eine Tafel entbalt, in der zwar nicbt die Période seibst, aber die 
Lange der Perioden für aile Primzahlen unter 100 000 angegeben ist. 

9 . Wenn n = und n' relativ prim zu n'j und f, f" die 

kleinsten positiven Exponenten sind, für die 10-^' — 1 und 10-^" — 1 
durch n und durch n” teilbar sind, so ist 10-^' — 1 daim und nur 
dann durch n teilbar, wenn f zugleicb ehi Vielfaches von f und f" 
ist. Der kleinste Wert f ist alsa das kleinste gemeinschaftliche VieL 
fâche von f und /*", und daraus ergibt sich der Satz: 


là. Unbestimmte Uleichuugen ersten Grades. 
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Die L’ânge der Période der Dezimalbrüclie für einen zu- 
sammengesetztea Nenner n ist gieich dem kleiüsfcen ge- 
meinscliaftliciien VielfaclierL der Periodenlânge für aile die 
Brüclie; deren Nenner Teiler von n sind. 

Ist 10 primitive Wurzel von so ist die Periodenlânge, wie wir 
gesehen haben, gieich cp(7i)^ und wir reichen mit einer Période ans. 
Nach der GauBschen Tabelle findet dies im ersten Hundert für 
die Zahlen 

= 7, 17, 19, 23, 29, 47, 49, 59, 61, 97 

statt. Die Maximalzahl der verschiedenen Perioden ergibt sich für 
n = 13, nâmlich (p(pi)lf== 9, f = 8. 


10 . Da, wenn f die Periodenlânge für den Nenner n ist, 10-^ — 1 
dnrch n teilbar sein miiB, so liât man aile Nenner n, die eine 
gegebene Periodenlânge f habeu, nnter den Teilern von 10-^ — 1 zu 
snclien. Umgekehrt ist die Periodenlânge eines Bruches, dessen Nenner 
ein Teiler von 10-^ — 1 ist, entweder gieich f oder gieich einem 
Teiler von /’. 

Es gibt also nur eine bestimmte Anzahl von Nennern solcher 
Bruche, die eine gegebene Periodenlânge f habeu. 

Beispielsweise kommen eingliedrige Perioden nur bei den 
Nennern = 3, n = 2 vor: 

1 = 0,33..., ^-^0,111... 

Die Periodenlânge 2 kommt nur bei Brüchen vor, deren Nenner ein 
Teiler von 99 ist, also bei n = ll, 33, 99, die Periodenlânge 3 bei 
Brüchen, deren Nenner Teiler von 999 ==27-37 sind, u. s. f. Bei 
groBeren Periodenlângen bietet die Zerlegung von 10-^ — 1 in seine 
Primfaktoren Schwierigkeiten, zu deren Überwindung, wenn man die 
Zerlegung nicht aus den vorhandenen Tafeln entnehmen will oder 
kann, besondere Kunstgrifie angewendet werden müssen. Es ist z. B., 
wie sich durch Ausmultiplizieren leicht bestâtigen lâBt: 

10^-1 = 9. Il- 101, 

10^-1 = 9-41-271, 

10^- 1 = 27. 7 -Il -13 -37, 

10^ - 1 = 9 - 239 • 4649, 

IQS- 1 == 9 - 11 • 73 • 101 • 137. 

Aile die hier vorkommenden Faktoren als Nenner ergeben verhâltnis- 
mâBig kurze Perioden. 


17 * 


11, Wir schlieBen die Betraclitungea über periodisclie Dezimal- 
brücbe mit den folgenden Sâtzen: 

Es sei 

0)1 == . . . Zf 

eine beliebige positive ganze Zabi, die mit den Ziffern 
gescliriebeu wird, und es sei 

w -=10^-1 

die mit f Neunern geschriebene ganze Zabi. Es ist daun, dekadiscb 
gescbrieben^ 

lOw = ^1^2 • • • 

und 

z^n = ^j[00 . . . 0 — 

wo recbts / Nullen binter z^ steben. 

Demnacb ist 

10m ^ z^n + 

worin wieder eine /-stellige Zabi ist, nâmlicb 

= ^2-3 • • • ^/^i- 

Es ist dann ebenso 

und so kann man fortfabren, und erbalt die Umwandlung des ge- 
meinen Bruches m/7^ in einen Dezimalbrucb, der nun, wie man siebt, 
die Période z^z^ . , , Zj, bat. Diese kann aucb in kürzere Perioden 
zerfallen, deren Lange dann ein Teiler von f ist. Der gemeiue ecbte 
Brucb mfn kann sich natürlicb aucb nocb kürzen lassen, und er kann 
sicb auf 1 reduzieren, wenn m = n ist, die Zabi m also aus lauter 
Neunern bestebt. Daniit ist dann bewiesen: 

Jeder periodiscbe Dezimalbrucb ist die ümwand- 
lung eines gemeinen Brucbes. Der Dezimalbrucb, dessen 
Période eingliedrig und gleicb 9 ist, entsteht aus der 
Umwandlung des uneigentlicben Brucbes 1. 


§ 76. Diopliantîselie Gleiclmngeii. 

1, Bei der AnflôsuDg der Diophantiscben oder unbestimmten 
Gleicbungen bandelt es sicb nm die Ermittelung unbekannter ganzer 
Zablen, von denen gewisse Eigenscbaften verlangt werden, die sicb 
durcb Gleicbungen ausdi*ücken lassen. Die einfachste Aufgabe dieser 
Art ist die folgende: 


Es sind a, h, c gegebene ganze Zahlen. Es werden zwei 
aiidere ganze ZaElen a?; ?/ g^suclit; die der Gleichung genügen: 

( 1 ) ay ~bx c. 

Zunaclisfc macEen wir einige allgemeine Bemerkuugen. 

Die GleicEung (1) bleibt nngeandert; wenn wir gleicEzeitig a in 

— a und y in — y verwandeEi. Ebenso wenn wir gleicEzeitig 6 in 

— 1) nnd X ui — X oder c in — c, x in — x, y in — y verwandeln. 
DaEer bescErânken wir die- AllgemeinEeit nicEt^ wenn wir aimeEmen, 
a, h und c seien positiv. Wâre eine dieser Zahlen, etwa h, gleicE 
NuUj so kâme die Aufgabe auf die Division von c durcE a zurück. 
Wir scEEeBen also diesen Fall ans. 


2. Wenn die Eeiden ZaElen a, h einen gemeinscEaftlicEen Teiler 
cl haben, so kann die Aufgabe 1. gewiB nur dann Losungen Eaben, 
wenn aucE c durcE d teilbar ist. Dann aber kônnen wE in der 
GleicEung (1) aile Glieder durcE d teilen. Diese Operation denken 
wE uns ausgefüErt, was auf die Annabme Einauskommt, die wir jetzt 
macEen wollen, daB cc und b teilerfremde ZaElen seien. 

DaB unter dieser Voraussetzung die Aufgabe 1. immer eine Lôsung 
hat, folgt leicEt ans dem VorEergeEenden. Wir Eaben namEcE in 
§ 73, 9. geseEen, daB der Ausdruck 

s = ay — hx 


ein YoUes Restsystem für den Modul ah durcElauft, wenn x und y 
voile Restsysteme für die Moduln ci und h durcElaufen. Es muB 
darunter also aucE eine ZaEl vorkommen, die nacE ah denselben Rest 
gibt wie Cj die also gleicE c + kah gesetzt werden kann, wenn k eine 
ganze ZaEl ist, DemnacE gibt es drei ganze ZaElen Xj y, Jc^ die 
der GleicEung 

ay — hx = e + kab 


oder 


a{y — kb) — bx ^ c 


genügen. HiernacE ist aber aucE die GleicEung (1) befriedigt, wenn 
dort X, y ~ kb für x und y gesetzt wird. 


3. Wir neEmen an, es sei eine Losung i/o GleicEung (1) 
gefunden, also 

(2) ay^ - hx^ = c. 


Ans dieser einen lassen sicE dann aile übrigen leicEt finden. ZieEen 
wir namlicE die GleicEung (2) von der GleicEung (1) ab, so folgt 

(3) a{y-y^ = h{x-x^) 



Es muB also das Produkt hix-x^) durch a teilbar sein, und 
da a und b scboii als teilerfremd angeuommen sind, so muB x ~ 
durch a teilbar sein. Wir bezeichnen den Quotienten, der eine ganze 
Zabi ist, mit l, setzen also x-x^^ la. Wenn man diesen Wert fur 
x — i\ in (3) einsetzt und durch a dividiert, so folgt y~y^^ib, also; 

X = Xq 

y = ;?/q 11 ) . 

Umgekelirt ergibt sich ans (4), was aucli l sein mag: 
ay — hx == ay^ — l)x^, 

und wenn also der Gleichung (2) genügen, so genügen . 7 ;, y der 

Gleichung (1). Wenn also die Gleiclinug (1) überhanpt eine Losung 
bat, so bat sie aucb unendlicb yiele, die aile durch die Formeln (4) 
aus einer abgeleitet werden Icônnen. 

4. Endlicb kcinnen wir noch eine weitere Vereiiifacliung vor- 
nehmen^ wodurch die allgeiiieine Aiifgabe 1. aut eineii speziellen Fall 
zurûckgeführt wird. 

Genügen der Gleichung 

(5) - 1; 

so geben die beiden Zalilen 

= ^^0, y - cy/o 

eine Losung der Gleichung (1), wie man sofort erkenut, wenn man 
die beiden Seiten der Gleichung (5) mit c multijiliziert. 

Hierdurch ist die Aufgahc 1. auf die folgendo eiufachere /Airück- 
geführt; 

5. Es seien h zwei positive gaiize Zahlen ohne ge- 
meinschaftlichen Teiler; es wird irgend ein ILuir gaiizer 
Zahlen y gesucht, das der Gleichung 

(6) a y -- hx 1 

genügt. 

Aus einer Losung dieser Gleicliiuig crliiiJt niaji allé auderii nacli 
den Formeln (4). Man kann also iiruiior positive lA‘>suiignu finden. 

6. Ist a== 1, so kann man a; ganz lieiicbig aniielimeii, und er- 
halt y b X 1, und ebenso^ wenn h 1 ist, .r (ly 1; sind aber 
a und 6 grofier als 1, so kann man in (4) für l den Quotienten, für 

den Rest der Division von x durcli (i nehmeU; so dab 

<1 < .^’o < a 


wird. Dann aber ist 


0 <C] clUq = 1 h X q <C. cth “h 1; 

also, da nicht gleicli h sein kann, weil sonst 1 durch. i teilbar 
sein müBte^ 

0 < Vo < h. 

Es gibt also eine und nur eine Lôsnng der Aufgabe 5., in der 
X nnd y positiv und kleiner als a und h sind, und diese Lôsung 
nennen wir die kleinste positive Losiing. 

7. Zur wirklicben Auftindung der Lôsungen einer Diophantiscben 
Gleicbung gibt es nun ein sicheres und verlialtnisma-Big leiclit zu 
handhabendes Mittel, das sicb auf den Euklidiscben Algorithmus des 
groBten gemeinschaftlichen Teilers stützt (§ 16). 

Es seien also in der vorgelegten Gleicliung a, b gegebene positive 
ganze Zalilen obne gemeinsamen Teiler, die beide grôBer als 1 sind^ 
und wir wollen annehmen, es sei a grôBer als 6. Wâre es auders, 
so brauchte man ja nur a mit b und zugleich x, y mit —y, — x zu 
vertausclien. Wir setzen der besseren Bezeiclinung wegen 

b = 

und bildea nun den Algorithmus § 16^ (1), der^ weil a und relativ 
prim sind^ mit == 1 abschlieBen muB: 

a = + ag, 

% - 

( 7 ) ^^'2 = + ^ 4.7 

Àus der ersten dieser Gleichungen erhalten wir, wenn wir wieder b 
für setzen: 

ag = a — bq^ 

und wenn wir diesen Wert für a.^ in die zweite Gleichung einsetzen: 

- «3 = Ml - + 

und wenn man so fortfâhrt, sieht man, daB sich jede der Zalilen 
flj, r/g, . . linear durch a und b ausdrücken lâBt. 

8. Wir wollen annehmen, es sei für irgend ein die Formel 
gefunden: 

(8) (-l)”»,. 





Die Vergleichung dieser Formel für v = 2, v = 3 mit den ersten 
Fallen für a^, dg gibt: 

(9) = Pi==<l> 

Qi-Si, -Ï^2 = 2'?i + 1- 

Setzt man aber in der Gleicbung 

a,. = Qy^K+i + «,.+2 

für den Ausdruck (8) und für den entsprecbenden; 

( 10 ) = 

ein, so folgt; 

{-iy+^a^^3 = a((2/i„+ ~ + 

Wenn also die Formeln (8) und (10) gelten, so gilt aueb 

(-l)’' + 2a,,^2 “ «<3..+i - 

weBn 

Py + l = -P/ir + -Pr-1) 

^ ^ <?r + l=<3rîr+(2,... 

gesetzt wird, und durcb die Formeln (11) kann maii die ZaUen P, 
und leicbt rekurrent berechnen. 

Man erbàlt z. B.: 

Ps = 2 !Zi! 72 + <72 + î; ft^i/À+l, 

Pi = mma + (Ha + Sada + Hi + 1 , 

Qi-<lÆaa +(la +!2'i, 

U. s. f., und zur Berecbnung der Zablen F, Q brauclit man also nur 
die Quotienten ÿ, cj^, g^, ... zu kennen. Man sielit überdies, daU 
diese Zablen P, Q aUe positiv siud und daB 

( 12 ) Py^i>Py, Qy.,i>Qy 
ist (nur wenn = 1 ist, ist = Q,) . 

9. Wendet man die Gleichung (8) auf v = jï an und bedenkt, 
daB = 1 ist, so ergibt sicb. 

(13) -?>P„_i = (- l)", 

und man liât also eine Losung der Aulgabe 5.: 

ay — hx =-= .1, 


wenn man 


^ = (-!)« 

2/ = (-l)"^ü>„-, 




Wenn wir die erste der Gleicliimgen (11) mit Q^, die zweite mit 
P,, multiplizieren tmd dann beide voneinander abziehen, und beide 
Seiten nocb mit (—1)’+^ multiplizieren, so ergibt sich 

Es hat also der Ausdruck 

für aile Werte vou v denselben Wert^ imd wenn man darin v ^ 2 
nimmt, so folgt ans (9): 

■(15) P..«._r-ft.P„_l = (-l)^ 

Diese Formel zeigt, dafi die Zahlen für jedes v ohne ge- 

meinsamen Teiler sînd, denn ein solcher gemeinsamer Teiler müfite 
ja Teiler yon + 1 sein. 

10. Wendet man die Formel (10) auf v = n an und bedenkt^ 
daB = 0 ist, so folgt 

Da nun aber sowobl a und h als P,^ und relativ prim und 
positiv sindj so folgt hieraus 

Q71 “ 

und aus den Ungleicbungen (12) folgt: 

Pn-l<(h Qn-1<^- 

Man siebt also hieraus, daB uns die Formeln (14) bei geradem 
n die Ideinste positive Lôsung der Gleicbung (6) ergeben. Bei im- 
geradem n erhalt man durcli 

« = y = i-Qn-i 

die kleinste positive Lôsung. 

11. Wir gi'eifen ein ganz beliebiges Zalilenbeispiel beraus, 
indem wir 

a == 1000, h ^221 

setzen, Wir bilden den Algoritbmus (7): 


1000 

= 4 

221 + 

116, 

221 

= 1 

116 + 

105, 

116 

= 1 

105 + 

11, 

105 

= 9 

11 

+ 

6, 

11 

= 1 

6 

+ 

5, 

6 

= 1 

5 

+ 

1, 

5 

= 6 

1, 




und finden n = 7. Fur die q erlialten wir der Reihe nacli; 


Q., (lu Q27 (lu lu Ig 

^ 4 , 1 , 1 , 9 , 1 ; 1 , 5 , 

also: 

Px = 4, 

P, ^5, ft = l, 

(>3 = 2, 

P, = 80, == 19, 

P, ==05, (3,^21, 

P6 = 1<81; «g = 40, 

P, = 1000, Q, = 221. 

Es ist also 

a; = 1000 - 181 == 819, y - 221 -- 40 - ISl 

die kleinste Losung der Gleichuug 

1000//- 221a: = 1. 


§ 77. KoïigTueiizen liolieren Grades. 

1. Aus der Gleichiing § 70, (1) ergibt sicli, dîiB a y — c diircU h 
teilbar ist, oder nacF der Bezeichung iii § 7)'^): 

(1) ay c (mod h), 

und -weniL diese Kongruenz erfüllt ist, so ist dadurch aiicli x der 
Gleicliung ay — hx = c gemaB bestimint. Die Kongruenz (1) gibt 
also, wenn a und h relativ prim sind, für y eine und nur eine Losuug 
aus der Reihe der Zablen 0, 1, 2, 1 . Aile anderen Lôsuiigen 

dieser Kongruenz sind nacb § 76, 3. mit dieser einen fundamentalen 
nacb dem Modal h kongruent. Diese Kongruenz beiBt eine Kon- 
gruenz ersten Grades oder eine lineare Kongruenz, und wir haben 
also hier eine vollkommene Analogie mit dem Satzo, daB eine lineare 
Gleiebung mit einer TJnbekaunten nur eine Losung bat, wenn 
wir unter der Losung einer Kongruenz niebt die einzelne Zabi, son- 
dern die Gesamtbeit aller untereinander ivongrueîiten Zablen yerstehen. 

2. Die Analogie zwiseben Kongruenzen hoberen Grades und den 
algebraiscben Gleiebungen ist niebt mebr so vollstandig. Es sei 

(2j f{x) = + A,x’-^ -r • • • + A,,_^x + A,^ 



eine ganze Fuiiktion Grades, deren Koeffizienten ^q, A,, . , . , 

ganze Zalilen siud. Gibt es eine ganze Zalil a, die, £ür r/: eingesetzt, 
f(a') durck die Primzalil p teilbar maclit, so lieifit a eine Wurzel der 
Kongruenz Grades 

= 0 (modj^^). 

Genügt a dieser Bedingung, so geniigt ihr aucli jede mit a nach p 
kongruente Zabi (§ 73, 3.), nnd die Gesamtheit dieser untereinander 
koncrrueuten Zahlen wird als eine Wurzel au&efafit. 

O O 

DaB es Kongruenzen dieser Art gibt, die überhaupt keine Wurzel 
haben, zeigt das einfache Beispiel f{^ = A- I (mod 3). Denn 

0:^+1 karui für kein ganzzaliliges x durcb 3 teilbar sein. Hier be- 
steht also kein dem Fundamentalsatz der Algebra entsprecliendes 
Tbeorem. Wohl aber gilt der Satz: 

Eine Kongruenz Grades für einen Primzalil- 

modul P kann niemals melir als n Wurzeln baben. 

Der Satz ist ricbtig für n Er ist also allgeinein erwiesen, 

wenn wir ihn für eine Funktion Grades unter der Voraussetzuno' 

O 

beweisen kônnen, daB er für eine Funktion {n — 1)^®^ Grades schon 
erwiesen sei. Dieser Beweis ergibt sicb so: Nacb § 66, 3. konnen 
wir, wenn x und a zwei unbestimmte GroBen sind, 

f[x) -= {x — a) Q{x) + f(a) 

setzen, worin Q{x) eine ganzzablige Funktion (n — 1)^®" Grades ist. 
Sind f{a) und f{x) beide durcb p teilbar, so ist biernacb aucb 
(:i‘ — a) Q (.r) durcb p teilbar, und wenn also x nicbt kongruent 
mit a y alsO' (x — a) nicbt durcb p teilbar ist, so ist Q{x) durcb p> 
teilbar. 

jSTebnien wir also den zu beweisenden Satz für eine Funktion 
('^ 2 .— ly®' Grades als ricbtig an, so gibt es bocbstens (n — 1) in- 
kongruente Werte von x, für die Q(x) durcb p teilbar wird und folg- 
licb bocbstens n, für die f(x) — 0 wird. 


§ 78. Existenz vou Primitivwurzelu eiiier Primzahl. 

1. Im § 74 ist der Fermatscbe Satz bewiesen, daB, wenn p eine 
Primzalil und a eine durcb p nicbt teilbare Zabi bedeutet, 

(modp) 

ist. Wenn f die kleinste positive Zabi ist, für die 



(moip) 

ist, so heiBt a zu dein Exponenteu f geliorig, imd werm für 
irgend einen Exponenten h die Kongrueuz 

1 (mod p) 

hestehtj so ist h ein Vielfaclies von Es ist also anch insbesondere 
f immer ein Teiler von p 1. 

Eine Zabi die zu dem Exponenten p — 1 geliürt, lieiBt eine 
primitive Wurzel der Primzalil p. 

Wir haben einzelne Beispiele solclier primitiven Wurzebi kennen 
gelernt, aber nocb keinen allgemeiiien Beweis gegeben, daB es für 
jede Primzahl p primitive Wurzoln gibt. Dieseii Beweis wollen wir 
jetzt noch nachholenP) 

2. Der Fall p == 2 bietet kein Interesse. Denn für j) === 2 ist 
die Zabi 1 primitive Wurzel. Es sei also p (bue ungerade Primzabl, 
p — 1 also gerade. Wir zerlegen p 1 in Primfaktoreu und setzen 

p — 1 


worin a, 6, c, . . . voneinander verscbieclono Priiuzableu, . 

die bocbsten in p — 1 aufgebenden Pütonzoïi diescvr Jb-j nizalilen sind. 
Wir beweisen zunacbst: 

1) Es gibt eine Zabi Aj die zu déni Ex])oneuten 
gebort. 

Die Kongruenz 

p-^ 

X : 1 (luod p) 

ist von niedrigerem Grade als p- 1, und es gibt also naeb § 77 
nnter den p — 1 Zablen 2; . . p 1 eijiO; die dieser Kongnienz 
nicbt genügt. Es sei y eine solcbe Zabi, Wenn wir daim 


setzen, so ist 


: 1 (ulod y/). 


Wenn nun A zum Exponenten /‘ gebort, so niuB /' (n’n ïoiler von 
d. b. eine Potenz von a sein. Ware aber /’< a'", also oin Teiler von 
a“~\ so wa-re 


1) G-aiifi bat in den „DiHqui8itiünca îinfchinc.fcicac*' zwci Bcweiee dieses 
Satzes gegeben, von denen wir hier déni zweiton fulgon. 


id. unDestimmte ixieicnungen ersten ürades. 




§ 78 . 


also 

p-} 

ya“ " ^ • • • = a ^ I (mod p) 

gegen die Voraassetzung. Es gehôrt also A zum Exponenten a“. 

Ebenso kann man nun Zaklen Bj C, . . . bestimmen^ die zu den 
Exponenten . . . gehdreri. 

« 

2) Das Produkt g = ABC . , . gekort zum Expo- 
nenten p — 1 . 

Nehmen wir an, es gelidre g nicbt zum Exponenten p — 1 , son- 
dern zu einem kleineren Exponenten h, so ist li ein Teiler von 
P — l und (p — 1) : ist eine ganze Zabi und grôBer als 1. In 
dieser Zabi kônnen aber keine anderen Primzablen als a,h, Cj . , . auf- 
geben, und da sie grôBer als 1 ist, so ist sie wenigstens durcb eine 
von ihnen, etwa durcb a teilbar. Setzen wir also p — 1 = hlcj so 
ist h eine durcb a teilbare ganze Zabi, und h ist ein Teiler von 
(p — 1) : a. Aus g^' 1 folgt daber: 

g ^ ~1 (modp), 

also 

A « B “ C « • • • ^1. 


Da aber (p — 1) : a durcb durcb ... teilbar ist, so ist 


und es folgt also 


p-j. pj-i 

B - C « -1, • 

A «"=1. 


Der Expouent, zu dem A gebdrt, mafite also ein Teiler von (p — 1) : a 
sein, wâbrend er docb ist, was nicbt in diesem Quotienten ent^ 
balten ist. 


3, Hiei'mit ist die Existenz einer primitiven Wurzel g für 
eine jede Primzabl p nacbgewiesen. Jede mit g kongruente Zalil ist 
dann gleicbfaUs primitive Wurzel. Die Gesamtbeit dieser untereinander 
kongruenten Zablen wird aber wieder nur als ein Individuum, eine 
primitive Wurzel, angeseben 
Die Zablen 

1 , 9 , 9 ^ 9 ^ 9 ^-^ 

sind aile inkongi’uent, und da sie aile durcb p unteilbar sind und 



ihre Anzahl p — 1 betragt, so kommt uuter iliren Resten jede der 


Zahlen 


= 2, 3, 




einmal und nur eiiimal vor. 

é. Es ist nun auch leicht, deii Exjioiienteii /' zii beatiniraen, zu 
deiû irgend eine dieser Zalileii (■/ geliôrfc. Isfc uamlich e der grôBte 
gememschaftliclie Teiler von h und p — 1, und ist k =--= ck', p-- 1 = ef\ 
so ’ist le <f und relativ priin zu f, und es ist p'-* = y-»*' 
mit 1 kongruent, wenn h durcli f teilbar ist. Demuach gebôrt é 
zum Exponenten f, und da die Anzabl der Wertc, die M haben kanu 
gleicb (p{f) ist (§ 73, 7.), so gibt os (p{f) inkongruente Zalilen, die 
zum Exponenten /■ gehoren. Nimmt ni au f = so folgt, dafi 

es cp{p—l) inkongruente primitive Wurzoln von p gibt. 


Vierzehnter Abschnitt. 


llnbestiminte Gleichungen zweiten Grades. 

§ 79. Der Satz von Wilson. 

1. Wir haben in § 77, 1. den Satz bewiesen: 

Sind a und 6 relative Primzablen, so bat die Kongrnenz 
ay ~c (mod V) 

eine iind nur eine Lôsung y ans der Reibe der Zablen 

0 , 1 , 2 , &-!. 

Nebmen wir den Modul als imgerade Primzabl an nnd be- 
zeicbnen ibn dementsprecbend mit so folgt ans diesem Satze als 
spezieller Fall: 

Ist a eine durcb p nicbt teilbare Zabi, so gibt es 
immer eine Zabi a ans der Reibe der Zablen 1,2,.. ., p — 1, 
die der Kongrnenz 

aa =1 (modp) 

genügt. 

Diese Zabi a! ist dann und nur dann gleicb a, wenn a oder 
— 1 (oder, was dasselbe ist, — 1) (modjp) ist. Denn setzen 
wir a' = a, so ist aa — 1 == — 1 == (a — 1) (a + 1) nur dann durcb 

P teilbar, wenn entweder a — 1 oder a + 1 durcb p teilbar ist. 

Die Zablen 2, 3, . . ., — 2 zerfallen daber in -\{p — 3) Paare 

von Zablen a, a, deren Produkt mit 1 kongruent ist, und das Pro- 
dukt der beiden übrigen, 1 (^9 -- 1), ist mit — 1 kongruent. Folglicb 
ist das Produkt 

1 • 2 • 3 • * • (p — 1) — 1 (mod p)y 

was aucb £ür p = 2 ricbtig ist, weil + 1 — — 1 (mod 2) ist. In 
Worten ausgedrückt: 

Ist p eine Primzabl, so ist die Zabi (2^—1)! + ! 
durcb p teilbar. 



2. Dieser wichtige Lehrsatz wird der Wilsousche^) genannt. 
Er lâBt sich in der folgeiiden Weise uinkeliren: 

Ist P eine natürliche Zalil, und {p — 1)! -|- l durcli 

P teilbar^ so ist p eine Piimzalil. 

Denn enthâlt p einen Primteiler q, der kleiuer ist als p, so ist 
Q; _ 1)! durch q teilbar, und (p — 1)! + 1 kann nicht durch q, also 
aueb nicM durcb p teilbar sein. Der Wilsonsclie Satz gibt uns 
also ein sicheres Kennzeichen für eine Priinzahl. 

3. Von dem Wilsonschen Satze macben wir folgende wichtige 
Anwendung: 

Ist p wieder eine nngerade Primzalil, so gibt es zu jeder Zabi a 
der lieibe 1, 2, . . (p— 1) eine Zabi a', die der Kongruenz 

aa' : - 1 (niod p) 

genügt. Weun nun die Kongruenz 

(^ 1 ) Æ" 1 (inod p) 

keine Losung bat, so ist niemals «"= a, und die Zableu 1, 2, 3, 
p—l zerfaUen in -KyJ — 1) Paaro, deren Produkt iiacb dem Modul p 
mit — 1 kongruent ist. Daber ist 

P- 1 

— (- 1) “ (mod/i), 

und nach dem Wilsonsclieii Hatzo aiicli I . I^'olglicli ist, da 

-j- 1 niclit mit — 1 kongnient sein fcuin, î {/; • 1.) eine migorade Zabi. 

4. Ist aber die Kongruenz (1) Idsbiir, iiiul ist eine 

Losung, so ist fiir jede Losuug von (1) ur also -- cc) (x + a) 

durch. p teilbar, also x : + a odor x - a. .Es gibt also zwei und 
nur zwei Lôsungen ans der iieiho .1,2, -1, und dereu Produkt 

a(p — a) ist — 1 (mod;j). Die Zableu 1, 2, p — l zer- 
fallen also jetzt in 10? — ^5) Paaro, (c, a\ deren ih’odukt mit — I 
kongruent ist, und es bleibon zwei Zalilon. u, p - a übrig, deren 


1) Die erste Erwiihnimg cUckgh vSatz(iH linthil; hîcIi in VViiriufjfH Méditation es 
algebraicae , deren erate Auflage 1770 erHtdue.n : „Haue inaxinie clegantem 
n-umerorum primorum propriotatoni invoaiti vir cL'iriHHinniH, roruitDjue niatlicmati- 
carum peritisaiinus loaimes Wilnon Annijjfor.“ Diene-r [oiiiuuiH Wilson Anniger 
ist obne Zweifel idcntiscli mit Sir John Wilson, der 17J1*~--179J lolito, von 
dem es in der ^National Biognipliy^, LXll, lo? (London lüOO) luîifit: „Wliilo still 
an nndergradnate he is said to hâve made an ahle reply to the attack on 
Edward Warings Miscellanea analybicfi hy William Samuel .Po\vcll“ (briefliclie 
Mitfceilung von M. Cantor). 


Produkt ~ 1 ist. Demnacli ist mit Rücksicht auf den Wilsonsclien 
Satz 

^ 3-3 p-l 

(P - 1) ! ^ (- 1)^^ ^ l)-2- ^ _ 1 ^ 

nnd es mu6 also — 1) eine gerade Zalil sein. 

Aile nngeraden ZaMen p (ob Primzahl oder nicht) zerfallen in 
zwei Elassen, je naclidem i;{p ~ 1) gerade oder ungerade ist. Die 
^rsten konnen in die Porm 4n -f- 1; die zweiten in die Form 4^ + 3 
oder 4n — 1 gesetzt werden^ worin n eine ganze Zabi bedeutet. 

Für die Primzablen, die zu der ersten Klasse geboren, ist die 
Kongruenz (1) losbar, für die Primzablen der zweiten Klasse nicbt. 
Wir drücken diesen von Euler zuerst bewiesenen Satz so ans: 

5* Ist P eine Primzabl von der Form én + so 
kann man für x eine solcbe ganze Zabi setzen, daB 
x^ 1 durcb P teilbar wird-, ist aber p von der Porm 
4'l^ + 3^ so ist das nicbt moglich. 

Zu den Primzablen der ersten Klasse geboren z. B. 

5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 

zu denen der zweiten Klasse 

3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 59, 67. 

6. Für die Primzablen der ersten Klasse kann man die Lôsung 
der Kongruenz (1) leicbt aus dem Wilsonscben Satze finden. 

Denn es ist: 

1 = - - 1 ), 




(mod p) 


Ist also p = 4:n~\~l, so zerfallen die Zalilen des Produktes (j? — 1)1 
in zwei Hâlften: 1,2,., ., 2n und {2n + 1), (2n + 2), . . ., — 1) in 

der Art, daB das Produkt der ersten Halfte mit dem Produkt der 
zweiten Halfte nacb dem Modul p kongruent ist. Daber ist nacb 
dem Wilsonscben Satze: 

(_p— 1)! = 1 (modjj), 

und die Losung der Kongruenz (1) wird in der Form erbalten 


X = • (p^oà p ) . 


Wobcr U. Wellstoin, Encyklopadie. I. 2. Au fl. 
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II. Algebra. 


§ 80. 


Ist Z. B. P = 13, so ist = 61 720 :e:- 5 (mod 13), und in 

der Tat ist 5^ + 1 == 26 diirch 13 teilbar. 

Bei groBen Werten von p laBt sich freilicli diese Metliode zur 
Bereclinung von x praktisch nicht anwenden. Fur solcbe Zahlen bat 
G au 6 ein auf der hôlieren Aritlimetik beriiliendes Hilfsmitfcel zur 
schnellen Bereclinung angegeben, das wir hier zwar nicht in seiner 
Allgemeinheit entwickeln, aber docli an einem Beispiele soweit klar 
machen kônnen, daB es danach auf beliebige alinliche Beispiele 
angewandt werden kann. Dazu aber sind die folgenden Betrachtungen 
erfordeiiich. 


§ 80. Uiiadratisclie Kestc. 

1 . Ist m eine beliebige natürliclie Zabi, und x einer der Reste 
0, 1, 2, 3, . . m 1 von m, so geben die beiden Zalilen 

x^j (ni — rr)” = nr — 2n/.;r + .r- 

bei der Division mit m dieselben Kest(‘, und andere Reste als diese 
kônnen bei der Division von Quadratzalilen durch m niclit zuin Vor- 
schein kommen. Man erhiilt daher gewiB aile diese Reste ans der 
Division von x“ durcli m, und braucht dabei x nicht groBer als -i-m 
anzunehmen. 

Die so entstandenen Reste lieiBen die quadratischen 
Reste von m. Ihre Anzalil ist hôclistens gleicli (.Vw, -f 1). 

Die übrigen Reste von vij die niemals Reste von Quadrat- 
zahlen sein kônnen, heiBen die quadratiBcbeii Nichtreste. 
Ihre Anzahl ist mindesteiis gleicli {I m — 1). 

2. Wenn m eine ungeradc Priinzalil ist, so gobcn niemals zwei 

Quadratzahlen x'^ und ?/-, dercn Wurzeln .r, j/ zwei vomscliiedcme Zahlen 
der Reihe 1, 2, 3, . . — 1) sind, den gieiclum Rost. Demi sonst 

müBte 

-- f = (•^‘ — !/) + //) 

durch m teilbar sein, was nicht niôglicli ist, da sowolil x — y als 
X + y kleiner als m sind. Denuiacli haben wir don Satz: 

SchlieBt maii den selbstverstilndliclien quadratischen 
Rest 0 ans, so bat eine ungerade Primzabl '))i genau — 1) 
quadratische Reste und ebensoviele quadratische Niclit- 
reste. 

3. Beispiele. w/ === 3; 

Quadratische Reste: 0, 1, 

„ Nichtreste: 2. 



m = 4: 

Quadratische Reste: 0, 1, 

,, Niclitreste: 2, 3. 

m = 5: 

,, Reste: 0, 1, 4, 

„ Niclitreste: 2^ 3. 

m = 6: 

yj Reste: 0^ 1, 3, 4, 

Niclitreste: 2, 5. 

m = 7 : 

„ Reste: 0, 1, 2, 4, 

„ Niclitreste: 3^ 5, 6. 

m=8: 

„ Reste: 0, 1, 4, 

yy Niclitreste: 2 y 3, 5, 

m ^ 9 : 

Reste: 0, 1, 4, 7, 

„ Niclitreste: 2, 3, 5, 6, 8, 

m = 11 : 

yy Reste: 0, 1, 3, 4^ Oy 9, 

yy Niclitreste: 2, 6^ ly 8, 10. 

m == 13: 

Reste: 0, 1, 3, 4, 9, 10, 12, 
yy Niclitreste: 2, 5, 6, 7, 8, 11. 

4. Wir lieben den speziellen Satz hervor, der aus dem Beispiel 
= 8 folgt, daB das Quadrat einer ungeraden Zabi immer 

von der Form 8^^ 4- 1 (also aucli von der Form 4^ + 1) ist. 

5. Wenn nun + 1 dnrcli eine Priinzalil p teilbar sein soll, 
s O setzen wir 

(1) X^^+l^piJy 

worin also x und y nocb. nnbekannte ganze Zablen sind. Statt direkt 
X zn sucben, kann man aber auch y siiclien, nnd diese ZaM bat die 
Bedingung zn erfüllen, daB py — 1 eine Quadratzabl sein soll. 

18 * 


276 § 80 . 

Da man x < annehmeii kaiin, so folgt ans (1) py < Ijr oder 
y<iP- vierten Teil aller Zàhlen 

^ 2 ^ . . iJ — 1 filr y zu setzen und zu versuclieii, ob py ~ 1 eia 
Quadrat werde. Um aber fest'/ustelleit, ob eine Zabi ein Quadrat sei, 
dazu hat man ein einfaclies und siclieres Mittel (§ ï^3). 

6, Es lâBt sich aber die Anzahl dcr Zalüen^ die nnin für y ver- 
suclisweise zu setzen bat, nocli \veiter herabdrücken. Zii diesem Zweck 
nelime man eine beliebige Zabi e an, die man den Exklndenten 
nennt (man wablt dazu zuniicbst kl eine Zahlen, 3, 4, 5, 7, tS, . . u. s. w., 
die Zabi 6 als Exklndenten zm nehmen, ist zweckîos, da sie uicbts 
anderes gibt als der Exldudent 3). Ist nnn ft ein (luadratiscber Nicht- 
rest von e, so kann nacb (1) nieinals 

py -- /3 + 1 (mod e) 

werden, und man bat also aile Zableu y auszascblieBon, die einer 
Kongruenz (2) genügen. 

7. Wâblen wir als Beispiel p = b7, so babon wir zuuacbst fur 

y die Zableii 1, 2, . . 24 zu setzen. 

Nebmen wir <5 = 3 als Exkludenten, so ist 2 Niclitrest, und 
wenn wir also in (2) ^ = 2 setzen, so folgt, dab aJlo -durob 3 teil- 
baren Zablen davon nocb aiisziisoblieBen sind, rnid os bloibeii also 
die Zablen 

1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, U, 13, 14, (d, 17, l.<), 20, 22, 23. 

Nimmt man e = S, /3 == 2, ,3, 5, I), so orgebon si(di als nocb aus- 
zuscblieBen aile Zableu, die von einer dor .Formen 

8n + 3, Sn + 4, H'U. + (5, <Sn. H- 7 
sind, nnd es bleiben also 

77=1, 2,r>, R, 10, 13, k;, 17. 

Setzt man ferner c = 5, /5 = 2, 3, so bat imm (Vn) .Losungen der 
Kongruenz 

2y 3, 4, d. b. // - : 4, 2 (inod b) 

auszuscblieBen, also die Zablen 2 und 17. 

Wendet man nocb die Zablen n 9, r . = 7 an, ho kaun man aile 
Zablen bis auf 5 und 13 ausscldicLkin, und mtui (iiidcit daim 

97-5-1 484 - = 22- 


Es genügt also x 22, odcr • 75 dor Kongnionz :r 1 (mod 97). 
Dieses Verfahren kann man, froilicb mit niobr Itoolmung, auch auf 


§ « 1 . 


14. unDestimmte uieicnungen zweiten lirades. 


^77 


groBere Primzahlen anwenden, wenn man mit den Exklusionen noch 
weitei' geht^ und findet so z, B. für p = 1901 den Wert y = 2d, und 
daraus das nachtragiicli leiclit zu verifizierende Résultat 


218' ~ - 1 (mod 1901). 

Wir geben nocli einige Beispiele, die aus einer von Euler be- 
recbneten Tabelle vvillkürlicb berauseregrilfen sind. ^ 


114' --1 (mod 317), 
208' = — 1 (mod 509), 
26' ~ — 1 (mod 677), 
317' — 1 (mod 773), 
469' ~ ~ 1 (mod 1009), 


782^-1 (mod 1217); 
51' ” — 1 (mod 1301); 
225' = - 1 (mod 1489); 

61' = — 1 (mod 1861); 
412' = - 1 (mod 1997). 


§ 81. Qiiadratisclie Reste voii Primzahlen. 


1 , Wir baben. scbon im vorigen Paragrapben geselien, daB eine 
ungerade Primzahl genau ~ ^nadratische Reste und -^-(p— 1) 
Nicbtreste bat, wenn wir jetzt ein für alternai den Rest 0 ausscblieBen. 
Man erbalt die cxuadratiscben Reste als Reste der Zablen 


1' 2' 3' 

J. , -J , «J , 



Die dabei nicbt zum Vorscbein kommenden Zablen sind die Nicbtreste. 
Wir woUen jetzt der kürzeren Ausdrucksweise balber die Gesamtbeit 
der Zablen, die nach p denselben Rest geben, als ein einziges Indivi- 
dnum, eine Zablklasse auffassen und demnacb unter quadratiscben 
Resten aUe Zablen ce versteben, für die die Kongruenz a;' = a (modj;) 
losbar ist. Wir werden aucb hier unter Resten scblecbtweg quadra- 
tisebe Reste versteben. Wir baben dann die Satze: 


2. Das Produkt zweier Reste ist ein Rest. 
Denn ist 

a;' = Cf, ' = a (mod p) , 

so ist 

(a; a;') ' = a a (mod p) , 

also aa aucb Rest, 


3. Das Produkt aus einem Rest und einem Niebtrest 
ist ein Niebtrest. 

Denn sind a und a a Reste, so gibt es zwei Zablen a*, y, die 
den Kongruenzen 

x^ = a^ \f~ad (modp) 


1) Cominentationes arithmeticae, Bd. 1, S. 862. 


genügeiL^ und es gibt nach § ^9^ 1. eiiie Zahl Xj für die 33 1 is|j 
Es ist dann: 

{yyy 

und es isfc also a gleiclifalls Rest. Weim also a Rest uud h Nicht- 
resfc ist, so ist aucli ah JSTichtrest. Demi warc ah Rest, so müBte 
wie eben bewiesen, aucb h Rest sein. 

4. Das Prodiikt ans zwei Nicbtresten ist eiu Rest. 

Denn ist b irgend eine durch 2 ^ niclit teilbare Zabi, so durcb- 

lâtift hg zugieicb mit q ein voiles Restsystem nacli j). Dieses voile 
Kestsystem bestelit ans deii quadratiscben Resten a uud den quadra- 
tiscben Nicbtresten /3. Ist nuii h ein Nichtrest, so diircblauft ha 
nacb 3. die Gresamtbeit der Nicbtreste, and folglicb inuB hj^ die 6e- 
samtheit der Reste durcblaufeii. 

Man prüfe diese Siltze an eineni ))eliebig gewabiten Beispiele 
etwa jr; = 13: 

= 4, 9, 10, 12, 

/3 = 2, 5, G, 7, 8,11. 

5. Das Eulerscbe Kriterium. 

Bedeutet x eine nicbt diircb jn teilbare Zalil, so ist nacb déni 
Fermatschen Satze 

,«^-1 - 1 - (;/ - 1 ) (J - + 1 ) (luod p). 

Es ist also einer der beiden Faktoreii 

p-\ p~i 

X ^ ' -l, X ^ + 1 

dnreb p teilbar; es konnen es aber niclit boide sein, da sonst aucb 
ibre Diflerenz 2 dureli p teilbar sein nniBte. Ist nnii a cin quadra- 
tiseber Rest von p, so gibt es eine der ivongrueiiz 

(r - {(■ 

genügende Zabi c, und es ist wieder nacb dem 1^'erniatsclien Satze 

P - 1 

a - -3.3 1 1 fmodp), 

und folglicb genügt jeder quadratisebe Itcst der Kongrueiiz 

v-\ 

X - - 1 : 0, 

Dieser Ivongruenz genugen aile l) quadratisclien Ji^este und 



nach § 77 kann ihr kein quaclratischer Nichtrest genügen. 
Die quadratisclien ÎSTiclitreste müssen also der zweiten Kongruenz 

tzl 

X + 1-0 


crenüo'en. Wir fassen dies zusammen : 

Die Zahl c ist quadratischer Rest oder ISTiclitrest von p, 
je naclidem 

(1) c - — + 1 oder — — 1 (modp) 

ist. 


(>. Das GraiiBsche Kriterium. 

Es sei c eine durch p nickt teilbare Zabi. Wir betracbten die 
J-(p — 1) Yielfacben von c 

( 2 ) 

nnd das Produkt aller dieser Zahlen 


c, 2c, 3c, ■ • -, ^^-^c 




P = c • 2c • 3c • • • ^c = c“2 . 1 • 2 • 3 • • • • 


Die absolut kloinsten Reste der Zablen (2) sind iinter den 
Zablen 


4“ 1 + 9 ... + 

— ~ ; ? — 


P — 1 


zu sucben. Es kommen aber unter diesen absolut kleinsfcen Resten 
nicht zwei mit dem gleichen absoluten Wert vor; denn Tvare 
're — so müBte r±r durch p teilbar sein, und dies ist nicht 
moglich^ wenn r, r voneinander verschieden und beide positiv und 
kleiner als sind. Demnach sind, vom Vorzeichen abgesehen, die 
absolut kleinsten Reste der Zahlen (1) die Zahlen 


1 , 2 , 8 , 


P — 1 


und Avenu darunter p négative vorkommen, so ist 


(4) -P = (- 1)“ • 1 • 2 • 3 • • (mod i)). 


Demnach ist nach (3) und (4) 


P - 1 

c 2 


(modp), 


und dies gibt in Verbindung mit 5. den Satz: 

Die durch p nicht teilbare Zabi c ist quadratischer 
Rest oder Nichtrest von p, je naclidem unter den 


absolut kleinsten Resten der Zalilen (2) eine gerade 
oder eine ungerade Anzabl negativer vorkommen. 

7. Wenden wir dies an auf c = — 1, so siud die Zablen (2) 
ibre eigenen absolut kleinsten Reste und sie sind aile negativ, Rs 
ist also —1 quadratiscber Rest, wenn -Ki' — 1) gerade, und Nicbt- 
rest, wenn — 1) ungerade ist. Das stimmt iiberein mit dem 
scbon oben auf anderem Wege bewiesenen Satze: 

— 1 ist quadratiscber Rest der Primzablen der Form 
+ 1 und Nicbtrest der Primzablen von der Form 

4m + 3. 

8. Nebmen wir c= — 2, so stimmt die Zablenreibe (2) mit der 
Reibe der negativen geradeu Zablen 

-2,-4, - G, 

überein. Ist 2r < -Jj;, so ist — 2r sein eigeiier absolut kleinster 
Rest, also negativ, ist aber 2r > i jf;, so ist p -- 2r der absolut 
kleinste Rest von — 2r, also positiv. Es ist also die Anzabl der 
positiven geraden Zablen, die kleiner als oder, was dasselbe 
ist, die Anzabl der positiven gauzen Zablen, die kleiner als sind. 
Nun bat p eine der vier Form en 

8m + 1, 8m + O, 8 m + 5, 8m + 7 

und es ist also in diesen vier Flillen die Anzalil der positiven 
Zablen r, die den Bedingungen genügen: 

r < 2m + -.j-, P = 2‘mj 
r < 2m + J, = 2m, 
r<2m + -5-, P - 2m + 1, 
r < 2m' + I, P === 2m + 1. . 

Daraus ergibt sicb der Satz: 

— 2 ist quadratiscber Rest der Prinizablen der Form 

8 m. + 1, Hm + 8, 

und Nicbtrest der Primzablen der Form 

8 m + 5, 8;//. + 7. 

9. "Die Verbindung dieses* Satzes mit dem vorigen ergibt nacb 
Nr. 2., 3., 4. 

+ 2 ist quadratiscber Rest der Primzalilen der Form 

8m + 1, 8m + j 

und Nicbtrest der Primzablen der Form 

8 m + 3, Sm + 5. 


10. Gescliiclitliche Notizen über die quadratiscben Reste. 
Wenn c quadratiscRer Rest von ^ ist, so gibt es ganze Zahlen x, fur 
die die quadratiscbe Punktion 

(5) f(x) = x"-c 

durcb P teilbar ist. Die alteren Zahlentbeoretiker^ Euler^ Legendre u. a. 
nennen daher die Primzahlen, von denen c quadratiscber Rest ist^ die 
Primteiler der Punktion f{x)y und die Anfgabe, die wir hier fiir die 
Pâlie c = — 1, ± 2 gelôst baben, lehrt uns also, die Primteiler der Funk- 
tionen +1, ± 2 kennen. Fermât waren diese Resultate bereits be- 

kannt, aber wabrscbeinlicli batte er sie nur durcb Induktion erscblossen. 
Den Bëweis für — 1 bat Euler gegeben^ der fiir 6'== ±2 rülirt von 
Lagrange ber. Das allgemeine Gesetz für ein beliebiges c bat Euler 
zuerst ausgesprocben, aber nicbt bewiesen (1783). Dieses allgemeine 
Gesetz^ das Reziprozitatsgesetz der quadratiscben Reste nacb 
Legendre, oder das „Tbeorema fundamentale in doctrina de 
residuis quadraticis^^ von 6au6 spielt in der Gescbicbte der neueren 
Zablentbeorie eine groBe Rolle. AuBer Euler und wabrscbeinbcb von 
ibm unabhangig bat es aucb Legendre durcb Induktion gefimden 
(1785), aber zum erstenmal ist es 1786 von GauB bewiesen worclen. 

GauB ist immer und immer wieder darauf zurückgekommen und 
bat bis zum Jabre 1818 secbs auf ganz verscbiedenen Grundlagen 
berubende Beweise gegeben (zwei weitere fanden sicb nocli im NachlaB). 

Andere Beweise sind von Caucby, Jacobi, Eisenstein, Kummer, 
Kronecker und anderen. Ein besonders einfacber ist der des Pfarrers 
Zeller in den Monatsbericbten der Beiiiner Akademie von 1872. 

Der Inbalt des allgemeinen Gesetzes laBt sicb so aussprecben: 

Ist von den beiden ungeraden Primzablen p, q we- 
nigstens eine von der Form Am + 1, so ist p Rest oder 
Nicbtrest von q, je nacbdem q Rest oder Nicbtrest von 
P ist. Sind beide Primzablen p, q von der Form + 3, 
so ist P Rest von q, wenn q Nicbtrest von p ist und 
umgekebrt. 

Die Pâlie c == — 1, c == ± 2, die wir oben bebandelt baben, sind 
nicbt unmittelbar darin als Spezialfâlle enthalten und fübren daber 
den Namen der Erganzungssatze zum quadratiscben Rezi- 
prozitatsgesetz. Sebr eingebenden Bericbt über die verscbiedenen 
Beweise des Reziprozitatsgesetzes findet man in der Scbrift von 
Oswald Baumgart „Über das quadratiscbe Reziprozitatsgesetz^ 
Leipzig, Teubner 1885. 


§ 82. Die Pytliagoriiisclien Dreieeke. 

1. Es ist eine uralte Wahrnelimung, deren Gesclüchte sicli im 
Dunkel der Vorzeit yerliert, dafi ein Dreieck, dessen Seiten, in irgencl 
einer Langeneinlieit geziiessen, H, 4 und 5 siiid, eiiien rechten Winkel 
kat; iind diese drei Zalüen siud durch die arithmetische Eigeiisckaft 
aiisgezeichnet, dafi das Quadrat der groBten imter ihnen gleicli der 
Snmiîie der Qnadrate der beiden aiideren ist (5“ = o“ -1~ 4*'). Diese 
Tatsaclien sind ein Ausdruck des Pytbagortiischen Lelirsatzes^ 
und die Historiker sind der Meinimg; daB diese aritlimetisclie Walir- 
nehmung das Ursprüngliclie, die Quelle fur deii geometriachen Satz 
gewesen sei (Cantor, Gescliiclite der Matliematik^ Bd. 1. S. 168). 

Man nennt ein reclitwinkliges Dreieck ein Py tliagoraisckes^ 
wenn sicb seine Seiten, in irgend eiiier Einlieit geinessen, in ganzen 
Zalilen ausdracken lasseii^ und um aile J^ytliagorâisclien Ilreiecke zu 
finden, liât man also die aritlimetisclie Aulgabe zu loseii, aile natür- 
licben Zalilen y, zu finden^ die (1er Bedingung 

(1) r.- - .r- -k tr 

genügen. 

2. Uni diese Aufgabe zu iBsen, luacheu wir zuniiclist die Be- 
merkung, dafi wir aus jeder Lësung von (1) beliebig viole andere 
ableiten konnen, wemi wir die drei Zalilen a;, y, .s' mit einem und 
demselben Faktor multiplizieren. Ebenso këiuion wir, weun rr, y, z 
den grüBten gemeinsamen Teiler h liaben, die (Peiciluiiig (1) durcli 
Ih^ dividieren, und erhalten daraus eine Losung, in der a;, y, z keineii 
gemeinsckaftliclien Teiler liabcii. llitwnacli kdiineii wir uns auf die 
Aiinalime bescliranken, daB rr, y, z: keinon gcutuabisanien Teiler liabeii. 
Dann konnen aber aucli niclit zwei von dieson drei Zalilen einen 
gemeinsamen Teiler liaben-, demi sind zwei von. diosen Zaklen durcli 
irgend eine Prinizalil (j teilbar, so inuB wi^geii (1) aucli die clritte 
dnrcli q teilbar sein. 

Demnacb. dürfen keine zwei der Zabi on .r, y, z einen 
gemeinsamen Teiler baben. 

Es konnen also aucb niclit zwei dieser Zalibm gerade sein. 
Andererseits konnen die Zablen Xj y nicliL beide uiigerade sein. 
Denn ist ;2? == 2A + 1, y = 21c + 1, so ist 

+ y" == 4(/r + -h 4{h -|- /.•) + 

und diese Zabi ist durcli 2, aber niclit durch 4 teilbar. Sie kanii also 
keine Quadratzabl sein, da jede gerade (Juadratzabl dvircli 4 teilbar 
sein muB. Wir beeintracbtigen dalier die Allgemeinlieit niclit, weun 
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wir CO ungerade, y gerade und z ungerade annehmen. Dann schreiben 
wir die Grleiclumg (1) in die Fonn: 

(2) j-'' = — tf = {z — y){s!-\-ij). 

Setzen wir: 

^ + 2/ = 


Z — y ^ 

so sind nach unserer Voraussetzung m und n ungerade Zalilen^ 
und es folgt 


m n 


m — n 

y , 


woraus nocli zu sclilieBen ist, daB m > n ist, und daB m und n keinen 
gemeinsamen Faktor liaben kônnen, da dieser nur ungerade sein konnte^ 
und daher auch in y und z enthalten ware. ISTun folgt ans (2) 

(3) mUj 

und daraiis ergibt sicli, daB m und n Quadratzahlen sein müssen. 

Denn wenn on irgend einen Primfaktor in einer ungeraden Potenz 
enthielte, so müBte dieser wenigstens noch einnial in n entkalten sein, 
was der Annalime widerspricht, daB on und n relativ prini seien. 

Es ist daller on = a^y = x = al), wenn a, 1) ungerade Zalilen 
ohne gemeinscliaftliclieu Teiler sind, und folglich: 


(4) 


X = ai, 



^ a- + Ir 


3. TJmgekelirt genügen, wenn a, l irgend zwei ungerade ganze 
Zahlen sind, a die groBere der beiden, diese Ausdrücke der Glei- 
ckung (1). Denn es ist 

27 . , /cr + hy- 

+ ( T-) - (-i--) • 

Deninacb sind durcb die Formeln (4) aile moglichen PytEagoraiscben 
Dreiecke dargestellt. Man erbâlt beispielsweise 


a = 3, 

h = 

1, 

X = 3, 

y = 

4, 

5= 5, 

a = 5, 


1, 

X 5, 

y- 

12, 

.2= 13, 

a — 0 , 

& = 

3, 

X = 1 Ô , 

2/ = 

8, 

17, 


U. s. f. 


§ 83. Der groBe Fermatsclie Satz. 

1. Die Verallgemeinerung der im yorigen Paragrapben gelosten 
Aufgabe würde die sein, solche positive ganze Zalilen x, y, z zu finden, 
die der Gleicliung 

x'^ + of = 

genügen. Fermât bat obne Beweis den Satz ausgesprochen, daB es 
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IL Algebi-a. 


§ 83. 


solclie Zahlen nicht gibt, wenn n > 2 ist. Es ist aber bis auf den 
beutigen Tag nicbt gelungen, dieseii Satz, dera Kronecker den Nainen 
des groBen Fermatscben Satzes gegebeii bat, imd au dessen 
Ricbtigkeit nicbt gezweifelt wird, allgeniein zu beweisen. Euler bat 
den Beweis für die beiden Werte der Exponenten n = 3 und n 4 
gegeben; für n = 5 ist er von Diricblet bewiesen, und Kuminer 
bat durcb die Hilfsmittel der hoberen Zablentbeorie einen Beweis 
gegeben, der nnr nocb einzelne besondere Werte von 7i ausscblieBt, 
die, wenigstens unter den kleineren Werten von n, selten sind. 
ünter 100 findet sicb keiner dieser Exponenten n, die déni Kuminer- 
scben Beweis nicbt zuganglicb sind. Der Beweis fur den Fall n == 4 
laBt sicb mit ganz elementaren Hilfsinitteln fübren und soll hier 
mitgeteilt werden. 

2. AngenomnieU; die Gleicbung 

( 1 ) 

babe eine Losung in ganzen Zableii .T, y, von denen keine ver- 
scbwindet, so bat aucb die Gleicbung 

( 2 ) . 

eine solcbe Losung. Man bat ja nur das der Gleicbung (2) gleich 
dem Quadrate des ^ der Gleicbung (1) zu setzen. 

Es genügt also, oder gibt sogar nocb mebr als wir verlangen, 
wenn wir die Unmdglicbkcit von (2) beweisen. Hat aber die Glei- 
cbung (2) überbaupt Losungen, so wird unter diesen aucb eine (viel- 
leicbt mebrere) sein, in der so klein als moglicb ist. In 
dieser Losung, die wir nun unter //, ,3? versteben, künnen x und y 
keinen gemeinsamen Teiler baben. Demi wiire d ein gemeinsamer 
Teiler von x, y, so müBte z durcb tf teilbar sein, mid durcb Division 
der ganzen Gleicbung (2) durcb erbalt xnaii eine Gleicbung der- 
selben Form, in der z verkleinert ist. 


3. Wenn nun (2) erfüllt ist, so sind x\ y/-, z die Seiten eines 
Pytbagoraiseben Dreiecks, und wir konnen nacb § 82, 2. setzen 


( 3 ) 


= al), 



a- -b Ir 
"2 ^ 


worin a und h uiigerade Zablen obno gemeinsamen Teiler sind (a>&). 
Ans der ersten der Gleiebungen (3) schlieBeri wir aber ebeiiso wie in 
§ 82, 2. ans der Gleicbung (3), daB die Zablen a, h selbst Quadrate 
sein müssen, und setzen 

a ^ h = /l-, 

worin a, ^ wieder ungerade Zablen oline gemeinsamen Teiler sind. 
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14. Unbestinimte Gleiclmngen zweiten Grades. 


Setzen wir uuii 

U “(“ = 2 tj ci — ^ = 2 U 

Uücl folglicli 

a = t U, P = t — U, 
cc — / 3 ' = 4^tîi, == 2{f + ir), 

so sind auch t imcl ii ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, 
und es folgt aus (3): 


r = ■ 


= U^) 


und daraus 

( 4 ) 


(|)'= + 


Nun sind t und ii olme gemeinsamen Teilei'; und folglicli kann aucli 
t' + ^r weder mit t noch mit u einen Teiler gemein kaben, und 
daraus scblieBen wir, wie oben, daB die drei Zablen t, u, 
Quadratzahlen sind. Setzen wir 

so folgt: 

(5) ^ a;/ + j/i‘‘ = 

Nun ist aber 

2 2 a~ï^ 


also, da a ~ h eine positiye gerade ganze Zabi, also mindestens 
gleich 2 ist, 

^1 < y, 

andererseits ist y‘^ ^ < z^ und folglicb 

es ware also Ideiner als z und um so mebr kleiner als z^^ was der 
Annabme widerspricbt, claB z^ die kleinste Zabi sei, für die die Glei- 
cbung (2) befriedigt werden kann. Es gibt folglicb überbaupt keine 
positiven ganzen Zablen Ir, y, Zj die der Grieicbung (2) genügen, wie 
der Fermatscbe Satz bebauptet. 


§ 84. Zerleguug von Zablen in die Summe zweier Quadrate. 

1. Jede Primzabl von der Form 4n + 1 ist die 
Summe von zwei Quadratzablen.^) 

2. Sind X und y ganze Zablen und 

(1) m = + y^ 


1) Der Satz ist von Fermât ohne Beweis ausgesprochen. Der Beweis 
rührt von Enler her (1754) (Commentationes arithmeticae, Bd. 1). Heute er- 
soheint der Satz als ganz spezieller Fall der Théorie der qnadratischen Formen. 
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die Summe ihrer Quadrate, so kaun m nur dann nngerade sein^ 
wenrL von den beiden Zablen x, y die eine gerade^ die andere uii- 
gerade ist, demi die Summe zweier geraden oder zweier ungeraden 
Zabi en ist immer gerade. Da das Quadrat einer geraden Zabi durch 
4 teilbar ist, und das Quadrat einer ungeraden Zabi für den Modul 4 
den Rest 1 gibt (§ 80, 4.), so folgt, da6 m in der Formel (1), wenn 
es ungerade ist, eine Zabi von der Form 4?^ + 1 sein muB. Wenn 
also eine Primzabl (auBer 2 = P + 1^) die Summe zweier 
Quadrate ist, so ist sie gewiB von der Form én + 1. Das Üm- 
gekehrte aber, daB jede Primzabl von dieser Form aucb wirklicb 
immer die Summe zweier Quadrate ist, war vicl scbwerer zu be- 
weisen. 

Wenn m ^ gesetzt werden kaiin, worin .r and y ganz- 

zablig sind, so sagen wir, m ist in zwei Quadrate zerlegt oder 
durch die Summe zweier Quadrate clargestellt. Sind x und y 
relativ prim, so nennen wir on eigentlich zerlegt oder eigent- 
licb dargestellt; baben x und y einen gemeinsamen Teiler, so ist 
die Zerlegung oder Darsteilimg nneigentlicli. 

Wenn x und y einen gemeinsamen ïeiler baben, so mufi nacb 

(1) das Quadrat dieses Teiler s in on entlialtcn sein; und wenn 
also on eine Primzabl sein soll, so müssen x und y relativ prim sein. 

3. Wir nebmen jetzt an, es sei eine ungerade Primzabl p zwar 
noch nicbt als Summe zweier Quadrate dargestellt, wolil aber in der 
Summe zweier Quadrate als Teiler entlialtcn. Wir setzon also 

(2) 4- of = np, 

und nebmen an, daB x, y und n ganze Zablen seien, und daB x 
und y nicbt durch p teilbar sind. Wir werden zeigen, wie man 
daraus andere Zablen ableiten kann, die einer Gleicbving von der- 
selben Form (2) genügen, nur mit verldeinertem oi^ und wie man so 
sukzessive zu einer Darstellung von p als Summe zweier Quadrate 
gelangt. 

4. Wir setzen durch Division mit p: 

x^pa + x^, 

y 4 - 

worin a, b die Quotienten, die (von Null vorscliiedeneu) Reste 

der Division sind. Wir nebmen aber nicbt die Ideinsten positiven 
Reste, sondera die absolut kleinsten Reste (§ K), 3.). Es kônnen 
dann und y^ positiv oder negativ sein, es ist aber 


Vi<\V, 


§ 


14. Unbestimmte G-leichungen zweiten Grades. 
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dem absoluteii Werte nacli-, folglich ist 

(3) V + 2/i-<-hA 

Nun ist aber aucb. 

•< 1 ^ + H- Ir) — 2i){ax + hy) + (x- + if) 

wegen (2) eine durcb. p teilbare Zalil^ und es folgt also^ wenu wir 
den Quotienten mit bezeichnen, 

(4) «1® + y = n^p, 

imd mit Rücksicht auf (3) ist 

■)\ < }p. 

Hier konnen nicht durch p teilbar sein, weil sonst n^^p 

durcb p^f also % durcb teilbar ware, was, da n^<^p/2 und yon 
Nul! yerscbieden ist, nicbt sein kann. 

5. Nun setzen wir das Verfahren in abnlicber Weise fort, nur 
da6 wir jetzt nicht sondern als Diyisor nebmen, Wir setzen 

fô") 111'; 

^ yi = >hh + P, 

und bestimmen so, dafi die Reste «, ^ dem absoluten Werte 

nacb kleiner als n^/2 oder gleicb n^l2 werden, und daB also 

wird. Es ergibt sicb aber wieder aus (4) und (5) wie oben, daB 
durcb teilbar ist, und wir setzen daher 

( 6 ) 

worin 

% < 

Die beiden Zablen «, ^ konnten nur dann gleicb Null sein, 
wenn a\ und durcb teilbar waren. Dann aber müBte n^p durcb 
also P durcb teilbar sein, und, da p Primzabl ist, müBte ent- 
weder n^=pp was, da n^<^l'P ist, nicbt môglicb ist, oder =- 1 
sein. In diesem letzteren Falle ware aber durch (4) unser Ziel, p als 
Summe zweier Quadrate dazustellen, en*eicbt. 

Ist aber grôBer als 1, so sind a und ft nicbt b eide gleicb 
Null und folglich ist aucb von Null yerscbieden. 

Aus (5) folgt mit Rücksicht auf (4) 

ax, + /Îî/i = - «1 (a^x, + \y^) = n, {p - a,x, - byy,), 

««/i - %(«iî/i 
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Es sind also ccx^ + àmoh teilbar, und wir 

konnen zwei gauze Zablen x^, y 2 so bestimmen^ daÜ 

+ /^2/i = 

^2/1 ~ 

wircl; woraus man durcb Quadrieren imd Addieren findet: 

+ y2^) = (^i" + Vi) 

und folglicb nacb (4) und (6): 

(7) 00 ^^ + y 2 ^ = '>h'P^ 

Waren nun und y^ durcb p teilbar, so niûBte durcb p teilbar 
seiu; was aber, da Ideiner als p ist, nicbt moglicb isi Demnach 
sind x^j durcb p nicbt teilbar. 

Die Formel (7) ist aber Yon derselben Form wie (4)^ nur daB 
an Stelle von das kleinere getreten ist. Wenn aber nocli 
nicbt gleicb 1 ist, konnen wir das Verfabren nocb einmal anwenden, 
und kommen so scblieBlicb dazu, p selbst als Suinme zweier Quadrate 
darzustellen. 

6. Es ergibt sich bieraus, daB jede Primzahl p^ die in der 

Summe zweier Quadrate mit teilerfremde]i x und y aufgebt, 

selbst als Summe zweier Quadrate darstellbar und mitbin von der 
Form 4n + 1 ist. 

7. Da wir mm in § 79 nacbgewiesen baben, daB, wenn p eine 
Primzabl von der Form A.n + 1 ist, die Kongruenz 

rr" +1^0 (mod p) 

iminer lôsbar ist, so konnen wir n so bestimmen, daB 

^3 -[- 1 =-= np, 

Dies stimmt aber mit der Grleicbung (2) überein, wenn dort y=l 
gesetzt wird. Die Grleicbung (2) kann also für jede Primzahl von 
der Form 4n + 1 erfüllt werden, und damit ist der Satz 1. bewiesen. 
Wir baben in dem Gange des Beweises zugleicb ein Mittel, die Zer- 
legimg von p in zwei Quadrate wirklicb au.sziiführen, wenn eine 
Lôsung der Kongruenz ~ — 1 (mod^j) gcfunden ist. 

8. Als Beispiel nebmen wir p = 1901. Da in der Formel 

218' + 1 == 25 . 1901 

der Faktor 25 bereits kleiner als -J- P ist, so konnen wir gleicb von 
(4) ausgeben, also = 218, == 1, == 25 setzen. .Dann ergibt 

sich aus (5) 

218 = 25 -9 --7, 1=25-0 + 1, 


also a == — T, |(3 = 1. Zur Bestimmung yon x. 2 , erliâlt man 
nach (0) 

-7- 218 + 1 = -25 -61, 

- 7 - 218 = ~ 25 • 9, 

72 + 12 = 2 • 25, 

also a’o = 61, 2/2 = 9, fh == 2 und folglicL 

612 + 92 = 2.1901, 

and durcli noclimalige Anwendung desselben Verfalirens aaf = 2, 
= 61, ^ 9, a = 1, /3 = 1, 2+. = 61 + 9, 2y, = 61 - 9: 

352 + 262 = 1901. 

9. Aus diesen Betraclituugen ergeben sicli nocb. die Sâtze: 

Sind die Zalilen x und y relatiy prim, und ist m == .^2+ 

die Summe ibrer Quadrate, so ist m entweder ungerade oder 
das Doppelte einer ungeraden Zabi; jeder ungerade Prim- 
teiler von m ist von der Forin 4?^ + 1. 

Denn weiin x und y beide ungerade sind, so sind ibre Quadrate 
von der Form 8n + 1 (§ 80, 4-) und deren Summe also von der Forni 
8'/^ + 2 und folglicb durcb 2, aber nicbt durcb 4 teilbar. 

Andererseits ist nacb 6. jede in m aufgebende Primzabl p selbst 
die Summe zweier Quadrate und folglicb von der Form 4^ + 1. 

10 . Ist m = rtî 2 _|_y 2 eigentlicb darstellbar durcb die Summe 
zweier Quadrate, p ein in m aufgebender Primteiler (jp = 2 
nicbt aüsgescblossen), und m=pn, so ist aucb n eigentlicb 
darstellbar als Summe zweier Quadrate. 

Wir haben namlicb in 9. imd 2. nacbgewiesen, dafî aucb p die 
Summe zweier Quadrate ist: 

(8) = a2 + 

und hierin sind, da p Primzabl ist, a und h jedenfalls teilerfremd. 

Ist mm 

(9) m = pn = r};2 _|, ^2^ 
s O ist aucb 

_ ^2(^2 ^2) _ ^2^2 __ + ly) {ax ^hy) 

durcb P teilbar, da sowobl als + y^ durcb p teilbar sind. 

Es muB also, da p Primzabl ist, einer der beiden Faktoren ax h y, 
ax — by durcb p teilbar sein. Wir kônnen annebmen, es sei dies 
der erste, da wir sonst nur y durcb — y zu ersetzen braucbten. 

Wober U. Wellstûin, EncyklopÜdio. I. 2. Aufl.. 19 
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Ferner ist 

{ax + hyf + (ay — hxY = (a® + V) + y^) = ÿm 

auch durcli p teilFar, imd darans folgt, daB auch ay — Ix durch p 
teilbar ist. Es gibt demnaeb zwei ganze Zalilen a, ji, die den Grlei- 
chungen geuiigen: 

ax + hy = ap, i a h 
hx — ay = ^ 2 », [ h —a 

woraus man, wenn iiiaii mit den beigescbriebenen Faktoren multipH- 
ziert und addiert und den Faktor p weghebt, 

X — aa + (il), 
y = ah — § a 

erliâlfc, und hieraiis schlieBi; man zuniiclist; daB a uucl fi koiuen gemein- 
samen Teiler haben konnen; denn jeder gemeinsame Teiler von a 
und /3 müBte auch in x und y aufgelien, tlio nach Voraussetzung 
relativ prim sind. 

Wenn man aber die Gleichungen quadiiert und addiert, so folgt 

und daraus folgt nach (8) und (9) 

n =. + fj-, 

Z. b. w. 

Aus 10. aber ergi[)t sich durch wiederholte Anwendung: 

IL Ist 7)1 eigentlich zerlegbar in zwei Quadrate, so ist 
auch jeder Teiler von m eigentlich zerlegbar. 

Es ergibt sich weiter: 

12. Eine Primzahl ]) von der Korîu 4 m + l ist nur auf 
eine Art in die Summe zweier Quadrato zerlegbar. 

Angenominen, es sei eine Zabi 7)1 von der b'orm 4-n + 1 auf 
zwei verschiedene Arten (eigentlich oder uneigentlich) als Surame 
zweier Quadrate darstellbar: 

(10) m = x'^ + ;(/" =-= + yy/l 

Wir nehmen die Zahlen x^ y , positiv an; es kami dann x 

weder gleich x^ noch gleich y^ sein, da sonst y ^ oder = sein 
müBte, und die beiden Darstellungen wiiren nicht verscliieden. Nehmen 
wir also an, es sei dann muB ÿ < sein. 

Wir bezeichnen mit S den groBten gemeinschaftlichen Teiler von 
X — und y und setzen 


' Vi-v 

worin a und ^ positive Zahlen oline gemeinscliaftlichen Teiler sind. 
Es ergibt sich aus (10) 

+ d af + (y d ^ 

und daraus nach Wegliebung des Faktors d: 

2ax^ + ôa^ = 2^y + d/3^* 

da der gemeinsame Wert dieser beiden Ausdriicke sowohl durch cc 
als durch ^ teilbar ist, so muB er auch, da a und ^ relativ prim 
sind, durch «/3 teilbar sein (§ 16, 6 .), und wir setzen ihn gleich ccfiy^ 
Tvorin y ebenfalls eine ganze positive Zahl ist. Dann ergibt sich 

2x. = ôy — à a, 

( 12 ) 

2y ^ ay — d/3 

und aus ( 11 ) 

2a; =/3y + d«, 

Sî/i = + d/3. 

Hierin sind cc, /3, 7 , d vier positive Zahlen, von denen keine gleich 
Null ist. Nnn bilden wir aus ( 12 ) und (13): 


also 

(14) 


4:(x^ + y^) = + d^/3^ + ^^y'^ + 


4 


Nehmen wir, was uns freisteht, an, es seien x und x^ gerade und 
folglich y und y^ ungerade Zahlen, so ist d nach (11) durch 2 teilbar, 
und nach (12) ist, da a und /3 relativ prim, also nicht beide gerade 
sind, auch y gerade. Folglich ist .l(}^^ + d-) eine ganze Zahl, die 
jedenfalls grôBer ist als 1 . Ebenso ist > 1 und folglich ist 

m durch die Formel (14) in zwei Faktoren zerlegt und kann also 
keine Prim zahl sein, w. z. b. w. 

13. S iuà X und y relativ prim und m ^ y'^ eine un- 

gerade zusammengesetzte Zahl, so gibt es noch eine zweite 
Darstellung von m. als Summe zweier Quadrate. 

Ist namlich m = ^> 2 - 1 ^ 22 ; und sind beide Zahlen groBer 

als 2 , so sind und m<^ nach 11. gleichfalls durch die Summe 
zweier Quadrate eigentlich darstellbar. Ist also 

(15) îWj = +• y/, 

so folgt, wenn wir 
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X = x^x.2 + y\V'2j ^ ^ ViVij 

y' = ~ y 1 ^ 2 ) y ' ^ 1^2 + y 1^2 

setzen, durcli Quadrieren und Addieren: 

x'^ + y"^ = (a;/ + yi) + ih^) = »h'>^h = 

x"^ + y"^ = + ?/i®) C^ü' + ;%') = »'i ^2 = »«; 

diese beiden Darstellungen von 7n wâreii aber uur dann miteinander 
identiscb, wenn entweder x' ~ d: x" oder x = àz y wdre. Ersteres 
ware aber nur môglich, wenn eiiie der Zahleu x^, x.,, gleicli 

Null ware, nnd dann waren die Darstellungen (15) keine eigentlichen, 
wie docb voransgesetzt war. Ans r/ = ± y' aber würde folgen: 

(ci\ 4-. ÿi) {x^ -[- y<^ = ^1? 

also entweder oder ^.’ 2 =±?/ 2 . Aber aucb dies ist un- 

inôglich, da die Darstellungen (15) eigentliclie sind. Die beiden Zer- 
legungen (16) sind also voneinander verscliiedon, und der Satz 13. 
damit bewiesen. Es muB aber noch benierkt werden, daB die beiden 
Darstellungen (16) nicbt notwendig eigentlich zu sein brauchen. 


§ 85. Zerlcgung grofier Zalüeii in Primfaktorcii. 

1. Da die Siitze § 84, 12., 13. die Priinzableii der Form 4n + 1 
von den zusammengesetzteri Zalilen dieser Forin scharf iinterscbeiden, 
laBt sicb darauf ein Verfabren gründen, um eine solchc Zabi als Prim- 
zabl oder als zusammengesetzt zu erkcnnen. 

Es sei mimlicb m eine Zabi der Form An + 1, von der nocb 
nicbt feststeht, ob sie eine Primzalil ist oder nicbt. Wenn m eine 
Primzabl ist, so laBt sie sicb anf eine einzige Art als Siiinme 
zweier Quadrate darstellen: 

( 1 ) m 4 =* + 7 /^, 

ist aber m zusammengesetzt, so laBt sie sicb entweder gar nicbt oder 
auf mebrere Arten in diese Form bringen. Ist eine solcbe Darstellung 
vorhanden, so konnen wir annebmen, es sei < y^ und dajin ergibt sicb 

( 2 ) 

und ferner folgt ans (1): 

(3) fil. — ^ ?/-. 

Man bat also für x aile der Ungleicbung (2) geiiügeiidon positiven 
Zablen zu setzen und zu untersueben, ob und wieviel daruiiter vor- 
kommen, die die Differenz m — x'^ zai eincr Quadratzabl niacben. 
Kommt nur eine solcbe Zabi x vor, -so ist m Primzahl, kommen 



s 


vjiiucBitiüiJuuiiic; uugtîii zweiLcn ijrraaes. 




keine oder melir ale eine solche Zahl vor^ so ist m zusammengesetzt, 
und ini letzten Falle erHalten wir zugleicli aus § 84, 13. eine Zer- 
legung von m in zwei Faktoren. Enler, dem wir diese Méthode 
verdanken, gibt eine Vorschrift, wie man diese Rechnnng in kom- 
pendiôser Art anordnen kann. Auch eine Tafel der Quadratzahlen, 
wie sie z. B. in der früher schon erwiihnten „Sammlung matheroati- 
scher Tafeln^^ von Vega-Hûlsse enthalten ist, wird dabei gute 
Dienste leisten. Man kann aber auch durch die Méthode der Ex- 
klusion (§ 80, G.) die Anzahl der zu prüfenden Werte von x sehr 
verringern. Nimmt man namlich irgend eine Zahl e aie Exkludenten, 
und einen quadratischen Nichtrest /3 von e, so sind aile solche 
Zahlen x auszuschlieBen, die der Kongruenz 

m — ^ P (mod e) 

genûgen. 

2. Wir wollen als Beispiel die Zahl m == 19 109 nehmen. Hier 
hat man x nicht grôBer zu nehmen als 97, denn 2 • 98^ 19 208 ist 

bereits groBer als m. 

Die Zahl m ist hier von der Form 8n + 5, und wenn also x 
durch 4 teilbar ist, so ist m — von der Foi’m 8n -t- 5, und kann 
daher kein Quadrat sein, weil 5 quadratischer Nichtrest von 8 ist. 
Demnach sind aile durch 4 teilbaren Zahlen aus der Reihe der x 
wegzulassen. 

Ist ferner x durch 3 teilbar, so ist ni — x^ von der Form 
3?^ + 2 und folglich sind, da 2 quadratischer Nichtrest von 3 ist, 
auch die durch 3 teilbaren Zahlen wegzulassen. 

Der Exkludent 5 gibt als wegzulassen x=l, 4 (mod 5) und 
wenn man in gleicher Weise noch die Exkludenten 7, 11, 13 benutzt, 
so ergeben sich als auszuschlieBen: 

^ ^ 0, il, ("mod 7j, 
x~0j ±4, ±5 (mod 11), 
x~dzly ±2, iG (mod 13); 
es bleiben schlieBlich für x nur noch die Zahlen 

10, 23, 47, 65. 

Wir berechnen daraus die folgende kleine Tabelle: 


X 

x^ ! 

m — x^ 

10 

100 

19009 

23 

529 ’ 

18 580 

47 

2209 1 

1C900 

G5 

4225 ' 

14 884 
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uncl niin sind in der letzten Kolonne dieser Tafel die Zalileu aufzu- 
snchen, die Quadrate sind. Dabei fâllt auf^den ersten Blick noch 
18 580 weg, das durcli 6 aber nicbt dureh 25 teilbar ist und daher 
kein Quadrat sein kann. Unter den übrigen clrci sind die Quadrate 


enthalten: 


16 000 = 130% 14 884 == 122^, 


und es ergebeu sich also die beiden Zerlegiingen: 

19 109 = 472 + 1302, 

= 652 122^ 


Die Zabi 19 109 ist also keine Primzabl. 

Setzen wir, um die Zerleguug zu finden, nacli § 84, 12. 

^, = 65, ^-122, :^i = 47, :/o=130, 

.'T = .r, + 2 . 0, 

?/i === y + - ' “i'? 
a = 9, (i ^ 4, 

so ergibt sich der eine Faktor: 

,,2 1^2 _ SI + K) 97 

und daim dureh Division: 

19 100 =:^ 07 . 107. 


Auf demselben Wege kann inau z. B. nacliwcisen, dafi 

+ 1 == (jf) 537 

eine Primzahl ist, da sich auBer der Zcrlegung 25()2 -|- p 
an der e ergibt. 

3. Zu letzterem Résultat kann man noch auf ciiieni anderen 
Wege gelangen: 

Eine Zabi von der Form 2” -|- 1 ist sichcr keine Primzahl, vrenn 
n nicht eine Potenz von 2 ist. Denn ist n und n/. ungerade, 

so hat man für ein unbestinnntea x (§ 63) 

1 _ = (1 ■ x) ^ H h 1), 

uncl wenn man hierin x — 22'*' setzt, so folgt, daB 1 -|- 2” dureh 
1 + 2^^’ teilbar ist; letzteres ist aber kleinor als 1 H- 2", wenu m > 1 
ist. Es sei also n = 2*^ und es soll untersuclit werden, ob 2” -j- 1 
eine Primzahl ist oder nicht. 

Um die Primzahlen p m ermitteln, die in der Zalil 2" + 1 
aufgehen, brancht man mit den Versuclieii nicht w citer zu gehen als 







bis zur grôfîten Primzahl, die kleiner ist als Geht mm p in 

2” + 1 auf^ so ist 

(4) 2” ~ — 1 (mod j;), 

(5) 2^”=1 (mod^)). 

Ist f der kleinste positive Exponent, für den 2-^—1 ist, so muB 
jede andere Zah.1 A, für die 2^' = 1 ist, durch f teilbar sein. Es ist 
also 2^ durcli f teilbar, und folglicb. f eine Potenz von 2. Wegen 
(4) kann aber f nicht kleiner als 2n sein, iind folglicb ist f = 2n. 
Nun ist nacb dem Fermatscben Satze 

2^-1 = 1 , 

nnd folglicb mnJÎ — 1 durcb 2n teilbar sein. 

Wir baben also den Satz: 

Jeder Primteiler der Zabi 2” + 1 ist in der Eorm 
p^2nx-\-l entbalten, worin rr eine ganze Zabi ist. 

4 . Für die Zabi 2^® + 1 = 65 537 bat man als Teiler nnr die 
Primzablen unter 2^ = 256 zu versucben. Darnnter gibt es aber nnr 
die zwei 97 nnd 193, die von der Form 32^ + 1 sind, von denen 
keine in 65 537 aiifgebt; 2^*^+ 1 ist also eine Primzabl. 

5. Für 2^^ + 1 liâ-t inan die Primzablen der Form 64;^; +1, die 
unter 65 536 liegen, als Teiler zu versucben. Die fünf ersten unter 
diesen Primzablen sind 

193, 257, 449, 577, 641, 

und da die Division mit 641 scbon aufgebt, so ist man am Ziele 
Auf diesem Wege bat Euler die Zerlegung 

2^2 + 1 = 4 294 967 297 = 641 • 6 700 417 

gefunden und damit die Fermatscbe Vermutung widerlegt, da6 aile 
Zablen der Form 2^^’ + 1 Primzablen seien. 

§ 86. Vollkommene Zalilen. 

1 . Wenn man die Zerlegung einer Zabi m in ibre Primfaktoren 
kennt, so ist es leicbt, die samtlicben Divisoren dieser Zabi anzu- 
geben. Es seien, um dies zu zeigen, a, i, c, . . . die samtlicben in m 
aufgebenden voneinander verschiedenen* Primzablen, und , 

die Exponenten der bôcbsten Potenzen dieser Primzablen, die in m 
aufgeben, also: 

m == 
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worin a, . positive ganze Zahlea sind. Ein Diviser d von m 

kann keine anderen PrinizalilerL enthalten als m selbet^ und keine zu 
einer koheren Potenz; also ist d in der Form enthalten 


worin cc^ y'j • • * auch Null sein konnen^ aher niclit groBer als 

a, y ^ Es kann also z. B. a jeden der Werte 0, 1, 2 , . , ce 

haben. Umgekehrt wird jede Zabi von dieser Form ein Teiler von 
m sein, wenn man die Zabi 1, für a' = 0, (i = 0 , y' = 0, . . und 
die Zabi m selbst, für a = Uj /3' = /3, y == y, . . unter den Teilern 


mitzablt. 

Die Anzabl der Werte, die a annehmen kann, ist soiiacb a -{- 
die Anzabl der Werte von /5^ ebenso + 1 u. s. f., und da aile diese 
Werte miteinander kombiniert werden kôniien, so ist die Anzabl 
der Teiler von m gleicb 


{a + l){^ + l)(y + l ) . . ., 


also unabbângig von den Werten der Primzablen a, h, c, , . . und nnr 
abbângig von den Exponenten a, fi, y, . 

So ist Z. B. die Anzabl der Divisoren von 3(>0 -- 8 • 9 • 5 = 2*^ • 3 ^ . 5 
gleicb (3 + 1 ) (2 + 1) (1 + 1) == 24. Ebenso groB ist aber aneb die 
Anzabl der Divisoren der Zabi 5'^ . 7^ • 2 == 10 250. 


2. Eine damit verwandte Aufgabe ist es, die Summe der Divi- 
soren der Zabi 7n zu bestimmen. Wir woUen diese Aufgabe durch 
Rekursion lôsen. Es sei also 

ni = a'' ni, 

und m' == . . . der Quotient, der sicb ergibt, wenn inan die eine 

Primzablpotenz a'^ dureb Division weghobt. Unter den Divisoren d 
von 7n kommen jedenfalls aile Divisoren d' von ni vor, auBerdem 
aber noeb die samtlicben ad\ a'^d', . . und dainit sind die Divi- 

soren von m erscbopft. Bezeichnen wir also mit S{;m) die Summe 
der Divisoren von m, so ist hiernacb 

S(^ïi^ ===== (^1 4" 'P d“ * ’ * ~{~ )• 

Und da nm, wie wir früber (§ 03) gesolien haben, 

.Ji + 1 H 

l + a + a^-i + == 7 

ist, SO folgt: 


Wendet man dieselbe Formel auf S{'}u) an, indem man m =1)^ ni 
setzt, also 

und fâhrt so fort, bis aile Primfaktoren von m erscliôpft sind, so 
ergibt sich, da aS'( 1) = 1 ist, 


wor^n recbts so viele Paktoren vorkommen, als Primzablen a, 6, c, . . . 
in m anfgeben. Die Brücbe sind dabei natürlich nur scheinbar, da 
1 1 

a ~ x ^ 1 ^ + * * ■ + 

eine ganze Zabi ist. 

So ist Z. B. 

5(360) = = 15 • 13 • 6 = 1170. 

3. Man nennt die Teiler einer Zabi die von der Zabi w 
selbst verscbieden sind, ecbte Teiler von m.. Die Summe der ecbten 
Teiler ist also gleicb S(m) ~ ul Eine Zabi, die gleicb der Summe 
ibrer ecbten Teiler ist, beifit eine vollkommene Zabl.^) Solcbe 
Zablen sind z. B. 

6 = 1 + 2 + 3, 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. 

Eine vollkommene Zabi ist also durcb die Bedingung definiert 
S(m) — m ^ m oder 

(1) S{m) = 2m. 

Fragen wir zun'âcbst nacb den geraden voUkommenen Zablen 
und sefczen also 

m = a, 

worin a eine ungerade ganze Zabi und > 1 sei, dann ergibt die 
Gleicbung (1) mit Benutzung von 2,: 


1) Mit den vollkoramenen Zahlen (tsUiot ccql^iloï) bat sicb das Altertnm 
viel beechaffcî^, besonders die Pjtbagorâer. Bei Euklid findet sich ein Satz 
darüber, der eo ziemlich ailes entbalt, was wir aucb jetzt nocb über diese 
Zahlen wissen (Elemente, Buch IX, Nr. 36). Uns erscheint beute die ganze 
Eragestellung ziemlich willkürlich und nur von Intéressé wegen der Scbwierig- 
keit der Auffîndung solcber Zablen und wegen des Zusammenbanges, in dem 
sie mit gewissen groBen Primzablen steben. Âbnlich verhalt es sicb mit den 
befreundeten Zablen, worunter man Zablenpaare verstebt, deren jede die 
Summe der ecbten Teiler der anderen ist (z. B. 220 und 284). Über solcbe 
Zablen bat Euler üntersuebungen angestellt (Gommentationes aritbmeticae, 
Bd.,L -S. 102). 
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§ 86 . 


(2" — l)S'(a) = 2"a, 

und da nun 2” - 1 ungerade ist, so mu6 S (a) durch 2" teilbar sein. 
Setzen wir also, indem wir unter 0 eine ganze Zabi versteben: 


( 2 ) 

SO erhalt man 

und daraus folgt, 
(3) folgt aber 


S (a) == 

a - l); 

daB 0 ein Teiler von a sein muB. 


S(a) - a + 0. 


Ans (2) und 


Da hiernach die Suinine a + 0 glcicli der Summe aller Teiler 
Yon a ist, und a und 0 Teiler von a sind, so kanu a nur zwei Teiler 
kaben, namlich a und d. Da aber jede Zabi wenigstens sicb selbst 
und die Einlieit zu Teileru bat, so mufi 0 — 1 und a eine Prinizahl 
sein^ die nach (3) die Porin hat: 

a 2'' - - 1, 


und wenn diese Bedingungen erfüllt sind, so ist ancb iimgekebrt (1) 
durcb m == 1) befriedigfc; also in eine vollkommene ZalJ. 

Wir haben also den Satz: 


4. Eine gerade Zabi m ist daim und nur daim eine voll- 
kommene Zabi, Avenn sie die Poriu bat 

m = - - 1 ), 

und wenn zugleicb 2^'— .1 eine Primzalil ist. 

Ungerade vollkommene Zalilen sind niclit bekannt, aber es ist 
aucb bis jetzt nicht bewieseii, daÛ es keiiie solchen gibt. 

5. üm also vollkommene Zablon zu liuden, konunt es nocli 
weiter darauf aU; die Exponenten n zu ermittcdn; .fîlr diiï 2"' — 1 eine 
Primzabl ist. Dazu ist zunliclist erfor(lerli(di, daB die Zabi n selbst 
eine Primzabl sei. Demi wenn n nh ist, worin. sowobl a als h 
grôBer als 1 sind, so bestebt die Identitilt 

- 1 = (2'^- 1) (1 -H 2'' -I- 2'"'' H h 

(Summe der geometriscben Ileibe), und da beide b'alctorcn auf der 
recbten Seite groBer als 1 sind, so ivst 2"'^* - - 1. keiiie Primzabl. 

6. Ist n eine Primzabl, so liuben die Ib-iintiàlor p der Zabi 
2” — 1 die Eigenscbaft 

2" 1 (mod ])) 

und n muB der kleinste positive Exponout sein, der dieser Bedingung 
genügt, da n keine kleineren Divisoreu bat. Es muB also nacb dem 



Fermatschen LeFrsatze p — 1 durch n, und da p — 1 gerade ist^ 
durch teilbar sein. Also ist p von der Form 2nx + 1. 

Ans ^2 (mod^}) folgt aber fernei*; da n + 1 gerade ist, 
da6 2 quadratiscber Rest von p ist, und daB folglich ^ ± 1 (mod 8) 
ist (§ 81; 9.)*, also muB entweder x^O (mod 4) oder nx^ — 1 (mod 4) 
sein. Ist z. B. n = 81, so kommen niir die Primzahlen von einer 
der beiden Form en 

p^248x+ 1, 248a; + 63 

in Betracbt, und man bat bei der Zabi 2^^ — 1 nur die Division von 
Primzablen von einer dieser Formen, die kleiner als y 2^^ — 1 oder 
kleiner als 46 339 sind, zu versucben. 

Das bat Euler mit einem m’âBigen Aufwand von Recbnung durcb- 
gefübrt, wâbrend zur Konstatierung von 2®^ — 1 als Primzabl sebr 
groBe Recbnungen erforderlicb sind. 

Von den Zablen 2”-— 1 sind die folgenden als Primzablen erkannt: 

2" - 1 = 3, 

2^^ ~ 1 = 7, 

2' - 1 = 31, 

2- -- 1 = 127, 

2'^- 1 = 8191, 

2^^ - 1 = 131 071, 

219 _ I _ 524 287, 

2«i~ 1 = 2147 483 647, 

2«i - 1 = 2 305 843 009 213 693 951, 

und demnacb sind neun volikommene Zablen bekannt. Die letzte 
dieser Zablen, 2®i — 1, ist, wie scbon früber erwâbnt, die grôBte bis 
jetzt bekannte Primzabl. 

Der Exponent n = 11 gibt keine Primzabl, denn es ist 2^ — 1 
= 2047 = 23 • 89. 


Fûnfzehnter Abschnitt. 

Kettenbrüclie. 


§ 87. Entwicklmig von IiTatioualzalilon in Kcttcnbrüdie. 

1 . Wenn x eine beliebig gegebene ratioiiiile odor irrationale 
positive oder négative Zabi ist, so gibt es ciiie i)cstimmte grëbte in 
X entbaltene, d. b. x nicbt ttbertroffendo ganze Zabi g, die also 
der Bedinguiig genügt: 

g < a; < g + 1 . 

Wenn x negativ ist, sc) ist aueb g negativ^ ist x ein positiver 
ecbter Bruch, so ist g = 0, nnd ist .);> 1, so ist g eine jiositive ganze 
Zabi. Ist X nicbt = g, so konnen wir setzen 

und es ist also > 1. Wir verralu-(‘xi riun mit obensa 

wie mit x, bezeiclmen mit die jj»ToBt(i in. entlialtcme ganze Zabi, 
die jetzt positiv ist^ imd setzen 

^/i + I J 

worina ;2 wieder groBer als 1 ist. Es kanii dalier aucli gesdu*iebeii werden: 
(1) X = g -I- ^ • 

Man bildet anf diese Weise den Algorithiuu.s 

, 1 

=•- 7 - 1 - .. , 

A -1- ; 

, 1 

■'' 2 = % "i' , . < 

.b., 

^«-1 “ A-i "I" ? 


( 2 ) 



§ 87. 


15. Kettenbrüche. 
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und kann damit fortfahren, wenn niclit eine ganze Zabi ist. Sub> 
stitaiert man jedes in den vorangegangenen Ausdruck für 
so erhâlt man scklieBlich a? ausgedrückt durch einen Kettenbnich^ 
woTOu der Ausdruck (1) ein Beispiel ist. Worauf es wesentlick an- 
kommt, ist die Reihe der ganzen Zahlen q, qi, die durch 

die Natur der Zabi x vollstandig bestimmt ist. 

2. Wenn x eine rationale Zabi ist, so sind aucb x^, x ^, . . . rationale 

Zablen. Setzen wir x = aja^^ so wird ^ ist der Quotient, 

^2 der Rest der Division von a durch . Der Algorithmus (2) stimmt 
dann überein mit dem Euklidischen Algorithmus § 16. Ist aber x 
irrational, so sind auch aile die folgenden Xj^^ X 2 , ... irrational, kein 
x^ wird ganzzahlig, und der Algorithmus (2) kann unbegrenzt fort- 
gesetzt werden. 

Wir betrachten jetzt den Pall eines irrationalen x und nehinen 
überdies a; > 1 an, wonach die Zahlen qj Qd q^, • • * aile positiv werden. 

3. Wir bilden nun aus den q, q^ q 2 , • ^ • eine Zahlenreihe 
durch die Rekursionsformel 


= ^n-^lQn-1 “1" 

Fangen wir mit n = 1 an, und nehmen -R_i, Bq beliebig gegeben 
an, so lasseii sich aus dieser Formel B^, . . ., wenn die 

gegeben sind, eindeutig berechnen. 

Wir machen zwei spezielle Annahmen über JÎq, B__^, und be- 
zeichnen die Zahlen B der ersten Annahme mit 

P P T> P 

_17 -^07 -^17 -^27 • ‘ *7 

und die der zweiten mit 


Ist dann 

( 3 ) 


Q-ii Qot Qi) Qî) ■ ■ ■ ■ 

P_, = 0, Po=l, 

<2-1 = 1, <2o = o, 


so erhalten wir für die beiden Zablenreihen : 


( 4 ) 

also Z. B. 


r» == + r„_2, 

Qn = Qn-ldn-l + Qn-2J 

Pl = ü, Çl = l, 

Pi = ûQi + 1, Qi = i, 


und man kann das allgemeine aus und in der Form 
B^^ = aP^ + l>Qn darstellen, worin a und h beliebige, von n unab- 
hângige Zahlen sind. Diese Zahleni*eihen P^, sind dieselben, die 
wir schon im § 76 betrachtet haben, nur denken wir uns hier die 
beiden Reihen ohne Ende fortgesetzt. 



4. Diese Zahlen P„, Q„ stehen nun in eiiier sehr nahen Be- 

zieliung zu dem AlgorithiBus (2). 

Mau kommt auf sie, wenn inan x durch auszudrttcken versucht, 
also die zwisckenliegenden x^, x^, . . eliminierfc. 

Man erlialt so: 

( 5 ) + 

Diese Formel gibt a; = « = 0 und æ = (/ + l/.r^ für 

ist also, wenn gleichbedeiitend mit .t* ist, in diesen beiden ersten 
Fâllen richtig. Nebinen wir sie als erwiesen an, wenn n durcb n — 1 
ersetzt wird, also 

_ a-H' 

SO erlmlt man, wenn man ans der letzten der Formeln (2) = 

^ Ijx,^ einsetzt, durcb Erweiterung des Bruches mit die Relation 

(5) , die somit allgeniein bewiesen ist. 

6. Multipliziert man die erste Gleichiing (4) mit Q^-u (be 
zweite mit — P„_x und addiert, so folgt: 

und demnach ist ^on n nnabbilngig. Da 

aber für n = 0 der Wert dieser Grolîe = l ist, so ist or überbaupt 
== 1 und wir erbalten die wiebtige Formel: 

( 6 ) 

Man schlieBt bieraus zunlicbst, daJi die ganzen Zahlen und 
keinen gemeinschaftlicben Teiler haben*, denn oin solcber niüBte 
ja aucb Teiler von db 1 sein. 

6, Da unter der Annabme, die wir gemacbt baben, daB xyl 
sei, die g[y q^, (Z 2 ; • • * positive ganze Zahlen sind, so sind nacb (4) 
aucb die und positive ganze Zablen; denn diese Zahlen sind 
nur durcb Addition und Multiplikation ans don q gebildet. 

Zugleicb siebt man ans (4), daB 

( 7 ) Pn>K^U Qn>Qn^. 

ist, daB die Zablen P„ und also von u ==^0 an mit n iinmer 

waebsen, und da es ganze Zablen sind, über aile Gi*enzen. Ist q = lj 
so ist Pq = Px, Q^j und das Waebsen beginiit erst von P^ und 

von Çg groBeren Werte von n ist aber durcli die Un- 

gleiebungen (7) die Gleicbheit aiisgescblossen. Das Waebsen von 
P^_x zu P,^ oder von wird inn so stilrker sein, je grôBer 

die dabei verwandte Zabi (^„_x ist. 



^ oo. 


J. cr. 
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§ 88. Oenaherte Darstellniig irratioiialer Zahlen durcli ratiouale Briiche. 
1 . Ans der Formel (5) und (6) § 87 folgt: 

n ^ - r = _ -'L"±^ zl 

= 1- i)" _ _ 

Qn{Qn-^u + * 3 «-l) ’ 


( 2 ) 

(3) 


Pn 

Q. 


P.-l 

' 

Pn 

Q. 


(-1)" 


-1 


1 Qn~l ^;i-2 Qn-lQn~2^ 
H -2 (—' 1)”*^ Ç/i-a) 


j^-2 




ly 


n—t 


QnQn 

P 

' Qn -2 ~ ^ 

und hieraus ergeben sich folgende Scblüsse: 

2. Nacli (1) ist der rationale Bruch FJQ^ grôBer als x, wenn 
n gerade, und kleiner als x, wenn n ungerade ist. 

3. xius (3) folgt, da Q,,— Qn -2 positiv ist, da6 die Brücbe 


' 2 « + 2 


^2n + 2^ Q 2 n 


■ 2 n + 4 


+ 4 


eine absteigende, und die Brûclie 
Po.. 


P P 


Q 2 n - 


Q'in 


+ 1 


^2^ 


+ 3 


eine aufsteigende Zahlenreihe bilden, und nach 2. sind aile Glieder 
der ersten Reilie groBer als x und die der zweiten kleiner als x, 

4. Aus (2) ergibt sicb, da über aile Grenzen wachst, daB die DifiPe- 
renz irgend zweier Glieder der beiden Zablenreihen 3. miter jeden Zablen- 
wert heruntersinkt, undfolglich ist x zugleich die untere Grenze der 
ersten und die obéré Grenze der zweiten dieser Zablenreihen. 

Die Brücbe PJQn beiBen daber die Naberungsbrücbe des 
Kettenbrucbes i\ 


6. Die Naberungsbrücbe dieu en dazu, eine Irrationalzabl (oder 
aucb eine in groBen Zablen ausgedrückte rationale Zabi) durcb einen 
ration alen Brucb mit kleinem Zâbler und Nenner angenâbert dar- 
zustellen. Es gilt darüber der Satz: 

Wenn zwiscben zwei aufeinander folgenden Naberungs- 
brücben Pn-i/Qn~i PJQn anderer rationaler Brucb M/N 
eingeschoben wird, der also der Zabi x nocb naber kommt 
als einer dieser Nàberungsbrüche, so ist N groBer als 

Wenn namlicb M/N zwiscben P^-i/Qn-i PnIQn so 

baben die beiden Differenzen 

K K-i M P.-i 


-clas nâmliche Vorzeichen (das positive bei geradeni das négative 
bei ungeradem n) und der absoliite Wert der ersteii Differenz ist 
grôBer als der der zweiten. Daber ist 



also aucli (nacli § 87, (6)) 


nnd mithin 


QJL- 


MQ ,~lSfP , 


N>i- 

und da - NP„_i) eine positive ganze ZaM, also min- 

destens = 1 ist, N > w. z. b. w. 

Nemen wii- also einen rationalen Brucli um so einfacber, je 
kleiner sein Nenner ist, so ist dadurcb bewiesen, dafi jeder Brucb 
der der Zabi x nâber kommt als ein Nilberungsbrucb, ininder ein- 
facb ist aïs der Nilberungsbrucb. 

Nebmen wir beispielsweise die Zabi 


% ~ 3,14159265359 . . ., 
so erbâlt man durcb gewobnlicbe Divi.sion: 

g = 3, (Zi = 7, q.. = 15, = 1 

uud folglicb die Naberungsbrücbe 

^ 2-.! ^ _ im 

1’ Ç, (>:• iOG' 

und wenn mau nun diese rationalen Brücbe zur Vergleicluiin»- vzieder 
in Dezimalbrilcbe venvandelt; ' ” 


Y = 3,14265 . . 

Q!î » 

g|- 3, 14163393....') 


§ 89 . Kettenbrüclie fiir Quadratwurzelii, 

A .4 Kettenbrucbentwicklung auf die einfacbste 

Ai-t de r mationalzablen, die Quadratwurzeln, an^^'cnden. Wir rev- 

Naberuugswert ;«■ für ,t hat Adriaeii Autlionisz aus Metz 

DenLw M In déni JahrcHliericht der 

fin j^er-VereiHigung voni duni 1905 gibt Hatv.er in cinem Anf- 

27 cretenNilbcrungs- 

stellern vT 1^40 Japanischen Schrift- 

97^0 TsT-ii a 18 . Jahrh-uiidertB niclit nur die.scr, aoudorn auch dor 12'-“ und 

i\al3erungsbi-uc}i vorkommen. 


stelien jetzt unter D eine positive ganze Zabi, von der wir nnr 
voraussetzen wollen, daB sie keine Quadratzakl sei. Ans dieser An- 
natime folgt^ daB jede Gleichung, die auBer rationalen Zaklen nnr 
yiD enthâlt; eine zweite Gleichnng zur Folge liât, die nian erkalt, 
wenn man yD in — ]/jD verwandelt, denn jede solcke Gleichnng lâBt 
sich auf die Forni bringen A + iî]/D = 0, worin A nnd B rationale 
Zablen sind, nnd wenn nicht A = 0 nnd jÇ = 0 nnd folglich anch 
ji — B ]/D == 0 w'âren, so würde sich für ]/5 eine rationale Zabi 
Al B ergeben, was nach § 24, 1. der Voraussetzung widerspricht. 

2, Wir wenden nun den Algorithmus § 87, (2) anf x =yB an. 

Ist q die gi'ôBte ganze Zabi, die in yi) enthalten ist, so ist 

Q<yD-q<l, 


nnd es wird 1/x^ = ]//) — q, folglich 

1 yn + q 


X. == 


O der wenn wir 
setzen : 


•j/D — î D — q-’ 


Ist die groBte in enthaltene ganze Zahl, so ergibt sich. ans 

^ 

_ 1 _ c, VR±h. 

«t — 2i yi) — (c, 2 j — 6i) ’ 

worin, wenn D = &/ + gesetzt wird, 

h = - Wi 

<^2 = = 1 — 

B ^2 

gefnnden wird. 

3. Wir wollen annehmen, es sei bis zn einem gewissen n die Formel 


_ V-D + ^n T) C 


( 1 ) 

'"ïi 

mit ganzzahligen als richtig erwiesen, nnd wir beweisen, 

daB dieselbe Formel für besteht. Ist q^ die groBte in ent- 

haltene ganze Zabi, so folgt: 

1 

= , 




nnd darans: 

Wobor U. WellBtoin, Encyklopadie I. 2. A.ufl.. 
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''n + 1 


K = h, 


ït + 1 ? 




D — 


/i + 1 


Setzen wir also 
( 2 ) _ 
so wird 

Es ist aber 

B- 
Wenn dalier 

(3) c„_i + = 

gesetzt wiïd, so folgt; 


^ 71+1 






V-PH - ^ 


+ 1 


+ 1 


Dadurcli ist die Formel (1) allgemeiii erwiescn. 

4. Aus den in 2. gegebenen Ausdrilcken liir x^, folgt die 

TJngleicFung 

6*1 

demi es ist > 1 und YD — hi=VT) — (j midi dcr Bedentiing Yon 
q ein positiver echter Brucb. Da eine positive ganze Zabi, also 
mindestens = 1 ist, so ist auch (Y J.) — î^)/6\ ciu positiver echter 
Brucb. 

Wir nebmen an, es sei die Ungleicbung 

( 4 ) 0 < ~ < 1 < 

e,i <^n 

für irgend ein n als ricbtig erwiesen. Wenn wir untcr dieser Vor- 
aussetzung ibre Ricbtigbeit für n + 1 beweisen kuinieu, so ist damit 
die Allgemeingültigkeit von (4) clargetan. Es ist aber 

]//> + . -^1 
+ 1 

also der eine Teil der Ungleicbbeit allgemein ricbtig. Ferner ist 


l/D- 




D — h 


H + A_ 


Si + i 


c„+i(l//J + ^ J) -j** ^n(Ï7i 

^ a 

also nach der Voraussetzung (4) [)ositiv uud klemer als 1, da 
mindesteas gleich 1 und (yS’ — l^jc^ positiv ist. Es ist also 



und damit ist (4) allgemein bewiesen. 

5* Setzen wir 

so ist 

^ = “ & + ; 


^« + 1 


■/I + 1 


und von diesen Gleicliungen folgt die zweite aus der ersten, wenn 
man ŸD in -yi> verwandelt, was naci. 1. gestattet isi 

Da nun x^, ^n+i echte Brüche sind (nacli (4)), 

so ist die grôBte ganze Zabi, die in und zugleicli die grôBte 
ganze Zabi, die in entbalten ist, also die groBte ganze 

Zabi, die in l/a;' entbalten ist. Bei gegebenem D sind also durcb 
die Zabi d. b. durcb und die ganzen Zablen und q^^i 
und folglicb aucb x^j^^ und x.^_^ eindeutig bestimmt. 

6. Aus der Ilngleichung (4) folgt, daB \ und positiv sein 
müssen. Denn erstens niüssen sie von gleicbem Vorzeicben sein, da 
sonst {yjD-h,)/c^>iVD + hJ/c, wâre, und zweitens kônnen nicbt 
beide negativ sein, da sonst (]/D — bj/c^ negativ -wâre. Es folgt 
also aus (4): 

0<h,<yD, e„<yD + b„, 0<c„<2yD, 


und bieraus ergibt sicb, weil b^ und ganze Zablen sind, daB für 
ein gegebenes D nur eine endlicbe Anzabl von Zablenpaaren 
6^^, und also aucb nur eine endlicbe Anzabl von Zablen x,^^ 
môglicb sind. In der Reibe der Zablen 

(5) X-j^f X^f x^j 5^4, . . . 

muB also einmal ein scbon friiber dagewesenes Glied wiederkebren. 
Wenn nun aber Xi^ = Xf.^^^ ist, so ergibt sicb aus 5., daB aucb 


~~ ^k + n-lP ^* + 1 “* ^kyn + 1 

sein muB, und folglicb muB in der Reibe (5) das zum erstenmal 
wiederkebrende Gbed % = sein. Daraus folgt weiter iCo = 

^3 "=^«+ 3 ? • ‘4 Reibe (5) zerfâUt also in Perioden 

(6) [Xi, «2, . . aîj, 

in denen kein Glied zweimal vorkommt, und die Reihe (5) ist aus 

20 * 



einer unbegrenzten Aufeinanderfolge dieser Perioden zu- 
sammengesetzt. Daraiis ergibt sicb weifcer, daB die Reilie der Zahlen 

iV <l27 dij • • • 

ebenfalls periodiscb uncl aus der Wiederliolung* der Période 

(8) bi, rj2 . . (Zj 

zusamraengesetzt ist In der Reibe (8) kann aber dieselbe Zabi q, 
aucb mebrmals vorkommen. Wir fassen dies so zusaminen: ^ 

Der Kettenbrucb, in den man die Quadratwurzel 
aus einer positiven ganzen Zabi entwickeln kann ist 
periodiscb. Die Période beginnt aber erst mit q^. 


§ 90. Die Pelisclie Gleicliuiig. 

1. Wir betrachten jetzt die Nliberungsbriicbe für ŸB, 

Da die mit n unaufbbrlicb wacbsen, so konnen'sie natürlich 

nicbt periodiscb sein. 

ISTach § 87^ (5) baben wir die Formel 

y J) ^ ^ + 1 . 

Qn 3 ^'71 -f- 1 + Qtt 

uud ck = 1 ; (ŸD ~ q) ist (§ 89, G.): 

yjj _ 

(Çji + 1 “2 Qn) + Qn Ÿ 1> ’ 

und daraus durch Multiplikation mit dem Nemier 

(e„+i -fLQ,)Vî) + = (P,H.i - (jK) + PJÎ)- 

Diese Gleicliung zerfâllt nach. § 89, 1. iu die boiden: 

~ Qu+i q.Qii! 

-(t 

und wenn man mit den beigeschriebenen Lkktoren multipliziert und 
addiert, und (nacb § 87, (G)) = (_1)« setzt: 

Diese Formel bleibt richtig, wenn man n durch 2n, 3m, 4m 
ersetzt und ergibt ^ 

- DQl = 1, 
r.,-, -D( 2 ,=, = (_ i)« 

denn wir haben bei der Ableitung nur dayon Gebraucb gemacbt, da6 


15. iCettenbrüche. 


§ 90. 


*^09 


[^i; (Z 2 ; • • •; ^n] Période des Kettenbruches für ]/l) sei. Es 

bleibt also ailes noch ricbtig, wenn wir zwei oder drei Perioden zu- 
sammenfassen und als eine neue Période betracbten. 


2, Diese Resultate enthalten die Losiing eiues berühmten Problems, 
namlich die Unbekannten T, U als ganze Zablen so zu bestiminen; 
da6 sie der Gleichung 

( 2 ) - DW =1 

genügen, wenn D eine gegebene positive ganze Zabi, aber keine 
Quadratzabl ist. 

Um sie zu losen, hat man ]/i) in einen Kettenbruch zu ent- 
wickeln. Hat die Période dieses Kettenbruches eine gerade Glieder- 
Zabi n, so wird (2) gelôst durch unendlicb viele Zablen 2, ü, 
namlich durch 

^ ^ ^ QmnJ 

worin m eine beliebige positive ganze Zabi sein kann. Ist aber n 
ungerade, so mu6 in diesen Formeln m gerade angenommen werden, 
wahrend für ein ungerades m die Gleichung 

(3) W-D = - 1 

erfüllt wâre. Die Gleichung (2) hat also immer unendlicb viele 
Losungen, wahrend die Gleichung (3) nur für den Fall, daB n un- 
gerade ist, Lôsungen hat. 

Die Gleichung (2) wii*d die Pellsclie Gleichung genannt. 

Die GroBe der Zablen T und U schwankt sehr unreffelmaBig 
und steht in keinem leicht ersichtlichen Zusammenhang mit der 
Zabi D. Die Rechnung ist, wenigstens für die kleineren Werte von 
2), ziemlich einfach, wie wir gleich an einem Beispiel selien werden. 

3. Beispiel: 


(1) 


yi) = y59. (1 = 1. 


„ _ _ i + ' 

' 1/59-7 10 ' 

— 10 _ 1/59 + 3 

1/59 — 3 5 ’ 

„ _ 5 y 69 + 7 

^ 1/59 — 7 2 ’ 

,, 2_, 

1/59 — 7 5 ’ 


21 = 1, 
22 = 2 , 
2s = ; 

2.1 = 2 , 


1) Wenigstens solche Lôsungen, die auf dem angegebenen Wege durch die 
Kettenbruchent-wicklung von ']/JD erhalten werden konnen. Dafi dies aile 
Lôsungen von (2) und (3) sind, wird in der Zahlentlieorie bewiesen. 



Ÿ6\) ■ 


Yod + 3 


10 


Xa = -, 


yô9 ■ 


10 

]/5‘J — 7 
1 

^^7 = 7 =.'^ 1 . 

7 ]/59 — 7 

Die Période ist also sechsgiiedrig : 

[1, 2, 7, 2, 1, 14], 
und der Période Yoran gePt die Zabi g == 7. 


'Z.. 14, 


Dater 

ergibt 

sich nach j 

5 87, 

(3), (4): 



P_, 

0 

P. 

1 

P, 7 

P. 8 


Q-r 

~ 1 ^ 

Qô' 

0 ^ 

ft 1 ’ 

“ ï ’ 


P. 

23 

P. 

169 

I\ 801 

1 

O 


Qs 

“ 3 ^ 


2*2 

’ & ’ 

Ç, 09 > 

aleo T = 530, U 

= G9, 

und 

man 

bestiitigt leicht die Richtij 

Formel: 



530^ 

-59 

1 • 69= = 1. 



Wir fübren einige Beispiele mit iliren Resultaten an, oline die 
Recbnnng hierlier zn eetzen: 


(2) 

VD = 1/Î9, 

II 

^^8 

n — 6 , 


T= 170, 

77=39, 

- 19 77= = 1. 

(3) 

Il 

!Z=10, 

n = 12, 


r= 227 528, 

t7 = 2241Ê 

1, 7'= - 103 77= = 1. 

(4) 

)/B = 1/38, 

7 = 3, 

n = 2, 


37, 

77=6, 

T- - 38 77= = 1. 

(5) 

VD = 

(7 = 

n = 5, 


li 

77= 13, 

r= - 29 77= = - 1. 


Man kann diese Beispiele ganz beliebig lierausgreifen und wird, so 
lange etwa D im ersten Himdert bleibt, niemals zu allzu weitlaufigen 
Rechnnngen kommeuy) 


1) Eiue Tafel der Losungen der Pellaclien Grleicliung ist von Degen be- 
rechnet (Canon Pellianus, Hafniae 1817). In Legendres Zaldcntlieorie, Bd. 1, 
3. Anü., 1830, deutsch von Maser (1886), lindet sich gloichfalls eine Tafel für 
aile Werte von D bis 1003. Der jetzt allgemoin verbreitete Name „Pellscbe 
G-leiclLung“ ist unzutreffend, da sich Pell mit der Lcisung dieeer Gleichung nicht 
beachâftigt bat. Nach der Anaicbt von Eneatrom (Bibliothoca mathematica, 
3. Polge, Bd. 3, Leipzig 1902, S. 204) geht der Irrtnin aiif eine Yerwechselung 
der beiden englischcn Mathematiker Pell iind Brounckcr zurûck, die sich bei 
Euler fîndet. 


Sechzehnter Abschnitt. 


Algebraisclie Auflôsung kubischer iind 
biqiiadratisclier Grleicliniigeii. 


§ 91. Dreiteilung des Wiukels. 

1 . Unter deri geometrischen Problemen, die auf eine Gleichuiig 
dritten Grades führen, ist wolil das berülimteste die Dreiteilung 
des Winkels. 

Um diese Gleicbiung zu bilden, geben wir aus von der Moivre- 
schen Formel (§ 51, 8.) 

(co8 + î sin = cos ^ sin d' 

und erbalten, wenn wir nacb der Entwicklung der dritten Potenz des 
Binoms das Reelle vom Imaginaren sondern, 

cos S' == (cos-J-O-)^ — 3 cos 'J"d’(sin-^'0’)^, 
sin <0' = 3(cos-^'0’)^ sin — (sin-J-'^)^ 

Setzen wir darin 

2 cos = U'f 

so ergibt die erste dieser Gleicbungen, wenn man 
(sin^'^)^ = 1 _ (cos-^'d')^ 

setzt, 

(1) Æ;3-3a; = 2cos^, 
und die zweite 

(2) — 1) sin •^'9’ = sin -O’. 

Da cos il ungeandert bleibt, wenn '0' um 27C vermehrt oder ver- 
mindert wird, so bat die Gleicbung (1) auBer 2 cos ü- nocb die 
beiden Wurzeln 2 cos -f- 2jr;), 2 cos — 2?*:), wofür man 
— 2 cos (jt — «O*), — 2 cos (tt + #) setzen kann. Wir baben also 
bier drei reelle Wurzeln: 



= 2 cos , 


2 cos 


(x-») 


cos 


(3t+^) 


und die Formel (2) gibt die dazu geForigen Sinus: 




sin -O* 


-1^ 


sin 


7t ' 9 ' 


sin '9 

^ Æ, - — 1 ■ 


. 7t 4- ê' 

Sin 


sin 9 


Man kann also, wenn cos ■9' oder besser log cos •9' gegeben ist, die 
drei Wurzeln der Gleicbnng (1) mit Hilfe der logarithmisck-trigono- 
metrischen Tafeln leicht mit der Genauigkeit numeriscb berechnen, 
die diese Tafeln zulassen. 


2. Setzen wir f{x) — — 3* — 2 eos so ist die abgeleitete 

Funktion f (a;) = 3a:^ — 3, und es kann die Wurzel æ = ± 1 eine 
Doppelwurzel sein. Dann inuB aber cos d = ip 1 sein, und es gibt 
nocb die einfache Wurzel a; = 2. Dieser Spezialfall fübrt auf die 

Dreiteilung der ganzen Kreisperipberie oder des Halbkreises. 

3. Wir wollen nun untersncben, ob sicb nicbt allgemeinere 
Gleicbungen dritten Grrades auf die Form der Gleicbung (1) zurück- 
führen und also mit Hilfe der trigonometriscben Tafeln lôsen lassen. 

Es sei also 

+ An"- + Bs + C ^ 0 

eine gegebene kubiscbe Gleicbung. Wir konnen sie auf eine ein- 
facbere Form bringen, wenn wir 

Z = y — -\A, 

= y- — \Ay + 

^8 ^ yi _ jlyi _|_ .1. 

setzen, wodurcb sie die Form erbiilt 

(3) 2/® + «2/ = h, 

wenn 

a = B- M-, 
h = - + -^A B - C 

gesetzt ist. 

Bezeiclinen wir mit h einen unbestiininten Faktor nnd setzen 
X = hy, so geht (3) in 

_ J,/, a 

über, nnd diese Grleichung wird mit (1) identisch^ wenn wir h so be- 
stimmeiij daB 

alv' == — 3, = 2 C08 d' 

wird. 

Dnrcb ein reelles li kann die erste dieser Gleiclmngen nnr be- 
friedigt werden^ wenn a negatiy ist. Dann wird 
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h 



cos a- = yY 


- 27 


7 


wo (las Vorzeiclien der Quadi’atwurzel, das in uiiserem Belieben stebt, 
positiv genommen sein niag. Da aber jeder Kosinus dem absoluten 
Werte nacb kleiner als 1 ist, so kann der Winkel ê' nur dann be- 
stimmt werden, wenn — 27&^/4a^ ein ecbter Brucb, also 1)^/4: kleiner 
als — a^/21 ist. 

Wenn wir also 


setzen, so mnfî B negativ sein, nnd es ergibt sicli 


sin O* = 



Da R bei positivem a jedenfalls positiv ist, so schlieBt die Voraus- 
setzung des negativen Jî das négative a schon in sicb, aber nicht 
umgekehrt. 

Nehmen wir die Quadratwnrzeln positiv, so sind die Werte von 
cos nnd sin '9’ und damit ein Winkel d' zwischen 0 und 7 t be- 
stimmt, der 'bei positivem h zwischen 0 und bei negativem i 
zwischen -i-Tt und tc liegt. 

Hat man auf diese Weise den Winkel ans der Logarithmen- 
tafel ermittelt, so findet man die drei Wurzeln von (3) 

2 /i = 2 |/ -g- eos y , = - 2 |/ -g cos — 3 —, 

/ — a 7t d' 

2/3 = -2|/-3-cos-^-. 


Ist b positiv, also - 0 ' zwischen 0 und ^7t gelegen, so liegen auch die 
drei Winkel zwischen 0 und nnd die 

drei Kosinus sind positiv, also positiv, Vs negativ. 

4. Als Beispiel wâhlen wir die kubische Gleichung 

1 _0. 

Setzt man darin (um ein positives h zu erhalten) 
so folgt für y die Gleichung 

/1/3 ^^'î/ 

y Z y 27 ; 


l = 


65 13 „ 65 

log cos ,9- = 9,8409685 — 10, 9 = 460 g' 7 7 " 


also: 



440 37' 57,5", 


= 15« 22' 2,5", 


7t -O* 

- 


TT -|- '0' 

3 


= 75® 22' 2,5", 


log = 0,3650684, y, = 2,317760, 

log (_ ,/,) = 0,2331322, - y^ = 1,710536, 

log (- Vz) = 0,7833491 - 1 , -y^ = 0,007224. 

Als Probe auf die Richtigkeit der Rechnung kann dienen, daB 
die Summe der Logarithmen 

log + log (- y^) + log (- y.,) = log y,y^y^ 

gleich dem Logaritkmus des unabbângigen Gliedes, also liier gleick 
log65 — log 27 = 0,381549 6, und daB die Summe ÿi— J/j — .% gleick 
dem negativen Koeffizienten von y^% also hier =0 werden muB (§ 70,3.). 


y*:.", 


§ 92. Die* Cardanisclie Formel. 

1. Wir haben durcli die Betracbtungen des yorigen Paragraphen 
die Auflôsung der Gleichung 

( 1 ) = i> 

nnter der Voraussetzung, daB 

^ 4 ^ *27 

negatiy ist, auf die Dreiteiliing des Winkels zurückgefübrt. Dazu 
führte die Substitution 

(2) cos & = Y ‘ , sin ■& 
woraus noch. folgt: 

cos '9’ + ^ sin ^ ^ — YR^ , 

cos 'O’ — ^ sin '9' = ( V + • 

Macben wir auf der linlcen Seite von der Moivrescben Formel 
Gebraucb, uud nebmen die Kubikwurzeln, so konnen wir dafür aucli 
setzen: 

]/ . “ (cos -1- 9’ + i sin 1 9-) = l/y — Y R, 

(3) ^ 

]/ (cos 4j- 9 — i sin -i- 9) = ]/— + Y^^ • 

Durcb Multiplikation dieser beiden Formeln ergibt sicb: 

( 4 ) -^-^yi+YR.yTZÿTî, 
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und durcb. Addition: 

( 5 ) y = 


Hier stellt sich die reelle Wurzel y also dar durch die Summe 
zweier dritten Wurzeln ans imaginâren GroBen, und wir werden 
spâter nocli sehen^ daB es auf keine Weise moglich ist, diese Wni-zeln 
so darzustellen, daB die reelle GrôBe y durch reelle Radikale aus- 
g-edrückt wird. Darum wurde bei den alteren Mathematikern dieser 

O 

Fall (des negativen iî) der irreduzihle Fall (casns irreducibilis) 
der kubiscben Gleicbung genannt. 

2. îselimen wir aber jetzt R positiv an, so bat jede der beiden 
Kubikwurzeln 

- y R 

einen reellen Wert, und ihr Produkt gibt 




— a 
“3~ ^ 


wie die Gleicbung (4) verlangt. Der Ausdruck (5) gibt einen reellen 
Wert y, der der Gleicbung (1) aucb jetzt nocb genügt, wovon man 
sicb durcb eine einfacbe Recbnung überzeugen kann. 

Der Ausdruck (5) fur die Wurzel einer kubiscben Gleicbung 
beiBt die Cardaniscbe Formel. 

3. Man gelangt zu diesem Résultat aucb direkt, obne den Durcb- 
gang durcb die trigonometriscben Funktionen. 

Man setzt 

y V 

und bebâlt sicb vor, über eine der beiden GroBen v nocb zu yer- 
fügen. Dann ist 

oiî^v + Duv'^ +• 

= ^ + v)j 

und wenn also y eine Wurzel von (1) sein soU, so muB 
ii^ + + a) {îi -\-v) = b 

sein. 

Diese Gleicbung kann aber dadurcb befriedigt werden, daB man 

Sîtv = — a, 

= h 


1) In dem Ausdruck ,, casns irredncibilis" ist das Wort „ixreduzibek‘ in 
einem anderen als dem bente ûblicben Sinne gebraucbt (§ 68). 







S yc. 


setzt. Es ist also die Summe und das Prodiikt der beiden GrôBen 
M®, bekannt und man erhalt nach § 50, 4.: 

also ^ 

u-Ÿy + vr, u=|/|-i/iï, 

wodurch wieder die Formel (5) für y hergestellt ist. Die beiden 
Kubikwurzeln îi^ v stehen in der dnrcli 3'itv == — a ausgedrüekten Ab- 
bângigkeit voneinander. 


§ 93. Die imagîiiaren Wurzelii (1er kubischeii Gleiclmiig. 


1 . Wir baben früher geseben, dafi, wenn man eine Wurzel einer 
Gleicbung kennt, die Bestimmung der übrigen auf die Aiiflôsung 
einer Gleicbung niedrigeren Grades zurüclcgefübrt wird. Eine kubi- 
scbe Gleicbung bat drei Wurzeln, und es müssen also, nacbdem die 
eine reelle Wurzel y^ = ii v gefmiden ist, die beiden andern, die 
dann von einer quadratiscben Gleicbung abbiingen, ermittelt 
werden. Diese qxaadratiscbe Gleicbung wollen wir bilden. 

2. Weim wir die Funktion y^ + ay — h durcb y — y^ dividieren, 
so gebt die Division auf, und es ergibt sicli (§ 66, 3.) 

f + ay- h = (y — y^) (y® + yy^ + + a). 

Die beiden nocb felilenden Wurzeln y^, y^ der kubiscben Gleicbung 
sind also die Wurzeln der quadratiscben Gleicbung 

+ yvi + yiH- a = 0 

oder 

(!/+X2/i)' = - 

Setzt man bierin + i), a == — 3 iti;, so kann man dafür wegen 

{u + vY — 4:m = {u — vY aucb schreiben: 

{y + -K“ + = — -i' (« — "y)^- 

Die beiden Wurzeln dieser Gleicbung sind also 

und wenn wir zur Abkürzung 

(1) 


setzen, so ergibt sicb durcb Quadrierung 


( 2 ) 


— 1 — ^ y 3 


b 


2 

; 


2 


§ yjr. ±0. Auiiuauii^ ji.uuibicuür U. uiq^uaurtiiiiscner orieicnuiigeil. {>X i 

und die beiden Wurzeln y^, der vorgelegten kubiscben Grleicbung sind 

( 3 ) y 2 = £u + a^v, y.^ = ahi + sv. 

3. Diese Wurzeln sind (bei reellen v, also bei positivem K) 
konjugiert imaginai*. 

Es ist, wie aus (1) und (2) bervorgebt, a^ = 1, also £ eine imagi- 
naire dritte Wurzel aus 1. Sie genügt der quadratiscben Grleicbung 

(4) 1 -f £ + = 0, 

und die spezielle kubiscbe Gleicbung o;^ ■— 1 = 0 bat die drei Wur- 
zeln 1, e, 

§ 94. Die Diskriminaute der knbischen Gleîchung. 

1. Die Bedeutung der GroBe H tritt deutlicb bervor, wenn 
man sie durcb die Wurzeln der kubiscben Gleicbung ausdrûckt. Es 
sei also 

y^ = U + Vj == su s^v, y^ = ao y 

folglicb, wenn man fur a, a^ die Werte (— 1 + * 2, also 

= s-£^ = iys 

setzt: 

yi — y-2 = f (m+«) - 2^3^^, 

2/i — 2/3 = •K« + «) + 

und bieraus durcb Multiplikation: 

(2/1 - yù (2/1 - 2 /s) = I (“ + î')' + f Cm - 

= + uv). 

Multipliziert man dies nocb mit yc, — î/3 = i]/3 (w — d), so ergibt sicb 

(2/2 - 2/3) (2/1 - 2/2) (2/1 - 2/3) = («^ - 

oder nacb der Bedeutung von u^j (§ 92, 3.) 

= 2]/-27JÎ = ]/~ (27&2 + 4a3). 

Das Quadrat dieses Aufldruckes: 

^ -- Oa - y ^7 (2/1 - 2/2)' (2/1 - 2/3)^ 

beiBt die Diskriminante der kubiscben Gleicbung, die sicb 
biernacb gleicb — 4 • 27 ergibt. 

2. Die Diskriminante ist Null, wenn zwei der Wurzeln 2/2? 2/3 
einander gleicb sind, und das Verscbwinden der Diskriminante oder 



also i) = 0 ist die notwendige und hinreichende Bedingung fûr eine 
Doppelwurzel der kubischen Gleichung. Es wird in diesem Falle 



Wenn die Diskriminante D positiv (also R negativ) ist, 
so sind die drei Wurzeln reell, nnd wenn JD negativ (also R 
positiv) ist, so bat die Gleicbung eine reelle nnd zwei kon- 
jngiert imaginâre Wurzeln. 


§ 95. Trigoiiometrische AuflîJsung kubischer Gleichmigen. 

1 . Wir baben in § 91 gesehen, wie man die Wurzeln^ der 
kubiscben Gleicbnng 

(1) + ay = h 

im Pâlie eines negativen R durcb die Dreiteilung des Winkels, also 
mit Hilfe der trigonometriscben Tafeln finden kann. Aber aiicb 
für ein positives R kann man die Tafeln zur leicbteren Auflôsnng 
der kubiscben Gleicbung benutzen. 

Wir konnen dabei b positiv annebmen, denn die Gleicbung (1) 
bat für ein négatives b die entgegengesetzten Wurzeln, wie für 
das gleicb groBe positive b. Dann baben wir aber zu unterscbeiden, 
ob a positiv oder negativ ist. 

2. Bei positivem a setzen wir 

(2) | = ys-l/gaé,, 

und erbalten nacb § 92, 3. 

“ - |/ÿi (“‘s » + iï*) - i/ï . 

• - - /I . 


oder wenn man 
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(3) 


setzt, 


(4) 

y = 2]/-|- cotg 


Nacli (2), (3), (4) aber findet man y aus den Tafeln. 

3. Bei negativem a setze man 

w i-i/ïF.if». vïi-y=f'^otg», 

(6) % y - (tg î)’. 

(7) 2/ = 2 

^ r 3 sin (p 

Als Beispiel nehme man etwa 

f-2y = 2, 

und erhâlt mit einer siebenstelligen Tafel y = 1,7G9292, worin nur die 
letzte Stelle etwas unsicher ist. 


§ 96. Anflosuiig der Grleiclmng vierteu Grades. 

1. Die Auflosung der Gleichung vierten Grades oder, wie wir 
auch sagen, der biquadratiscten Gleichung laBt sich auf die einer 
Gleichung dritten Grades zurückführen. Man kann dabei, nach einem 
Verfahren von Euler, in ganz ahnlicher Weise zu Werke gehen, wie 
man bei der Auflosung der kubischen Gleichung verfâhri^) 

Âhnlich wie die Gleichung dritten Grades laBt sich die allge- 
meine Gleichung vierten Grades 

+ ^y^ + + -D == o 


1) Ein reicbes Material zu Übungsbeispielen gibt E. Lampe in der Wissen- 
schaffclichen Beilage zum Pxogramm der Luisenstadtischen OberrealHchule zu 
Berlin, Ostern 1885, „Geometrische und mecbanische Aufgaben zur numeriscben 
Auflosung von Gleichungen boherer Grade“ (Gaertners Verlagsbuchhandlung). 

2) Euler, Yollstândige Anleitung zur Algebra. Zweiter Teil, erster Ab- 
scbnitt, Nr. 15. 





durch die Substitution 

y = cc -^A. 

auf die einfacbere Forin 

(1) + ax^ + + 6* == 0 

bringen^ in der das Glied mit der dritten Potenz der ünbekanuten 
feblt, und die Koeffizienten a, h, c sind leicbt zu bildende Verbin- 
dungen der Koeffizienten A, B, Cj D. 

Man zerlegt nun x in drei ïeile 

2x = îi + V w 

und bildet 

4^2 _ ^^2 ^2 _j_ ^^2 2(llV + VW + Wll)j 

16x^ == -\-v^ + îv^y + + v'^ + iv’^) {%iv -\-vw + wii) 

+ 4(u^v^ + + w^ii^) + Sîivw(u + -y + zv), 

und wenn man dies in (1) einsetzt, so folgt: 

~\~ Aiiliv + viv ivii) {îi^ + 4- 4 2a) 

4 4 4 8 (itvw 4 &) (^ 4 ^ 4 

4 4 4 4 16c = 0. 

Diese Gleichung vereinfacbt sich, wenn man 

(2) 4 = — 2a, 

(3) livîv = -—h 
setzt. Sie wird dann 

-f 4 4 4a 4- 4 4 4 4 '^^y 4 16c = 0, 

und diese ergibt nacb (2): 

(4) 4 4 == a^ — 4c. 

Bedeutet nun 2 eine unbestimmte GroBe, so folgt au9 (2), (3), (4) 

(2 — V?) (0 ~ v^) — w^) = 0^ + 2 + (a^ — 4c)^ — 

und es sind daber v^, die Wurzeln der kubiscben Gleicbung: 

(5) 4- 2a0^ 4 -4c)^ — h^ = 0 

(§ 70, 1.); bezeicbnet man also die Wurzeln dieser Gleicbung mit 
^17 -^ 2 ? ^ 3 ? so wird 

(6) u=yz^, v=Yz^, w=yz^. 

Die Vorzeicben dieser drei Quadratwurzeln sind nicbt aile drei 
willkûrlicb, sondern nacb (3) ist eins von ibnen durcb die beiden 
anderen bestimmt. Man erbalt so die vier Wurzeln der gegebenen 
Gleicbung, wenn = — & ist, in der Form: 
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2x, = + y^, 

2 :r,= yy-yg--y^^ 

2.r,=--y~h + V^-y^, 

2x ^= — — v-rs + y^3. 

Die Gleichung dritten Grades (5) lieifît die kubische Resol- 
Tente der gegebenen Gleicbung yierten Grades. Da = 

positiv ist; so sind folgende drei Pâlie moglicb: 

1 ) sind reell imd positiv; darm bat die biquadratiscbe 
Gleicbung vier reelle Wurzeln. 

2) Zwei der Wurzeln von (5), etwa sind negativ, die 

dritte ist positiv. In diesem Pâlie sind aile vier Wurzeln 

.a'i, ^ 2 ; ^ 3 ; ^-4 iiiiaginâr, und zwar ist konjugiert mit kon- 

jugiert mit x_^. 

3) Die kubiscbe Gleicbung (5) bat zwei konjugiert imaginâre 
Wurzeln, etwa z.2, ^ 3 . Da das Produkt z^z.^ dann positiv ist, so ist 
aucb z^ positiv. Die Quadrat wurzeln bestimmen wir so, daB y z^ und 
yV^ konjugiert imaginâr sind. 

Dann^werden x^ und reell, x^ und x^^ konjugiert ima- 
ginâr. 

§ 97. Die Diskrimiuaute der biquadratisclieii Gleicbung. 

1. Welcber der drei Pâlie 1), 2), 3) stattfindet, lâBt sicb aus 
den Koeffizienten der gegebenen Gleicbung ( 1 ) erkennen, ebe man die 
Gleicbung wirklicb aufgelôst bat. 

Zu diesem Zweck bildet man zunâcbst die Differenzen 

- ^2 = y'^2 + y^8) Æ'a - = y^2 — y%, 

Æj ^3 — y ~i~ y^3> ^2 ^-1 ~ V'^i 

= y^i + y^, a-g — æg =147— y^, 

woraus sicb durcb Multiplikation ergibt 

( 1 ) (a-i — a;.) (Æj - x^) (x, — x,^) (^3 - (æ. — x^) {x^ — Xg) 

= (^2-^3)yi-^s)(^i-^2)- 

Das Quadrat dieser GrôBe beiBt die Diskriminante der bi- 
quadratiscben Gleicbung. Es ist, eine symmetriscbe Punktion der 
Wurzeln x^j x^y x.^, x^^ und folglicb nacb § 70 rational durcb die 
JEoeffizienten a, 1), c darsteUbar. 

Das Verscb winden der Diskriminante ist die notwendige 

Weber ii. Wollstein, Encyklopadie. I. 21 
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und hinreichende Bedingung, da6 die biquadratische Glei- 
chung eine Doppelwurzel bat. 

2. Die Formel (1) entbalt den Satz, dafi die Diskriminante der 
biquadratischen Gleicbnng gleicb der Diskriminante ibrer kubiscben 
Resolvente ist. Um aber die Diskriminante der kubiscben Resol- 
vente nacb § 94 zu bilden, müssen wir diese zunacbst durcb die- 
Substitution 


von der zweiten Potenz der Unbekannten befreien. Man erbalt dann^ 
Tvenn man wie in § 91, 3. recbnet, für y die kubiscbe Gleicbung 

xf + Ay -\r B 0, 

worin 

^ = - 1 - 4 ., 

-» = - — + ■■ .r - 


27 


und die Diskriminante 




ist wieder gleicli der Diskriminante der biquadratischen Grleichung- 
und wenn man dies ausrechnet, so ergibt sich 

D = l&a^c - - 128a^c- + Uàacr- + 256c‘^ - 21h\ 


Um nun die Entscheidung zwischen den drei Fallen 1), 2), 
3) zu treffen, bemerken wir^ da6 der Pall 3), in dem die biquadra- 
tische Gleichung zwei reelle und zwei imaginâre Wurzeln hat, nach 
§ 94 und § 96, 3) schon durch das uegative Vorzeichen von D 
hinlânglich gekennzeichnet ist. 

Es ist also nur noch für den Fall eines positiven D zwischen 
den zwei Fallen 1), 2), d. h. zwischen den beiden Fallen von vier 
reellen und vier imaginaren Wurzeln zu unterscheiden. Im ersten 
Fall bat die kubische Resolvente drei positive, im zweiten eine positive 
und zwei négative Wurzeln. 

Nun ergibt sich aber aus der Resolvente § 96, (5) nach den. 
Sâtzen § 70: 

~ 2a = 

— 4c = 

und wenn also die drei GrôBen positiv sind, so muB 

(2) tï < 0, — 4c>0 

sein, und wir wollen jetzt nachweisen, daB diese Bedingungen in Ver- 
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bindung mit i) > 0 aucli hinreiclieiid sind für den Fall yoû vier 
reellen Wurzeln. 

4. Wenn D > 0 ist, so bleibt^ da das Produkt der drei Wurzeln 

gleich Vy also positiv ist^ auBer dem eben erwalinten nur nocb der 
Fall übrig, daB Yon den drei Wurzeln zwei negativ sind. 

Sei also ^ § 2 ? Ig positiv, 

Ist nun a <C 0 , so ist 

-1 I 2 “I" ^37 
^i(^ 2 +y>(^ 2 +y^ 

^1(^2 + §3) - ^ 2^3 > ^2' + y + feêe > 0 ; 

und folglich 

+ h ) + ^2^3 <0? a- ~ 4c < 0. 

Es ist also in diesem Falle entweder a ^ 0 oder — 4c < 0, 
also die Bedingungen ( 2 ) nicht erfüllt, die sonach für den ersten 
Fall charakteristiscb. sind. Wenn 6 und mitiiin eine der Wurzeln 
-^17 ^2 7 -^3 gisich 0 ist, so andert sicb rdchts in diesen Scblüssen. 

5. Wenn T) verschwindet, so sind zwei der Grofien z^y z<^y z^ ein- 
ander gleich. Es sei also z^ = z^ und zunilchst von Null verschieden. 
Dann ist z^ jedenfalls positiv (oder nicht negativ), da z^z^z^ = nicht 
negativ sein kann. Es wird dann 

= 2 y ^, 2 ; ï , = 1/57 - 21 /^, 

2 tï/g ' — 2 • 

Es ist also die Doppelvnirzel der biquadratischen Gleichung reell, 
und û^j^y rcg sind reell oder konjugiert imaginar, je nachdem z^ positiv 
oder negativ ist. Es ergeben sich als notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Realitat der Wurzeln genau die Ungleichungen ( 2 ). 

6 . Hierin ist als Spezialfall der enthalten, daB == ^2 > 0 

ist. Dann wird 

it/'i = ^'2 = 4 

und die biquadratische Gleichung hat eine dreifache Wurzel. Die 
Bedingung hierfûr ist 

z^ + 2az'^ + {a^ — 4c)^ — V = {z — z^^, 

woraus: 

3^1 = — 2a, Zz^^ = ci^ — - 4c, z^^ == h^y 
und wenn man z^ eliminiert: 

a 2 + 12 c=^ 0 , 8a3+27i2=^0, 

7. Ist aber z^ = z^^ 0, dann ergibt sich 

X^ = X2 = ■u'V^^i7 ^"3 ~ ^4 ~ 

21 =^ 
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und die biquadratisclie Gleichung liât zwei Doppelwurzeln. Diese 
sind reell oder koiijugiert imaginar, je nachdem positiv oder 
iiegativ ist. 

Die Bedingungen für dieseu Fall sind: 

b = 0, - 4c = 0, 

and wird positiv oder iiegativ, je naclidem a positiv oder negativ 
ist. Wemi endlicli aile drei verscliwinden, so ist 

a = 0, — 4c = 0, == 0, 

und die biquadratisclie Gleichung liât eine vierfache Wurzel mit dem 
Wert NuU. 


§ 98. Die Gruppe (1er Gleiclimig vierteu Grades. 

1, Der tiefere Grund für die Reduktion der biquadratischen 
Gleicliung auf eine Imbisclie Resolvente berubt auf den Eigenscbaften 
der Permutationsgruppe von vier Elementen (§ 56^ (J.). Diese Gruppe 
bestebt, wie wir geseben baben, ans 24 Permutationen. Versteben 
wir unter den Elementen dieser Permutationen die vier Wurzeln 
X. 2 , einer biquadratischen Gleicliung, so konnen wir sageu, 

daB eine symmetriscbe Funktion eine solche ist, die bei allen 
dieseii Permutationen ungeandert bleibt, und eine solclie Funk- 
tion ist rational durcb die Koeffizieiiten der Gleichung vierten 
Grades ausdrückbar, und wenn keine besonderen Relationen zwiscben 
den Wurzeln bestebeii, so sind die sjmmetriscben Fimktionen die 
einzigen, die diese Eigenscbaft baben. Denn wenn ni an umgekebrt 
die Koeffizienten als symmetriscbe Grundfunktionen 

“ = X^ + ^2 + ^3 + 

(X.2 ^ x^x.2 -\- x^Xi} x^x^j^ -f- -f- -j- 

— (^3 = X^X^X.^ + "b 

X^ X^ Xq X j^ 

auffaBt, so ist klar, daB jede rationale Funktion dieser Koeffizienten 
zugleicb eine symmetriscbe Funktion der x ist, und die x sind die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung 

(1) x'^ + a^x'"^ + ci.2X^ -f a^x H- = 0. 

Diese Gruppe von 24 Permutationen wird daber die 
(Galoisscbe) Gruppe der allgemeinen Gleichung 4^^^ Grades 
genannt. 
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2 . Nun istj wie wir frülier allgeniein bewiesen haben, in dieser 
Gruppe eine Gruppe von nur 12 Elementen entbalten, nâmlicb die 
Grnppe der geraden Permiitationen, nnd es gibt Funktionen der 
Xj die uur durch die Permutationen dieser Gruppe ungeandert bleibeu. 
Solcbe Funktionen beifien alternierende Funktionen^ und die Gruppe 
der geraden Permutationen beiBtdarum auchdie alternierende Gruppe. 
Ein Beispiel einer solchen Funktion ist das Differenzenprodukt 

P = (X-^ (X-^ X^ {x^ û' 3 ) (^2 ^-l) (^'3 } 

dessen Quadrat die Diskriniinante ist. Diese Funktion ândert ihr 
Vorzeicbeiij wenn irgend eine Transposition, etwa a'o), vorgenommen 
wird, und nimmt den früberen Wert Avieder an, wenn zwei oder 
überbaupt eine gerade Zabi Yon Transpositionen nacbeinander aus- 
gefübrt Averden. 

3. Jede Funktion Q der x, die durcb die Permutationen 

der alternierenden Gruppe ungeandert bleibt, ist rational 
durcb P und durcb die Koeffizienten a^, « 3 , ausdrückbar. 

Denn Avenn eine solcbe Funktion durcb irgend eine Trans- 
position, etwa (x^j .To), in übergebt, so gebt Ç 2 durcb abernialige 
Anwendung einer Transposition Avieder iu ûber, und die Funktion 
kann überbaupt keinen andern Wert erbalten als und Aveil man 
aile ungeraden Permutationen aus den geraden durcb nacbtraglicbe 
Ausfübrung einer Transposition erbalt. Demnacb ist Qç, eine 

symmetriscbe Funktion. Die Differenz — Q 2 andert ibr Vor- 
zeicben durcb die Vertauscbung x^) und sie verscbAvindet also^ 
AV'enn x^ = ist. Es ist daber ~ Qoj als ganze Funktion yon 
aufgefaËt, durcb x^ — x^ teilbar, und ebenso aucb durcb die übrigen 
Differenzen x^—x^, x^ • • •; SLUch durcb das Produkt P. Der 
Quotient (Çj — Q^)!^ ^st aber Avieder eine symmetriscbe Funktion. 

Setzt man also 

P = ]/Â Q, + Q,=-2A, Ç, - Ç., = 2P]/P, 
so ist D die Diskriniinante, und A, JB sind andere ganze rationale 
Funktionen der Koeffizienten. Folglicb ist 

Çi = A -p Pj/P; TT. Z. b. w. 

4. In der Gruppe der 24 Permutationen ist eine Gruppe yon 
8 Permutationen entbalten, die AV^ir mit bezeicbnen Avollen (§ 56, 6 .): 

G, == ( 1 ), (1,2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3), 

(1,2), (3,4), (1,4, 2, 3), (1,3, 2, 4). 

Setzt man diese Permutationen zusammen mit zAyei nicbt zu 
ihnen geborigen, z. B. mit 


(1.4), (1,3), 



die man bei der Komposition an zweite Stelle setzt^ so entstehen 
zwei neue Système ^3; z^^sammen die ganze Gruppe 

Ton 24 Permutationen ausmacben, nâmlicb (§ 56 , 4 .) 

G, = ( 1 , 4 ), ( 1 , 2 , 4 , 3 ), ( 1 , 3 , 4 , 2 ), ( 2 , 3 ), ( 1 , 2 , 4 ), ( 1 , 4 , 3 ), ( 2 , 3 , 4 ), ( 1 , 3 , 2 ), 

G, = ( 1 , 3 ), ( 1 , 2 , 3 , 4 ), ( 2 , 4 ), ( 1 , 4 , 3 , 2 ), ( 1 , 2 , 3 ), ( 1 , 3 , 4 ), ( 1 , 4, 2), ( 2 , 4 , 3 ). 

Go nnd Gg sind keine Gruppen im eigentlichen Siniie des Wortea. 
Denn das Kompositum zweier Elemente, z. B. ans Go, ist nicht in 
Gs entbalten. Sie werden daher als ISTebengrnppen bezeicbnet. 

Eine Funktion der x, die durcb die Permutationen von G^^ 
nngeândert bleibt, kann überbanpt durcb. aile Permutationen nur drei 
Werte 2/3 annebmen, und die symmetriscben Grundfunktionen 

der y 

-^1 = 2/1+ 2/2 + ?/ 3 ; 

A = ViV^ + + 2 / 22 / 3 ; 

— ^3 = 2/12/22/3 

sind symmetriscbe Fiinktionen der x und daber rational durcb die 
Koeffizienten der biquadratiscben Gleicbung darstellbar. Die 2/1; 2/2; 2/3 
sind die Wurzeln der kubiscben Gleicbung 

( 2 ) y^ + A^y'^ + Aojj + A = 0 * 

Jede solcbe Gleicbung heifit eine kubiscbe Resolvente der bi- 
quadratiscben Gleicbung ( 1 ). 

Eine dreiwertige Funktion die durcb die Permutationen von 
G^ ungeandert bleibt, beiBt zu der Gruppe G^ gebôrig.. 

5 . Man kann auf mannigfacbe Art Funktionen bilden, die zu 
der Gruppe G-^ gebôren, und erbalt darnacb verscbiedene Metboden 
der Auflôsung der biquadratiscben Gleicbung. Aucb die Metbocle 
von Euler benutzt eine solcbe Funktion, nàmlicb 

“ 4 ‘ (^1 “h ^2 ^3 ‘ ^'4)5 

die, wie man siebt, durcb G^ ungeandert bleibt und durcb G^, G3 
in die beiden Funktionen 

^2 = K^i ~ ^2 + ^'3 ~ 

übergebt. Wenn man die drei Wurzeln der kubiscben Resolvente 
kennt, so bat man, um die x zu finden, nocb die Quadratwurzeln 
aus diesen Wurzeln zu zieben, zwiscben denen nocb eine Relation 

(l^^i Vh Y^-i = — fc) bestebt. 
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6. Eine andere^ noch eiiifachere Funktion^ die zu der Grnppe 
gehôrt^ ist 

+ x.^x^j 

die durch G^ und in 


y, = Xj^x. + 
y à ~ ^1^4 + X.2X.^ 

übergehi Die Koeffizienten A^j A^ iassen sich hier leicht als 
symmetrische Funkiionen berechnen. Es ist nach der im § 70 und 71 
gebrauchten Bezeichnnng 


~ A^^ Zx^x.2 == Ctoi 

wd-i) — ^^X-^ X^Xq ~ — .2J X-^ X-^X.-) X^ *1 d- iîf 2 

= “ 4:a^y 

— ^3 == Ux^^x^x.^x^ + Ux^^x^^x^- 

= Xj^x^x^x^^I^x^^ + (ZXj^x^XqY ~ 2Ux^“X.y^x.^x^f 

ferner 

Ux^^Xo^X.^X^ = X^X^X^X^UX^X^ === «2^4; 

== ^ 2Zx^Xçy = — 2a.2, 

und folglich 

— A^ = + ag“ — ' -^cI'2^47 


und die kubische Resolvente lautet also bei dieser Annahme: 


(3) i/ — a^if + {a^a^ — Aa^y + = 0. 

Sie vereinfacht sich ein wenig, wenn man die verkürzte Form 
der biquadratischen Gleichung, in der = 0 ist^ zugrunde legt. 

7, Macht man aber, um die Gleichung (3) von der zweiten 
Potenz der Unbekannten zu befreien^ die Substitution 

iy =^t ci^j 

so ergibt sich durch einfache Rechnung die Resolvente für t: 

(4) f-^At-JB==:^ 0, 
worin zur Abkürzung 

A = ~ + ISa^, 

B == 21a^^a^ + 21 + 2cif2^ ~ 12a2a^ — 

Die hier auftretenden Koeffizienten A, B heifien die erste und zweite 
Invariante der biquadratischen Gleichung (1). 

8. Hat man die Wurzeln der Resolvente (3), also y^j y^, so 

kann man die ^‘à daraus ableiten, denn es ist 



{p^ — ^ 4 )^ = (^1 + x<, + % + — 4: {x^+ x.,) (x.^ + x^^) 

= a,^ ~ 4 cl^ + 4?/4, 

und man erhâlt also die Wurzelu x^, a-g, ^’a, ^■4, wenn maii hierauB 
und aus den beiden aiialogen Ausdrücken die Qiiadratwurzeln ziebt. 
Von diesen drei Quadratwurzeln ist eine durcb die beiden aiidern 
bestimint^ demi es ist 

^2 ^'3 ‘^'4) (^1 ^2 "h ^3 ^'.0 ^‘3 ~b ‘^4) 

eiue sjmmetriscbe Fimktion, die man diircb einfache Recbnung so in 
den Koeffizienten ansdrückt: 

— + 4^1 «2 *— Sag. 

9. Eine Funktion die durcb die Vierergruppe 

(1), (1,2) (3,4), (1,3) (2,4), (1,4) (2,3) 

iingeândert bleibt^ kann sechs verscbiedeiie Werte annebmen. Bescbrankt 
man sicb aber “auf die geraden Permutationen, so erbiilt man nur drei 
Werte îi^fîC 2 ,itg und die symmetriscben Funktionen dieser drei Werte 

- J?! = + 'II 2 + 

J5, = 4- 4- 

I?3 = iWh, 

bleiben durcb die alternierende Gruppe ungeandert iind sind also 
durcb die Quadratwurzel Yl) und die Koeffizienten ausdrückbar. Man 
erbalt so eine neue Art kubiscber Resolveuten. Die einfacbste An> 
nabme, die wir macben kônnen, ist 

«1 = ('''1-^2) 

«2 = (X^ — .ïj — X^), 

«8 = 

Durcli Addition und Multiplikation ergibt sicli 

«1 + «2 + «8 = 0, 

U^'U^U^ = — Vi), 

also JBj^ = 0 und Bÿ = Y ï). Btwas weitlaufiger ist die Bildung TOn 
iBg. Es ergibt sicb aber durcb Ausmultiplizieren 

— == Zxpx^ — Uxpu^x,^ + Gx^x^yX^^x^ 

= {i:x,x,y - 'd2JxY^2^s, 

Zxj^x^x,^ = — éx^x^x^x,^, 

— = «2^ — + 12a, J = A, 


und daraus 
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worin A dieselbe Bedeutung wie in 7. liât. Wir haben also die 
kubische Resolyente 

(5) Au + yi)^0, 

Hat man n^j so kann maii daraus die y^ finden^ 

denn es ist 

ÎL, — ii^ = + Xç^X.. + x^x^ + x^x^ — 2xj^x^ — 2x^x^ 

= «2 — 3^/1, 

und ans den y erbâlt man die x wie oben durcb Quadratwnrzeln. 


§ 99. Zwei Gleiclmiigeu zweiteii Grades mit zwei Unbekanuten. 

1 . Auf eine Gleicbuog vierten Grades führt aucb die Aufgabe, 
zwei Unbekannte ans zwei Gleicbungen zweiten Grades zn bestimmen. 
Eine Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten x, y bat die 
Form 

( 1 ) y) = + + (^ + "ici y + 21} X + 2dxy = 0 . 

Wenn man eine der beiden Unbekannten, etwa x^ willkürbcb 
annimmt, so erbâlt man die andere auf zwei Arten durcb Auflôsnng 
einer quadratiscben Gleichung 

^2/" H“ 2\j{c X -f- ax" + 26 c = 0. 

Die Wurzeln dieser quadratiscben Gleichung sind, wenn 6 von 
Nul! verscbieden ist: 

^y ~ (c X ib yïp X Cl y — bÇcùX" 2 b'x -j- c) 

O der 

&2/ == - (o'x + a) ± ŸAx- + 2Bx~+~C, 
wenn zur Abkürzung 

^ - ab, B = ac ~ bb\ C = - be 

gesetzt wird. 

Der Ausdruck unter dem Quadratwurzelzeicben kann ein voll- 
stândiges Quadrat einer linearen Funktion ax + ^ sein,, und dann 
zerfâllt die quadratiscbe Funktion f{Xjy) in zwei lineare Funk- 
tionen 

by + ex + a + {ax + /3). 

Es findet dies statt, wenn 

a^ = A, a^=^B, = C, 

also 
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ist, und daim ergibt sicli 

« = 1 / 1 , ^ = B-.YA^yG. 

Die Bedingung für das Zerfallen der quadratisclien Funktion in 
zwei lineare Funktioneîi ist also 

— ah) (a'^ — hc) — {a c —hVy == 0, 
und wenn nian dies entvî^ickelt und clen Faktor h wegliebt: 

(2) ahc — aa^ — hb'^ — cc'^ + ^ah'c = 0, 

was man aucb in Form einer Déterminante darstellen kann (§ 44): 

I a, c, V ; 

(3) 1 c, h, a 1 = 0. 

i 1 ^ ! 

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleicliimg lieiBt die De.- 
terminante der Funktion fXXjy), 

2. Wir liaben hier angenommeii; daB h von Null verschieden 
sei. Ist h = 0y aber a von Null zerschieden, so lost man die Glei- 
chung (1) nach x statt nach y auf und gelangt zu demselben Résultat. 
Sind aber a und h beide gleicli Null^ so ist c' von NuU verschieden, 
wenn die Gleichung (1) nicht linear ist. Wenn dann die Funktion 

c + 2a y + 2h'x + 2c xy 

in zwei lineare Faktoren zerfallen soll, so miiB sie die Form haben: 

2c{x + 7)i)(y + n)j 

und es ergibt sich 

en = hX cm = a', 2c mn == c, 
woraus man, da c nicht Null ist, die Relation erhalt 

2aV-cc ^0, 

Diese Gleichung geht aber ans (2) hervor, wenn a == /> == 0 gesetzt wird. 

Wenn endlich a, h und c gleich Null sind, so ist die Relation 
(2) gleichfalls erfüllt. 

Dies ist also die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daJB die Funktion f{Xj y) entweder linear sei 
oder in zwei lineare Faktoren zerfalle. 

3. Es seien jetzt zwei Gleichungen zweiten Grades mit zwei 
ünbekannten gegeben: 

f(Xj y) = ax^ + hif -f c + 2a y -i- 2V x -f 2c xy == 0, 
cp{x, y) = ftic® +/37/2 -1- y 4- 2a y + 2,/£+2yxy = 0, 
ans denen die Werte der ünbekannten bestimmt werden soUen. 
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In dem besonderen FaU^ wo f und 9 ? in je zwei Faktoren ersten 
Grades zerfallen: 

9x^-2, 

erhalt man vier Losungen ans je zwei linearen Gleichungen: 

1) fl =0; 9>i = 0, 

2) fl = 0, 92 = 0, 

3) /a =0, qoi = 0, 

4) /; = 0 , = 0 . 

Auf diesen besonderen FaU aber kdnnen wir den allgemeinen 
Fall dürcb. Lôsung einer kubiscben Gieicliung zurückfüliren. 

Wenn wir nâmlich unter X einen beliebigen Koeffizienten ver- 
steben und 

F ==/'+ Xcp 


setzen, so verschwindet die Funktioii zweiten Grades F für aUe Wert- 
systeme rr, y, die f imd gp zugleich zu Null machen. 

Nun kônnen wir aber X auf drei Arten so bestimmen, daB F in 
zwei lineare Faktoren zerfâllt. Wir erbalten bierfür namlich eine in 
X kubiscbe Gleicbung, wenn wir nach (3) die Déterminante der 
Funktion F gleich Nul! setzen: 


( 4 ) 


d -\~ X CC y C -j~ ^ y } 

? b d- ; 

b d' X jS y d X €C y 


V + 

(X 


==0. 


c + Xy 


Sind X^y Ag zwei verscbiedene Wurzelu dieser kubiscben Gleicbung; 
so erbâlt man zwei Funktionen 


F^ = f X^cpy F 2 == f ^ 2 ^) 
die in je zwei lineare Faktoren zerfallen. 

Auf diese AVeise gelangt man also direkt zu der kubiscben Re- 
solvente, obne erst die Gleicbung vierten Grades, die sicb durcb 
Elimination der y aus /‘=0 und 9 ^ = 0 bilden lâBt, berecbnet zu baben. 

4. Man kann auf unendlicb viele Arten eine Gleicbung vierten 
Grades mit einer Unbekannten durcb zwei Gleicbungen zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten ersetzen, und damit die eben besprocbene 
Metbode auf die Gleicbung vierten Grades anwenden. ‘Am einfacbsten 
ist wobl der folgende Weg. 

Ist die gegebene Gleicbung vierten Gracies: 

(5) + ^ 3 ^ + ^4 = 0, 
so setze man 

( 6 ) 


x y r- 1 = 0 
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und erhalt durct Multiplikation Yon (5) mit if: 

(7) + a^x + «2 + «3?/ + a^r = 0. 

Daraus ergibt sicli für X die kubische Resolvente 

1, -.p, I 

'H, -î-a^ 1 = 0. 

Diese Gleichung lantet entwickelt: 

~ + A K «8 — 4aJ + — «g- ^ 0, 

und stimmt also überein mit der in § 98, 6 . gefundenen Resol- 
vente für y. 

5, Diese Resultate erbalten eine anscliaulicbe Bedeutung, wenn 
man sicli der Darstellung durcli die aualytische Géométrie bedient. 
Sind X, y reclitwinklige Koordinaten, so bedeutet eine Gleichung 
zweiten Grades f{x, î/) = 0 einen Kegelschnitt. Zwei Kegelsclinitte /'= 0 
und 9 = 0 sclineiden sieb in vier Punkten. Durcli vier Punkte 1 , 2 ^ 
3, 4 kami man aber auf drei Arten zwei gerade Linien legen, nâmlicli 
12 , 34; 13, 24; 14, 23, und wenn man diese Linieupaare bat, so 
findet man die Scbnittpunkte 1 , 2 , 3, 4 ans linearen Gleiebungen. 

Jeder Kegelscbnitt, dessen Gleicbiing die Porin A 9 = 0 bat, 
gebt diircli die Scbnittpunkte der beiden Kegelsclinitte /’^O, 9 = 0 , 
und die Gesamtheit dieser Kcgelscbuitte, wenn X jeden beliebigen 
Wert erbalt, beiJît ein Kegelschnitt b üscbel. In einem solcben 
Büscbel sind drei besondere Kegelsclinitte entbalten, die in zwei ge- 
rade Linien zerfallen, und die zugeborigen Werte von X erbillt man 
als Wurzeln der kubiseben Gleicbiing (4). Niilieres liierüber entbalt 
der Absebnitt über analytisebe Geometrie. 


Siebzehnter Absclinitt. 


Genâlierte Bereclinmig der Wurzeln numerischer 

Gleichungen. 


§ 100. Die Cartesisclie Zeiclieiiregel. 

!• Für den praktisclien Keclmer ist die Frage nach der alge- 
braisclien Auflôsung einer Gleichung von geringerer Bedentung. 
Ilim kommt es darauf an, die Wnrzeln einer Gleichung, deren Koeffi- 
zienten numerisch gegeben sind, auf eine bestimmte Anzahl von 
Dezimalstellen zu berechnen, d. h. zwei rationale Zalilen anzugeben, 
deren TJnterscbied eiue gegebene GrôBe nicbt überschreitet, zwischen 
den en eine Wurzel liegt. Diese Aufgabe aber laBt sich immer lôsen, 
und es gibt dafür so einfacbe nnd wirksame Metlioden, daB man ibre 
Anwendung selbst bei Gleichnngen 3*^^^ oder Grades der Berecb- 
nung der algebraiscben Ansdrücke, wie sie z. B. die Cardaniscbe 
Formel gibt, oft vorzieben wird. 

2, Wenn die Koeffizienten der gegebenen Gleicbnng f{x) = 0 
rationale Zablen sind, so wird man zunacbst nacb § 68, 1. nntersucben, 
ob vielleiebt rationale Wnrzeln vorbanden sind; ist a eine solcbe, so 
bildet man durcb Division f(x) j (x — a) und bat es dann nur nocb 
mit einer Gleicbnng niedrigeren Grades zn tun. Ja man wird eventuell 
erst versncben, die Funktion f(x) in Faktoren niedrigeren Grades zn 
zerlegen, uni die Berecbnnng der Wnrzeln so einfacb als môglicb 
zn macben. 

3. Sind a nnd /3 zwei Zablen von der Art, daB f{(x) nnd f(p) 
verscbiedene Vorzeicben baben, so ist man sicber, daB zwischen 
a nnd wenigstens eine Wurzel liegt; denn, wenn x in f{x) die 
Zablenreibe von a bis |3 dnrcblânft, so gebt f{x) von negativen zu 
positiven Werten nnd muB also dabei durcb Nnll bindurcbgeben 
(§ 72, 5.). Es kdnnte ancb f{x) drei oder fünf, überbanpt eine un- 
gerade Anzabl von Durcbgângen durcb Nnll baben; dann liegen drei 
oder fünf Wnrzeln zwischen cc nnd Es ist dabei zn beacbten, daB 
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ein Wert von x, fur den f{x) = 0 wird, ohne bei dein Durchgang 
von X durch diesen Wert das Zeiclien zu wechseln^ zweimal 
oder mit einer geraden Anzahl von Malen zu zâhlen ist. 

4. Zunachst aber ist die Frage, wie viele Wurzeln ûberbaupt 
voriianden sind^ oder wie viele reelle, oder wie viele positive Wurzeln. 
Ehe aile diese Fragen durcb den Sturmschen Lehrsatz endgültig 
beantwortet werden konnten, sind verscbiedene Satze darüber auf- 
gestellt worden, die zwar keine ganz prâzise und allgemeine Antwort 
geben, aber doch bei ihrer Einfachheit in vielen Fallen mit Nutzen 
angewandt werden. Der bekaiinteste und einfacliste dieser Satze ist 
die Cartesiscke Zeichenregel. In der Formulierung und dem 
Beweis des Satzes folgen wir der Darstellung von GauB.^) 

5. Es sei X ein Polynom vom Grade, in dem wir den 
Koeffizienten von gleicli 1 annehmen, und worin das von x unab- 
liangige Glied nicht feblen soll, so dafi x = 0 niclit imter den Wurzeln 
von X entlialten ist. Ordnen wir X nacli absteigenden Potenzen 
von so kommt zuerst ein positiver Koefiizient + ^d es kommt 
darauf an, zu zablen, wie oft ein Weolisel in den Vorzeichen 
der Koeffizienten eintritt, weiin inan vom ersten zum letzten 
Gliede von X fortschreitet. Potenzen von x*, die darin fehlen, werden 
ausgelassen, nicbt etwa mit dem Koefiizienteii Xull in Ansatz gebracbt. 

Xacli diesen Festsetzungen sei — das erste négative Glied, 
dem das Glied + vorausgehe; fernei* + das zunachst 

hierauf folgende positive Glied mit voransgeliendern -- V' u. s. f., 
endlich. ± Sx^ das Glied, bei dem zum letztenmal das Zeiclien ge- 
wecbselt bat, dem also + S' vorausgeht, Das Zeicben ± bleibt 
dann bis zu Ende, d. k. bis zu dem von x unabhangigen Glied ± T. 

Wir setzen also X in die Form 

(1) X = + b Wof, 

— — ... — V’ 

+ + 

± S' xf, 

± Sx^ ± . . . ± 

Die erste Zeile entbalt hier positive, die zweite négative, die dritte 

1) Der Satz fîndet sich aacleutungsweise sclion bei Oardarma, deutlicli aus- 
gesprochenin der „Géométrie“ von Descartes (1637). In dem ,/rroatiseof A]gebra‘^ 
von John Wallis (1685) wird die erste Eritdeckung des Satzes Thomas ïïariiot 
(lebte 1560 — 1621 in Oxford) zngoscbrieben, niicli Cantova Urteil mit ÜDrecht 
(Geschichte der Mathematik Bd. III, S. 4). Gleicliwohl wird der Satz aucli heute 
nocb bisweilen der Harriotsche genannt. Vgl, Gaub, ^Beweis eines algebraischen 
Lehrsatzes^, Werke Bd. III, S. 67. 
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wieder positive Glieder u. s. f., und die AnzaM der Zeilen in (1) ist 
also um eins grôËer als die Anzalil der Zeiclienwechsel in 
die wir mit lo bezeickaen. 

6. Wir bilden nach (1) das Produkt 

( 2 ) = X(x~~a)j 

worin a eine beliebige positive GrôBe ist, und erbalten einen Aus- 
druck vom + Grade, den wir so darstellen: 

( 3 ) 0 ;- + ^ +••- 

— — • • 

+ + 


± i: . . . 

TT,. 

Wenn n grôBer als n 1 ist, so ist hier = N, und wenn 
yi = « + 1 ist, N aN\ und folglich ist positiv. Aus 

demselben Grunde sind P^, . . = aT positiv. 

Wie die Zeichen in den einzelnen Zeilen von (3) wechseln, 
ist unbestimmt. Jedenfalls aber findet bei Übergang von zu 

ein oder mebrere, jedenfaUs eine ungerade Anzabl 
von Zeichenwecbseln statt. 

Das Gleiche gilt bei Übergang von — zu + u. s. f., 

und zuletzt noch einmal bei Übergang von ± zu + Pi- 

Die Zabi der Zeichenwechsel in X^ ist also min- 
destens um eins groËer, allgemein um eine ungerade Zabi 
groBer als die Zabi lo der Zeichenwecbsel von X, und es 
ist also 

(4) w,=^w Tl + g, 

wenn g eine nicbt négative gerade Zabi ist. 

7* Wenn die Funktion X keine positive Wurzel bat, so weist 
sie in ibren Koeffizienten entweder keinen oder eine gerade Zabi 
von Zeicbenwecbseln auf. Denn wenn die Anzabl der Zeichenwecbsel 
ungerade ist, so ist das letzte Glied ± T negativ, und X bat für 
a; = 0 einen negativen Wert, wâbrend X für einen binlanglicb groBen 
Wert von x das Zeicben von also das positive, bat. Es müBte 

also mindestens eine positive Wurzel von X vorbanden sein. 

8. Es seien jetzt ce, fi, y die sâmtlicben positiven Wurzeln einer 
Funktion f(x) und 

(5) f(x) = X(x — — — 
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Daun ist X eine ganze Fuuktion, die nur négative oder iinaginüre 
Wurzelû hat, und die -= 1 zii setzen ist, wenn f{x) nur positive 
Wurzeln liât. 

Nacli 6. komrût nun zu den etwa in X sclion vorhandenea 
Zeichenwechseln durcli jeden Faktor x ~ a, x — /3, x — y min- 
destens ein, immer aber eine ungerade Anzalil von Zeiclienwecbseln 
zu den in X etwa scbon vorbandenen hinzu, und daraus folgt mit 
Rücksicht auf 7.: 

Die Zabi der positiven Wurzeln ist so groB oder 
um eine gerade Zabi kleiner als die Anzabl der Zeicben- 
wecbsel in den Koeffizienten f(x). 

9. Jeder negativen Wurzel von f(x) entspricbt eine positive 
Wurzel von fX—x) nnd demnacb kônnen wir den Satz so erganzen; 

Die Zabi der negativen Wurzeln von f{x) ist so groB 
oder um eine gerade Zabi kleiner als die Anzabl der 
Zeicbenwecbsel in den Koeffizienten von 

10, Wir woUeii die Cartesiscbe Zeicbenregel auf die Diskussioii 
der Grleicbung Grades anwenden. Es soi also 

f(x) == x'^ + ax^ + hx + c, 
f(— x) == x'^ + ax^ — hx H- G. 

Die aj hj G nebmen wir von Null verscbieden au. Daim baben wir 
nacb den Torzeicben der Glieder von f{x) und f{-~~x) acbt ver- 
.schiedene Falle: 




fiX) 


tv 


/•(- 


, .... 

1) 

+ 

+ 

+ 

+ 

0 

+ 

+ 


+ 

2) 

+ 

+ 

- 

+ 

2 

+ 

+ 

+ 

+ 

3) 

+ 

— 

+ 

+ 

2 


— 

— 

+ 

4) 

+ 

__ 

— 

+ 

2 

+ 

— 

"h 

+ 

5) 

+ 

+ 


— 

1 

+ 

+ 

— 

— 

6) 

+ 

+ 

— 

— 
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+ 

-f* 

+ 

— 

'?) 

+ 

— 

4" 

— 

3 

+ 

— 

— 

— 

8) 

+ 

— 

— 

— 

1 

i + 


-h 

— 


îü 


2 

0 

2 

2 

1 

1 

1 

3 


In den mit w überscbriebenen Riibrikeii stebt die Zabi der 
.Zeicbenwecbsel in der davorstebenden Reibe. 

Nebmen wir noeb das Résultat ans § 97 binzu, daB bei nega- 
tiver Diskriminante D zwei reelle und zwei imaglnare Wurzeln 
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vorlianden sind iind bei positivem D entweder vier reelle oder rier 
imaginâre Wurzeln^ so ergibt sicb nacb 8. nnd 9. in den versckie- 
denen Fallen: 


1) D>0: 

4 

imaginâre. 

Z) < 0: 

2 

imaginâre, 2 reelle négative Wurzeln. 

2) D>Ü: 

4 

imaginâre, 

D<0; 

2 

imaginâre, 2 reelle positive Wurzeln. 


In 3. und 4. erbalten wir ans den Vorzeicben der Diskriminante 
und der Koeffizienten aliein keine Entsckeidung; denu in diesen Falîen 
kann die Anzahl der positiven sowobl als der negativen Wnrzeln 
crleicîi 2 oder ffleicli 0 sein. 

O O 

In den Fallen 5); 6) haben wir eine positive nnd eine négative 
Wurzel; also zwei imaginâre Wnrzeln, nnd die Diskriminante muB 
negativ sein, wie sicli an dem Ausdruck § 97, 2, auch leickt direkt 
erkennen lâBt. 

Im FaUe 7) kaben wir eine négative Wnrzel imd drei oder eine 
positive, je nackdem D positiv oder negativ ist, und im Falle 8) eine 
positive und drei oder eine négative Wurzel. 


§ 101. Der Stumisclie Lelirsatz. 

1. Das wissensckaftlicke Fundament für jede Nâkerungsmetkode 
zur Aufiôsung algebraiscker Gleickungen bildet der Sturmsche Lekr- 
satz, der uns lekrt, mit Sickerkeit zu ermitteln, wie viele Wurzeln 
einer gegebenen Funktion f{x) vom Grade zwiscken zwei ge- 
gebenen Grenzen liegen. Der Satz, dessen Grundgedanke überaus 
eiiifack ist, berukt auf der Stetigkeit der ganzen Funktionen, nack 
der eine solcke Funktion bei stetiger Verânderung von x nickt von 
positiven zu negativen Werten übergeken kann, okne durck den Wert 
Null kindurckzugeken. 

2. Wenn X-^ eine Wurzel von f{po) ist, so ist f{x) durck x — 
teilbar, und wenn wir 

(1) f{x) = {x-x,)F{x) 

setzen, und mit f\{x) die abgeleitete Funktion von f{x) bezeicbnen, 
so ist (§ 66, 4.) 

F (x^ = (x ^ . 

Wir nekmen an, daB f{x) und f\{x) keine gemeinsame Wurzel haben, 
oder daB f(x) zuvor von etwa vorkandenen gemeinsamen Faktoren 

Weber u. Wellstein, Encyklopadio. L 2. Aufl. 22 



mit fi{x) iDefreit sei (§ 67). Daim ist und folglich auch. 

von Null verschieden und kanii positiv oder ncgativ sein. Ea 
wird dann F{x) dasselbe Zeiclieii liaben, so lange x nalie genug bei 
liegt. 

Ans (1) ergibt sich dann: 

Ist positiv, und gelit x waclisend durcli x^ hindurcb, so 

gebt f(x) wacbsend durcb. 0, d. li. von negativen zn positiven 
Werten. 

Ist aber negativ, so gebt f{x) Amn positiven zu nega- 

tiven Werten. 

Wir kôimen beides zusammenfassen, indem ivir sagen; 

Wenn x wacbsend durcb eine Wurzel von f(x) bin- 
durcbgebt, so geben die Funktionen 

/■(æ)> /iC^') 

von verscliiedenen zn gleiclien Zciclien über. 

3, Wir füliren nnn eine Kette von Divisioncn ans, genan wie 
vî^enn es sicli darnm liandeltC; den groBten gemeinscliaftliclien Teiler 
der beiden Funktionen f(x), f[{x) zu linden (§ 07), iiur mit dem 
Unterschied in der Bezeicbnung, daB wir die jodesmaligen Reste mit 
— fzj "“/a? • • • bezeiclinen. Sind dann Q, Q^j Q.,, . . . die Quotienten,. 
so erhalten wir die Gleicbungen 

f = Qfi - /ô; 

^2) “ /s? 

1 7)1 — 2 Q))i — 2t /m’ 

und da die Grade der Funldionen f\ /i, /ô; ... immer abnebmen, so- 
setzen wir den Algoritbmus so lange fort, bis von x unabliangig 
geworden ist. Nacb der Voraussetzung, daB f und kcinen gemein- 
samen Teiler liaben, ist von JSTull verscliieden. Es fo.lgt ans dieser 
Annalime auch, daB iu der Sturmschen Ketto 

( 3 ) f, f[> f,, . • -, /;„ 

für keinen Wert von x zwei benaclibarte Glieder /‘., zugleich 
verschwinden konnen, da für einen solchen auch f nnd f\ verschwinden 
müBten. 

4. Für irgend eiuen Wert von x zahlcn wir in der Reihe 
einen Zeichenwechsel, wenn zwei aufeinanderfolgende Glieder /y, 
tv+i ■^ei'schiedene Zeichen haben, und eine Zeichenfolge, wenn 
sie dasselbe Zeichen haben. 
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Fur jedeii Wert von x, für den keine dieser Funktionen ver- 
schwindet^ haben wir also eine bestimmte Auzahl von ZeicLenwechseln. 
Der Sturmsclie Satz liât danii folgeuden Inbalt: 

Sind cc uiid /3 zwei Werte von x iind a <C ft, so ist die 

Anzahl der zwisclien a und /3 gelegenen Wurzeln von 

f(x) gleich der Anzahl der beim tlbergang von x=cc zu 

verlorenen Zeichenwechsel der Sturmschen Kette (3). 

5. Der Beweis dieses Satzes ist jetzt sehr einfaeh; Ein Verlust 

oder Gewinn an Zeichenwechseln kann nur dann eintreteu, wenn eine 
der Funktionen der Sturmschen Kette durch Null geht. Ist aber 
0<v<m, und ist = O, so ist nach (2) = - fy + iix^), 

und f^,_^ und haben also für x und in der Nahe dieses 

Wertes entgegengesetztes Zeichen. In der Reihe der drei benach- 
barten Funktionen 

fvQè), /■,. + ! (^0 

wird also vor wie nach dem Durchgang von x durch x^ ein Zeichen- 
wechsel gezahltj und es tritt also kein Verlust oder Gewinn von 
Zeichenwechseln ein. 

Da überhaupt nicht durch Null geht, so kann also eine Ânde- 
rung in der Anzahl der Zeichenwechsel nur dann eintreten, wenn x 
durch eine Wurzel von f(cc) hindurchgeht. DaB aber dabei jedesmal 
ein Zeichenwechsel verloren geht, haben wir schon in 2. ge- 
zeigt, und hiermit ist der Sturmsche Satz bewiesen. 

6. Die Rechnung, die für die Anwendung des Sturmschen 
Satzes erforderlich ist, wird durch folgende Bemerkungen in manchen 
Fallen vereinfacht. 

Man kann bei der Bildung der aufeinanderfolgenden Funktionen 
/? /i? A? • * • positive Zahlenfaktoren weglassen, weil dadurch in 
den Vorzeichen nichts geandert wird und unsere Schlüsse ganz^ un- 
verândert bleiben. 

Kommt man bei der Division zu eiuer Funktion von der man 

weiB, daB sie, auch ohne konstant zu sein, zwischen den Grenzen a, ^ 
keinen Zeichenwechsel hat, so kann man die Recknung abbrechen; 
denn wir haben von eben nur die Eigeuschaft benutzt, daB sie 
zwischen den Grenzen, die man nntersuchen will, keinen Zeichen- 
wechsel haben soUte. 

7. Beispiel L Wir woUen für die Funktion 

f{x) ^ — Qx 2 

die Sturmsche Kette hilden. Mit Weglassimg positiver Zahlen- 
faktoren ergibt sich 
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f^{x) = 2 »; — 1 , 

Up) = 

uQcl es ergeben sieh folgende Vorzeiclieii; 

3 
+ 
-h 
+ 
+ 


Qx + 2 
« 2-2 
2«-l 
+ 1 


?, -1, O, 1, 


+ 

+ + 
+ + 


H- 




+ - 

— _|-. 

_l_ 


+ 

+ 


Wir haben also für rc — — 3 drei Zeiclienweclisel^ füi: x — + 3 keinen 
Zeicbenweclisel und folglicli zwischeii diesen Grenzen drei Warzeln. 

Eiu Zeickenweclisel gelit verloren zwisclxen — 3 und — 2. Âlso 
liegt eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. 

Zum zweiten Male geht ein Zeiclienweclisel zwischen 0 und 1 
und zum dritten Male zwischen 2 und 3 ycrloren^ also haben wir in 
jedem dieser Intervalle eine Wurzel. 


8, Beispiel IL 

/•(«) 

/;(«)= 

tiip) ~ T 7 

/;(«•) = . 1 . 


Für X haben wir die Zeichen 

; 

also drei Zeichen wechsel, imd für 1 

+ + + + ? 

folglich drei Wurzeln zwischen 0 und 1. 

9. Für die Zwecke des pralvtischen licchnens ist die Anwen- 
dung des Sturmschen Satzea nicht notwcndig, wenn man sicli auf 
anderem Wege davon überzeugeu kann^ daB nur eine Wurzel zwischen 
gegebenen Grenzen liegt. Dies ist z. B. gesichert, wenn man die 
Gesamtzahl der reellen Wurzeln kcnnt und cbonsoviele Intervalle er- 
mittelt hat, in deren jedem wenigstens eine Wurzel liegt. 
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§ 102. Régula Falsi. 


1. Man veranscliauliclit sicli die Lage der Wurzeln einer Funk- 
tion /‘(^‘) dur ch die Geometrie. 

Man stellt die Werte der Veranderlichen x durch die Punkte 
einer geraden Linie dar, auf der x von einem beliebigen Anfangspunkt 
in einer beliebigen Langenein- 
heit als Abszisse gemessen 
wird, die Werte von y = f{x') 
tragt man auf einer im Punkt 
X errichteten Senkrechten als 
Ordinale auf^ gleichfalls in 
einer beliebigen, wenn man will 
von der ersten verschiedenen 

Lângeneinheit, die positiven nach f , — ^ 

der einen, etwa der oberen, die 
der 


% 


negativen nach 


entgegen- 


Fig 16 . 


gesetzten Seite. Verbindet man 

die Endpunkte der Ordiuaten, so erhalt man eine krumme Linie; die 
Abszissen der Punkte, in denen y = Q ist, also der Schnittpunkte 
dieser krummen Linie mit der Abszissenlinie, sind dann die Wurzeln 
von f{x). 

Ist Z. B. f{x) = x^ -r ax + h vom zweiten Grade, so ist die er- 
walinte Kurve eine Parabel mit nach unten gekehrtem Scheitel 
(Fig. 16); /*(:/;) hat zwei reelle Wurzeln, wenn der Scheitel tiefer liegt 
als die Abszissenlinie, zwei imaginare, wenn der Scheitel hoher liegt. 
Bas oben betrachtete Beispiel 

y = — 6x + 2 


gibt ungefàhr die Fig. 17. 



2. Hat man zwei Werte a und (5 (etwa a</3), zwischen denen 
eine Wurzel von f(x) liegt, so sind f(cc) und /*(/3) von entgegen- 
gesetzten Zeichen; sei etwa f(a) = -~ a negativ, /*(/?) = h positiv. 
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Man kann dann a und als erste NTilierungswerte der zwischen ilmen 
liegenden Wiu'zel ketracliten^ deren jeder aber mit einem gewissen 
Fehler beliaftet ist. 

Sind Z. B. a und /3 zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen, so 
ist a die Zabi, die bei der Darstellung der Wurzel durcb einen 
Dezimalbruch vor dem Koinma stelit. 

Sei I der Febler von cc, also ê die gesiiclite .Wurzel; 

dann ist === /"i (/î — <%--§)==== /3 — -i], also der 

Fehler rj von /3 gleich /3 — a — 5; wenn aber a 
zu klein ist; ist /3 zu groB. Man nimmt nun 
zunachst an, daB der Feliler von a groBer ist 
als der Fehler von fi, wenn f(a) nielir von der 
Null abweicht als f(fi), und angenahert kann 
man die beiden Fehler diesen AbAveichungen 
proportional annehnion. Es koinmt das darauf 
hinaus; daB man das zwischen f(a) und f(|3) 
verlaufende Stück der .KurvC; durch die f{x) 
dargestellt ist; als gorade Linie ansieht (Fig. 18). 



nifr. 18 . 


Dann ist also 


^ : (fi ~ a — è) 




(1) 

J. a (fl — a) 

^ ' a + h ’ 

also 


(2) 

r-a-L t _ + 


Diese Formel ist natiirlicli nicht genau richtig; giht aher einen 
Wert von ce, der hesser ist als a und als fi. 

Ist fi ~ a ^ 1, so wird 

(3) + 

ein Ausdruck; der die erste^ oder nacli Umstilnden .aiicdi mehrere der 
ersten Dezimalstellen nach dem Komma gibt. Die dnrcli. (1) oder (2) 
clargestellte Formel und darnach auch das ganze Verfahren heifit die 
Régula falsi. 

3. Hat man einen Nahonragswert a der Wurzel gefunden, so 
kann man diesen, Avenn er schon einen gewissen Grad der Genaiiigkeit 
erreicht hat, noch durch ein auderes Verfaln-mi korrigicren. Man 
seize x ^ cc ^ und ordne f (a H~ §), indeni nian auf die einzelnen 
Potenzen von den binomischen .Lehrsatz ainvirndet, nach Potenzen 

von I; es moge sich so ergeben: 

'(‘^) /'(« + !)== ’«o -I- «'ib + -I- «'ai'' 4- ■ ■ 
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Es soU nun | so bestimmt werden^ daB dieser Aiisdruck verschmndet. 
Das scheint zunaclisfc keine Vereinfacliung der Aufgabe zu ergeben, 
weïi niaii für ^ eine Gleichuiig von ebenso bohem Grade erhâlfc, wie 
die ursprüngliche war. Wenn aber a scbon nabe dein vrahren Werte 
ist^ so wird | ein kleiner Brucb sein, und die hôberen Potenzeu 
konnen für die niicbste Annaberung vernacblassigt vrerden, wenn die 
Koeffizieuten wZo, ^>^ 3 ; • • • nicbt besonders groB sind. Dann ergibt 
sich also 


als îîaberung für die Korrektion von a. 

Bisweilen ist es besser, ancb nocb das folgende Glied mit zu 
berücksicbtigen, also ^ aus der quadratiscben Gleicbung 

niQ + = 0 

zu bestimmen, wodurch man 

(^0) g = — VI, 4- — 


erbait; das Vorzeicben der Quadratwurzel ist in Übereinstimmung mit 
dem Vorzeicben von zu uebmen, damit ^ klein werde. 

Dieses Verfabren ist von Newton angegeben, und beiBt daber 
das Newtonscbe Naberuugs verfabren. Man wendet es aucb 
dazu an, um sicb eine vorlaufige ungefabi*e Kenntnis der groBen 
Wurzeln einer Gleicbung zu verscbafEen, indem man in der ent- 

wickelten Funktion /'(a;) = H zunacbst nur 

die beiden obersten Glieder beibebalt, also a;, rob an- 

genabert, gleicb — a^^/aQ setzt. 

1 . Bei der Anwendung wird man sicb nicbt auf die eine dieser 
Metboden beschranken, sondern je nacb Umstanden die eine oder die 
andere benutzen. Das Entscbeidende wird immer sein, zwei Dezimab 
brücbe a, a von gleicber Stelleiizabl 0 zu finden, die sicb nur in der 
letzten Stelle um eine Einbeit unterscbeiden, für die fÇa) und f{cc) 
entgegengesetzte Vorzeicben baben; dann liegt der wabre Wert der 
Wurzel zwiscben a und a, und der Febler ist kleiner als 10~-. Will 
man zur Berecbnung der folgenden Stelle ûbergeben, so bânge man 
an a nacbeinander die Ziffern 1 bis 9 an, und nebme die beiden daraus 
bervorgebenden aufeinanderfolgenden Zablen für die und 

verscbiedene Vorzeicben baben. W^emi man in zweckmaBiger 
Weise die oben bescbriebenen Metboden anwendet, so kann man die 
Anzabl der bierzu zu macbenden Versucbe sebr einscbrânken. 

Nützlicb ist bei diesen Recbnimgen die Anwendung von Potenz- 
tafeln, oder, wenn die Genauigkeit ausreicbt, von Logaritbmentafeln. 


§ 103. Anwendung anf cin Beispiel. 

1 . Wir wollen als Beispiel eine Gleichiing 5‘°“ Gracies nelimen: 
_ 4x -2 = 0 . 

Es ist Lier 

/(-2) = -26, /•(-1) = + 1, /■(0) = -2, /(l) = -5, /■(2) = + 22, 

uncl folgiich habeii wir eine Wiirzel zwischen 1 und 2, eine Wiirzel 
zwischen — 1 nnd 0^ imd eine zwischen — 2 nnd ~ 1 ; die beiden 
aiideren Wurzeln sind imaginai*. Wir berechnen zunachst 

Die Régula falsi § 102, (1) würde hier für | die Werte 5/27, also 
etwa 0,2 ergeben, was zu klein ist, demi man sieht, daB /‘(l^S) -= (|)'’— 8 
= -- 13/32 noch negativ ist, daB also ç groBer als 0,5 sein inuB. 
Einen besseren Wert gibt uns das Newtonsche Verfahren, 
Setzen wir namlich .-r = 1 + 

^ 5|4 ^ + 10g- + 5g + 1, 

^5 _ 4^, „ 2 = g’^ + 5g'^ + log-’^ + 10g- + g - 5, 

so kônnen wir zwar nicht aus den beiden letzten Gliedern, wohl aber 

au s den dreien ^ ^ 

10g2+g-5 = 0 


einen Nâherungswert finden: 

*= 20 ^ 


etwa 0,G. 


Man rechnet nun nacli der folgenden ïabelle, die wohl oline Er- 
lâuterung verstandlich ist. 


X 

log X 

5 log X 1 

x^ ■ 

4x + 2 

m 

l,ô 

0,1760913 

0,8804565 

7,593754 

8 

- 0,406246 

1,6 

0,2041200 

1,0206000 

10,485906 

8,4 

+ 2,085906 

1,51 

0,1789769 

0,8808845 j 

7,707015 

8,04 

- 0,232985 

1,52 

0,1818436 ' 

0,9092180 

8,113682 

8,08 1 

+ 0,033682 

1,518 

0,1812718 

0,9063590 

8,060444 

8,072 

- 0,011546 

1,519 

0,1816578 

0,9077890 

8,087030 

8,076 

+ 0,011030 

1,5185 

0,1814148 

0,9070740 

8,073726 

8,0740 

- 0,000274 

1,5186 

0,1814434 

0,9072170 

8,076786 

8,0744 

+ 0,002386 

1,51851 

0,1814177 

0,9070885 

8,073996 

8,074040 

- 0,000034 

1,51852 

0,1814205 

0,9071025 

8,074256 

8,074080 

+ 0,000176 

1,518511 

! 0,1814180 

0,9070900 

8,074024 

8,074044 

- 0,000020 

1,518512 

0,1814183 

0,9070915 

' 8,074052 

8,074048 

1 + 0,000004 


Es ist also sehr nalie 


X', = 1,518512. 

Die letzte Stelle 2 ist iim ein weiiiges zu groB. Die Wurzel 
liegt aber riaher bei diesem Werte, als bei dem unteren Grenzwei-te. 

2 . Es ist noch zu bemerken, daB man aus jedem Zahlenpaar 
die beiden letzten Dezimalstellen des nacbsten Paares nacli der Recula 
falsi durcli eine eiufacbe Reckaung, fast konnte man sagen Scliatzung, 
erbâlt. Es ist dabei zu bemerken, daB in diesem Beispiel die Régula 
falsi immer die untere Grenze gibt, was sick leickt daraus erklart, 
daB zwiscken 1 imd 2 die Kurve y === f{x) ikre kokle Seite nack 
oben kehrt. 

So findet man nack § 102, (3) aus 1,5 imd 1,60: 


1 = 001 .. 

2,492162 ^ ^ 


Am Anfang der Reckuuiig genügt es, eine geringere Stellenzakl 
zu berücksicktigen. Wir kaben die Wurzel mit der Genauigkeit be- 
recknet, die mit einer siebenstelligen Logaritkmentafel zu erreicken 
ist. Will man grofiere Genauigkeit, so muB man entweder grôBere 
Tafeln anwenden, oder, was auck durckfükrbar, wenn auck umstând- 
licker ist, okne Logaritkmen recknen, wobei sick die abgekürzte 
Multiplikation anwenden laBt. 

3. Uin die negativen Wurzeln zu berecknen, kann man x = — ?/ 
setzen und die positiven Wurzeln von 

;y‘» — 4^ _j_ 2 = 0 

sucken. Man erkâlt so 

rro = - 0,5084994, 

= - 1,2435904. 


4. Unsere Gleickung kat nock ein Paar konjugiert imaginare 
Wurzeln. Um diese gleickfalls nakerungsweise zu ermitteln, setzt man 

X = r (cos cp + i sin (p ) , 

imd erkalt nack dem Moivrescken Satze: 


— 4x — 2 (cos 5 9 ? + ^ sin 5 9 ?) — 4r (cosç? + zsin (p) — 2, 
und wenn also die Gleickung befriedigt sein soll, so muB 
r' cos ocp — àr cos çd — 2 = 0 , 
sin 5 9 } — 4r sin (p = 0 

sein. Aus der zweiten dieser Gleickungen folgt: 


woraus 


2r (sin 90 cos 5 qo — cos cf sin 5 (p) = siu 5 cp, 


( 2 ) 


sin 5 cp 
2 sin 4 cp 


Bezeichnet luaii mit ^ clas Koinplement voii (p^ setzt alo ^ 

so ergibt sich aus ( 1 ) und ( 2 ) 


( 3 ) 

und 


4 cos i/j ^ coa 5 i}) 
^ cos fii/j ^ 2 siu 4'i/j 


cc == r sin ijj + ir cos 


Ans (3) erliâlt nian, wenn man die zweitc Glcicliimg in die 4*^*^ Potenz 
erhebt und dann beide Ausdrücke filr r’^ eiiiander gleiclisetzt: 

(4) (cos — 64 cos 4> (sin 4^^)'‘ -=-^ 0 , 

Setzt man hier ^ = 0^ so wird die linke Seite --- 1 , also positir. 
Setzt man aber f = 10 ®; so wird cos 50 = sin 40, also die linke Seite 
(sin 40®)'^ (sin 40® — 64 coh 10®); 

was oÊPenbar negativ ist. ]A)lgdicli liegt eine Wurzel der Gleicliimg 
(4) zwischen 0 = 0 und 0 = 10®. 

Berechnet man etwa mit fünfstelligc]! Tafeln die Logaritlimen der 
beiden Ausdrücke 

(cos 50)®; 64 cos 0 (sin 40)'^ 

für einige Gradzalilen zwischen 0 und 10 , so ergibt aicli; dafi der 
Zeichenwechsel zwischen 0 = 4® und ijj 5® stattliiulet. Hierauf lUBt 
sich die Régula falsi anwendeU; durcli die man 0 in der Nahe yen 
4® 40' findet. Nimmt man 0==4®3O'; 4® 40'; so lindet man wieder 
durch die Régula falsi einen Wert in der Nlllio von 4®))S'. Man 
berechnet nun 

0 = 4® 38' log (co 8 50)® -- 0;H1745 - 1 

log 64 cos 0(Hin40)‘‘ 0;<SI3(î8 -- 1; 

0 == 40 39 ' log (cos 5 0 )® = 0;8161() - • 1 

log 64 cos 0 (sin 40)'^ = 0;81871 — 1 . 

Der Unterschied ist also das eine Mal positiV; das andere Mal 
negativ, und folgiich liegt 0 zwisclien 4®)hS' und 4®r‘)9'. Setzt man 
0 = 4®; 38' 30"; so folgt: 

log (cos 50)® = 0;S167625 — 1 
log 64 cos 0 (sin 40)"^ = 0;8166885 — 1 . 
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Die Differenz ist 0,000074, folglick ist -î// = 4® 38' 30" ein giiter 
(etwas zu kleiner) Naherungswert. 

Aus (3) erkâlt man dann 

log r = log cos bil) — log sin iijj log 2; 

log cos bip = 0,9633525 — 1 
log sin bip = 0,5029838 — 1 
log 2 = 0,3010300 

lo^ = 0,1593387 
log sin ^ - 0,9080762 ~ 2 

log cos ip == 0,9985733 — 1 
log (rsinz/;) = 0,0674149 — 1 
log {rcosip) = 0,1579120, 

folgiicli sincl die beiden imaginâren Wurzeln annàhernd gleicli 
X = 0,11679 ± i • 1,4385, 
und ibr absoluter Wert 

r = 1,44424, 

Âls Probe der Genanigkeit der Recbnnng kann dienen, da6 die 
Summe der Wurzeln 

+ ^2 "t" ^3 H" ^4 “I" ^5 — 0 

sein muB. Es ergibt sicb, wenn nnd x^ die beiden imaginâren 
Wurzeln sind, 

+ ^4 + Xr^ = 1,75209, 

^2 H" ^3 1,7520958. 


§ 104, Entwîcklimg der reelleu Wurzeln in Kettenbrüclie. 

1. Wir baben im § 87 geseben, wie sicb jede in-ationale Zabi 
durcb einen Kettenbrucb darstellen lâfît; und baben dies spezieller 
durcbge£übi*t bei den Quadratwurzeln. 

Hat man umgekebrt eine binlanglicbe Zabi aufeinanderfolgender 
Teilnenner, so erbâlt man genâberte Darstellungen der irrationalen 
Zabi durcb rationale Brücbe. Diese werden sicb um so mebr dem 
wabren Werte der tTationalzabl annâbern, je scbneller die Nenner 
der Nâberungsbrüebe ^ 3 ? • - • anwacbsen, und es ist dater 

für die Recbnnng günstig, wenn unter den Teilnennern q, q^, . . . 
bald eine verbâltnismâfiig groBe Zabi vorkommt. 
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§ 104. 


2. Ist iiun die Irrationalzalil x aïs Wurzel eiaer algebraisclien 
Gleicliung Grades f{x) = 0 gegeben, so kaan man diese Kettea- 
brucbentwicklimg direkt finclen, imd erlialt also eine weitere Nilhenings- 
metbode zur numerischen Bestimmnng der reelJen Wnrzela eiaer 
Gleicbung. 

Wir nehmen aa, es sei, notigeafalls aach deia Staraisclien Satze, 
eine positive gaaze Zabi q enaittelt, so dalJ zwiscdiea q aud q + 1 
eine oder mehrere Warzela von /'(,/) liegen. Man setzt daim 

1 (/.V, + 1 

x^q + :-r = ,, , 

and erhâlt für x^ wieder eine Gleicbung a'*'" Grades 

die so viele reelle Warzela grciBer als 1 bat, uls die gcgebeue Fank- 
tioa f{x) Wurzein zwischen q aud q + 1 bat. 

Man wable eine Zabi ÿi so, daB zwisc.lum (/, and y, -|- 1 weaig- 
stens eine Wurzel von f{x^ licglj und setzc 


■ 'h + 


'/l •'a "b • 


Mail erhillt daim wieder eine Gleiidiniifi; yd"" fJrados ii'ir 


die wieder wenigstens eine Wvirzol gr^iCer als 1 hat. 

Und so kann man fortfahren. Wcnii z\vis(*heii q und q + 1 mehr 
als eine Wurzel von /‘(.i;) liegt, so imui unter Umstiludeu 

mehrere Werte für Ebenso kann mmi imdiroi'o Worte für 

finden; aber endlich gelaiigfc man dazii, (li(3 Wurzein 

zwischen q nnd q -h 1 voneinamhu* zvi tnuLneii. 

Der Wert von x stellt sich chinn diinih diMi KeUtuibrucli 


+ ■- 

dar. 

3. Da man zur Erreichnng einer betrilchilichen Anniiherung au 
den wahren Werfc einer Wurzcd x ineisi; oin<3 grolh» Zabi von Teih 
nennern berechnen miiB nnd die Dildung d(u* I^kinktionen f\ f\j /ô, • ■ • 
sehr mühsam ist, so ist dièses Méthodes nudir von theoretischem 
Interesse als zu rechnerischen Zweclc(in bnuielibar. 


1) Diese Metbode verdanken wir Mi'iii. <le {{erliii 1707. 



§ iU4. uenfciaerte i^erecnnung aer vvurzem numenscner vjrieicnuiigeu. o^)j 

Niir in den Fallen, die jedocli als Ausnahmen zu betrachten sind, 
wo in der Reibe ([, Qi, ^ yerRaltnismaBig gi’oBe Zabi 

auftritt^ erbiilt nian bessere Resultate. 

Ein Beispiel dieser Art bietet die kubiscbe Gleicbung: 

^^3_9^^_2==0. 

Man erbiilt die sukzessiven Umformnngen: 

^3 _ 2 ;^; 2 = 0 , ^ = 1 , 

— 2x ~ 1 = 0, Ij 

2x'^ — 4:X“ — Sx — 3 = 0, ^ 2 = 

9^3_22a;2~14:r~-2 = 0, q^= 2, 

46:^;^ — 6x^ — * S2x — 9 = 0, = 1 , 

x'^ — Qix^ — lS2x — 46 = 0, fe = 95, 

3561a;2 - OOSSa;^ - 191^- - 1 - 0, = 2, 

und ans der Reibe der Teilnenner 

(1, 1, 3, 2, 1, 95, 2, . . .) 

ergibt sicb die Reibe der Nâberungsbrücbe 

^ A -1 15 

Y ’ T ' Y’ Y ^ Ï3 ^ ’ 2bài ^ ’ 

von diesen Brücben ist abwechselnd der eine kleiner, der andere 
gi’oBer als x. Die beiden letzten geben, in Dezimalbrücbe verwandelt: 

1,76929260, 1,76929228, 

und der Feliler in der letzten, etwas zu kleinen Zabi ist kleiner als 

0,00000016. 



Achtzehnter Âbschnitt. 

Kreisteihmg. 


§ 105. Einlieitswïirzdn. 

1 . Weim wir irgend elno komplexc GrolJe rc clurcli den abso- 
luten Wert imd die Phase darstellen: 

^ = î*(cOS ‘d’ + v‘ sill 

so ist (§ 51 , 8.) 

(1) 0^’ = cos (j/rt)’ + / siu 

und hiernach koiinen wir die Aufgabe Iühcii, aile Zîilileu zii finden, 
deren Potenz einer gegebenen (reelleji oder Icoinplexen) Zabi c 
gleich ist, d. h. die Wiirzeln der Gleichuiig 

Nach dem Fundamentalsatz der Algel>ra inub dièse Gloicliiuig n Wur- 
zeln haben. 

3 . Setzeu wir 

c == P (cûs ÇD + % sin tjTj) 

imd nehmeii p positiv, 95 zwischeii den (Jromou O iind 2 71: an, so 
ergibt sich 

r" cos W'O’ ^ cos 90, sin nd' ^ q mn cp, 

Wenn wir diese beiden Gleichnngon quadrioreji und addiereii, so folgt 
^ wenn r positiv sein soll, so ergi))t sicJi liierans 



worunter die einzige existierende reelle positive -ji*’ Wurzel ans q ver- 
standen ist. 

3. Ist r so bestimmt, so folgt 

cos — cos (pj sin 'Ul)’ sin (p, 

Hierdurch ist aber der Winkel H niclit cindeiitig bestimmt. Es 
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gilt nâmlich in der Trigonométrie der Satz, da6 sich zwei Winkel, 
die denselben Sinus und denselben Kosinus haben, nur um ein Viel- 
facbes von 2jr unterscbeiden kônnen^ und demnacb. ist^ wenn }n eine 
beliebige (positive oder négative) ganze Zabi bedeutet^ 

nd- = g) 27tm, -O’ = -f- . 


Andererseits aber ergeben zwei Werte von die sicb um ein Viel- 
facbes von 2jr unterscbeiden, denselben Wert von Wenn wir also 
m == gn + 7i’ setzen, worin ]c den Rest der Division von m durcb n 
bedeutet, also 

^ J jtÛ, 

Il ' n 

so ergeben aile mbglichen Werte der ganzen Zabi q dasselbe und 
man erbalt biernacb gewiB aile verscbiedenen Werte der Wurzel 
aus c, wenn man h = (), 1, 2, n — 1 setzt, in der Form 

5 = |/^[cos ^ + / sm(-^ + )] , 

und bierfür kann man nacb § 51, 6. aucb setzen: 

(cos - + * sm -) (cos j sin ----j , 
oder aucb nacb (1): 

n ( m , . . QC>\ / Stc , . . 27r\^' 

Z- = y Q f cos sin -H (cos — + ^ tt) 


n J 


4, Setzen wir zur Abkürzung 


ë = cos h 2 sm — , 

n n ^ 

7^ 27ik . . 27tJc 

8^ = cos b i Sin — , 

n n ’ 


SO ist £” = 1 und folglicb aucb = 1. Das Produkt der beiden 
konjugiert imaginâren Zablen 


cos 


2 TC h 


2Ttl 


•h sm — 


2 Ttk. 

cos — 
n 


% sm 


2Ttlc 


ist gleicb 1 und folglicb konnen wir 

2 TC h . . 2 TT 7j 

i sm 


setzen. Zurfeicb ist 8~ 


cos 

n n 

Die Werte 


( 2 ) 1 , £, 

sind aber aile untereinander verscbieden. Denn ware etwa 6* = 
so konnten sicb nacb der scbon benutzten Eigenscbaft der trigono- 


luetrisclien Funktionen 2%hln uiitl 2%hln Dur clurcli ein Vielfaches 
von 2a:, also Ic/n und liln nur um eine ganze Zalil uiitersclieiden 
was nicht moglicli ist, weun und /.: verschiedene Zalilen ans der 
Reihe 0, 1,2,.. n — 1 sind. 

5. Die GrrôBeil (2) lieiBoii die Einlieitswurzelu. Es 
o-ibt deren n voneiuander verschiedene. 

O 

Sie sind die Wurzeln der Funktion — 1. 

Man erhâlt die samtliclien Wurzeln einer gegebenen Zabi c, 
wenn man eine von ilinen mit deu Einlieitswurzeln innltipliziert. 
Es gibt also (auBer wenn c = 0 ist) n und iiiclit mehr verschiedene 
Wurzeln ans c, und folglich aucli uiclit mehr als n verschiedene 
Wurzeln ans 1. 

6. Auf einer Kreisperipherie, deren Halbmesser wir zur Langen- 
einhoit wiihlen, konnen die Winkel um deu Mittelpuukt durch die 
zugehôrigen Bogen gcmessen Averden. Dem ganzen Wiukelrainn von 
vier Rechten entspricht dann die ganze .KroiHperi])]ieriü mit der MaB- 
zahl 27C. Teilen wir die gaiize Peri|)herie in glei(‘,lie ïeile, so 
erhalten wir in den Teilpuiikten die Ecken eines dem Kreise eiuge- 
schriebenen regelmüBigen Poljgons und zwar eines n-Ecks. 

7. Nach der geometrischen Darstollung des Imaginllron (§ 51) 
sind die Eckpunkte dieses Polygons, wenn wir einen von ilmen in 

den Pimlct ,r. // U veidegen, die Bild- 
pnnkte d(n- Einlioitswurzolii, also der 
koinplexüii (JroBtm (2). Wir îtennen den 
Punkt, dor, von 0 ans gei*o(dinet, dem Winkel 
2%k/n entspri{*.ht, deu Eckpuukt des Po- 
0 so daB der Ausgaugspuukt der 

oder auch der nullt(‘. Eckpuukt ist, 

Wenn Arir die S(îito dos regelmaBigen 
r^~Ecks mit bezeicluiiMi, so ergibt sich 
ans der Eigur 11): 

l’ig, 19. y ^ 2 sin • 

Diese GroBen 5!^^ lassen sich soAvolil geometriscli als algebraisch be- 
stimmen. Nach der aualytischcn Géométrie lasseu sich aher die 
Schnittpunkte von Kreisen, deren Mittelj)unktc und liadicn gegeben 
sind, und ebenso die Schnittpunkte von Kreisen uud geraden Linien 
algebraisch dnrch die Wnrzeln ([uadratischer (jlleicliungen bestimmen, 
und umgekelirt kann man eine Quadratwurzcl aus gegebenen Zahlen, 
wenn man diese Zahlen durch Strccken darstellt, geonietrisch mit 
Zirkel und Lineal konstruieren, also auf die Schuittpunkto von Kreisen 
oder von Kreisen und Geraden zurückführeu. 
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so ist die geometrisclie Koustruktion des regelmaBigen 
? 2 -Ecks mit dem Zirkel und dem Lineal allein ausfülirbar, 
und es gilt aucli umgekelirt: Wenii die Konstruktion des 
regelmafiigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal moglicli ist^ so 
fülirt die algebraische Bestimmung der Einheitswurzeln 
auf eine Kette von quadratisclien Gleichungen. 

8, Setzen wir 

S t = 2 sin -- , 

SO ist die Sekiie des Kreises, die man erkalt, weun man einen 
Eckpunkt des Poljgons, den wir als Ausgangspunkt walilen und mit 
Null bezeicbnen^ nickt mit den nâchstfolgenden, sondern erst mit dem 

darauffolgenden verbindet. Es ist dann 
groËer als 1 und kleiner als — 1 und teilerfremd zu so ist 
die Seite eines der überscblagenen (sternformigen) Polygone (man seke 
die Figur 20 beim Fünfeck)^ wemi aber Je und n einen gemeinsebaft- 
lichen Teiler liaben^ so gibt j. die Seite eines Polygons von ge- 
ringerer Seitenzalü. 

9, Ist bekannt, so kann man daraus durch eine Quadrat- 
wurzel, also auch durch eine geometrische Konstruktion ableiten 
(Zweiteilung des Winkels). 

Dies ergibt sich am einfachsten aus den trigonometrischen FormeLn 
1 + cos a = 2 cos^-^a, 

1 — cos a = 2 sim-l-a, 
von den en die zweite für a = 7tln ergibt: 

2--)/4“SJ^ = 4(8m^y=S'/„, 
und aus der ersten folgt dann: 

2 + 1/4 = 4 (cos = 4 (sin (f - 

Wenn wir also der Quadratwurzel das entgegengesetzte Zeieben 
geben, so erhalten wir die Halbierung des Nebenwinkels von Ttjn. 

Wir kônnen daher immer durch geometrische Konstruktion aus 
dem îi-Eck das 2/i''Eck, aus diesem das 4w-Eck u. s. f. ableiten^ und 
wir wollen uns daher von jetzt an auf die Annahme beschranken, 
daB n ungerade sei. 

10, Hat man umgekehrt das 2^^-EckJ so erhalt man daraus das 
^z-Eck durch Überspringen von je einem Eckpunkt, z, B. das Dreieck 
aus dem Sechseck, das ô-Eck aus dem 10-Eck u. s. f. 

Weber u. Wellstein, Encyklopjidio. 1. 2. Aufl. 23 
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§ 106. 


Die Seitc für ein ungerados n lilBt sich abcr direkt durcli 
die Einlieitswurzehi e ausdrüeken. Es ist luinilicli 


= 2 sin = 2 cos (2 - ) - 

-2cos(f+*J = 


7 /. — 127 r 

2 0 . 0 s 


CO s 


4 ■ 'il 
n + 1 2 TT 
4 'il 


AnJererseits ist nacli 4. 

£* + £ 


.-~k 


COB 


27 tl' 


uiid wir ei-halten also, je iiaclulein n — 1 oder 11 [- 1 diu-cli 4 t.eilbar, 
also n von der Foviii 45W 1 oder 4w 1. ist: 

ïi -1 

6' = £ ■' + £ ■! , îi-4w; H- .1, 

(3) „ + : _« + . 

« = — £ ‘ — £ •* , n == Am ~ 1 . 

'^2 n * 

11. Wenn a, h îiatürliche Zalilen oliiio gemoinHoliaftliclien Teilor 
sind, so konueii wir (nach § 76) zwei gauzo positiv(^ Zahleii y so 
bestimmen; claB 

hx — «2/ == 1 

wird. Dana ist^ wenn ah ^ n gesetzt wird, 

27f 2 7tx 2 7ty 

'il a l> ’ 


und man erhalt also die Seito des î^-Ecks, wenn inan den Punkt 
2nxla xnit dein .Punkte 27r.y/b verbindcL So orgibt sicli beispiels- 
weise die Seite des regehnaBigen 15-EckB, wenn man die zweite Ecke 
des 5-Ecks mit der ereten des Dreiecks m'bindefc. 

Es gibt im ganzon vier vcrscliicdenc rogelniiifiigo Ib-Ecke, derea 
erste Teilpunkte bei 2 ji;/ 15, dTr/lf), Sjr/lfi, \À7c/it) liegen. Diese 
findet marij wenn man einen der DreiocIvHpuukte mit den vier Eck- 
pnnkten des Fünfecks verbindet. 

Hiernacli kônnen wir uns ini folgondon mit der JVitraclitung 
solcber Polygone begnügen, deren Seitenzalil eine ungerade Prirazalü 
oder eine Potenz einer ungoradeu Primzabl ist. 


§ 106. Algebraisclie Resliinnuing don Einlioitswiirzelii. 

1. Die Formel £ür die Summo dor geometriscben Progression 
(§ 66) oder die Division von -- 1 diindi x — 1 naeh § GS ergibi; 

{x — 1) (a;"- ^ x d- l) = — l . 

Setzen wir liierin für x irgend eine Einlieitswurzel, so wird die 
recbte Seite = 0, und es muB also aucli die linke verschwinden. Für 


§ lUG. 


18. UreisteiluDg. 




X = 1 verscliwindet der erste Faktor x — 1, wahrend der zweite den 
Wert n annimmt. Setzt man aber für x eine vou 1 verschiedene 
Wurzel, also eine der GrôBen (§ 105, (2)): 

f, BT J 

so mu B der andere Faktor verschwinden. Es sind daher die Potenzen 
von 8 die Wurzeln der Gleichung (w — Grades: 

(1) + • • • + a; + 1 = 0, 

imd diese Gleichung hat au ch keine anderen Wurzeln. Denn wenn 

(1) erfüllt ist, so ist auch a;" — 1 = 0, also x gleich einer Ein- 
heitswurzel. Der Wert a; = 1 genügt aber der Gleichung (1) nicht. 

Setzen wir x = s, so ergibt sieh aus (1): 

( 2 ) £ + 

also der Satz, daB die Summe der n—1 von 1 verschie- 
denen Einheitswurzeln = — 1 ist. 


2. Die Gleichung (1) ist eine Gleichung von besonderer Natur, 
die sich in manchen Fàllen voUstandig auflosen liiBt, wie wir jetzt 
in einigen Beispielen sehen werden. 

Für 71 = 3 lautet die Gleichung (2) 

-{- £ “h 1 — 0, 

Oder ’ 

£ + i-‘ = -l. 


Dies gibt uns also nach § 105, (3) unmittelbar die Sechseckseite = 1, 
d. h. gleich dem Radius. 

Es ist also 


2 1 .2% y 3 

cos — --y, 


und folglich 


£ = 


• 1 + î]/3 


• l~iy3 



2 ’ 2 
3. Für >^ == 5 ergibt 
y = £ + 8-^ 

nach § 105, (3) die Zehneckseite. Aus (2) aber folgt für diesen Fall 
£^ + £« + £2 + £ + 1 = 0 , 
oder da = £“^, £^ = £“^ ist: 


Es ist aber £^ + = (f + — 2 = — 2, und daher erhalt man 

für die Zehneckseite: 


(3) 2/2 = 1 - y, J/ : 1 = (1 - 2/) ; y, 
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§ 106 . 


und die zweite Form dieser Gleicliuug zeigt, dafi inaii y als deii 
groBeren dei’ beiden Telle erliiilt, die sieli ergebeu, wemi mau die 
Liingeueinlieit, d. li. den Radius, uacb dem goldeueii Seluiitt teilt 
(§ 34, G.). Die algebraiscbe Âuflosung von (3) crgibfc 


( 4 ) 


1 + _ 
2 


2 cos 


Die zweite Wurzel ist 


Ih 


1 — 1/5 
2 


2 cos -T- • 


DaB hier ]/5 positiv zu îiehmeu ist^ folgt darmis, chiB (1er Winkel 
2%/5 im ersteii Quadranten licgt, also ciiieii })ositiYen Kosinus bat. 
Um die Bedeutung der zweiteii Wurzel zu erhalten, beachte maii: 


2 cos 


4:TC 


sin(* 



— 2 sin 


8 7t 
10 


und es ist also — die Seite eines übersclilugeneii Zehnecks, das 
man erhalt, wenn man in dem einfacben Zelnieck inimer zwei Eck- 
punkte überspringt. Dieses Zehncck fülirt durcli ubermaligcs Über- 
springen von je einer Ecke auf das sfcernformige Fünfecdv. 

Ans (4) ergibt sicli 


2 sia = -j/d - i. VlO + 2 yh 

mid folglich 

£ = cos + i sin = -- ^]/5 — 1 -\- i KlO -p 2 j/f)^ • 




4, Um die GroBen y und — zu konstruiereji, Ixiaclite inau, 
daB 5 = P + 2- ist. Wenn nian also ein reclitwinldiges Dreieck 

ABC zeichnot, das die l)eidcii Ka- 
tlioteu 1. und \ bai;, so ist die Hypo- 
ténuse dieses Dreiecks == J ‘(/5. Wenii 
wir hiervou wieder die Strecke 4 
absclineiden, so bleibt und wenn 
wir 1- zufügen^ so ergibt sicb — y^^ 
In der Eigiir ist also die Strecke 
AM y und AN *— y^. 



6, Eine schone Konstruktion dos regcluillBigen EünfeckS; die 
gleichzeitig aile Eckpunkte gibt, liât v, Staudt angegeben. Diese 
Konstruktion ist in Pi g. 22 dargestellt: 

Man ziehe in einem Kreis zwei aufeinauder senkrecbto Durch- 
messer AB und CD und ziehe in deji Punkten A^ 6', J) die Tan- 
genten, d. h. die Senkrechten auf den beiden IJurclnnessern. 

Nuu mâche man die Strecke Ce doppelt so groB wie den Durch- 



messer, also, wenn der Radius = 1 ist, Ce = 4^ und ziehe die Ver- 
hindungBlinie cS. Diese sclineidet den Ki*eis in zwei Punkten iV nnd 
Dann zielie rnan die Verbindungslinien CN und die den 

Durclimesser in n und treffen. Wenn man in diesen Punkten 
Perpendikel auf AB erriclitet^ so sclineiden diese den Kreis in vier 
Punkten P^, P 2 , P 3 , die mit A zusammen die Ecken eines regel- 
maBigen Piinfecks bilden. 

Beweis: 

Das Dreieck SNQ ist âhnlicb cNC (Gleichbeit entsprechender 
Winkel). Daraiis folgt 

SQiCc^ yQ:yC 

und nacb dem Satz über die Kreispotenz ist 



woraiis 

SQ:Cc= QI)^-,NG‘ QC 

oder 

SQ: QD = Cc- QDiNC^ QC. 

Die (in der Figur niebt gezeicbnete) Sebne DN ist aber senkrecbt 
auf QCj und demnacb folgt aus dem recbtwinkligen Dreieck QDC: 

J)C- = NGQG 

und somit 

SQiQJD^ QD‘ Cc:DG'\ 

Es ist aber nach der Koustruktion Ce = 2PC = iSD und daher 
DG: Cc^SJDiDC, DG^^^Cc-SD, 



iind initliin 


SQ-.QB^-Qn-.SI). 

Es ist alBO die Streeke SD in Q nacli dem goldenen Schuitt geteilt, 
und folglich, wenn SD = 1 ist, 

und da QD = 2 0n ist (wegen der Âlinlichkeit der Dreiecke CÇD 
und CnO): 

On = - — -JJ- = cos - • 

Mithin ist der Winkel .dOP, gleich 2n/b und Al\ die Fünf- 
eckseite. Ganz ebenso schlieBt inan, indem nian von deu beiden iihn- 
îicben Dreieeken SÇ^N^ und cCN^ ausgeht, daJJ 

1+1/6 n 

Y =<=os -^- 

und folglicb. der Winkel P^OB — xjb ist. 

6. Für die Siebenteilung babcn wir zuniicbst die Gleiclumg 

£ + + £* + £"' + l) 

£ + £“' = 1/, £'* + £“' ~ ;(/[, £'* H" 6 '* !I‘J7 

und nach § 105, (5) ist - die Seiko des regel milBigou 14-Ecks. 

'if - ■ ny, 

imcl folglich ergibt sicli für y (lie kubisclie Gleicbung: 

// ~T .7 - ^ 

deren Wurzeln sind: 

y 

H 7t, 


y3 + y- — 2y —1=0, 


= 2 cos , 
5 ‘ 


O 

2 cos 




(‘lOS 


7 ’ 


C\ 67C ^ 

^2 == 2 COS — = — 2 cos - • 

Diese Grleiclmng b.at also drei reelle Wurzeln^ von deiieji die 
dem absolufcen Werte nacli groBte ixnd Ideinste negativ siud; wllbrend 
die mittlere positiv ist. Weil wir hier auf eiuo kiibiscbe Gleicbung 
<yestoBeii sind, ist das Siebeneck nicbt mit Zirkel und Lineal kon- 
struierbar. 

7. Eine etwas andere Behandlnng erfordert das Neuneck, weil 
9 keine Erimzabl ist, und weil daber jede dritte Einbeitswurzel zu- 
gleicli neunte Einbeitsivurzet ist. ' ' 


9 iuo. 


10. ureisieuung. 


ÔOV 


Wenn £ eine neunte Einlieitswiirzel ist, so ist eine dritte 
Einlieitswurzel, imd wenn also diese dritte Einheitswurzel niclit = 1, 
also £ niclit selbst eine dritte Einheitswurzel ist, so ist nacli 2. 

£^ + a^ + 1^0, 

iind diese Gleicliung bleibt riclitig, wenn £ durcli a^j a^, a\ a^ er- 
setzt wird. Wir haben also eine Gleichung 6*®‘ Grades mit 6 Wurzeln. 
Es ist aber 1 ~ + 1 iind wenn wir also 

1 / = a + £~\ 

?/3 ^ ^3 ^-3 _j_ Qy 

setzen, so ergibt sich für y die kubische Gleichung: 

y'^ - 3y + 1 = 0, 

deren drei Wurzeln 

,>4 ‘2 TC .. 4 TC 

^=2.cos--, yi==^cos— , 

7/2 = 2 cos — = — 2 cos Y 

sind; zwei sind positiv, eine ist negativ, und nacli § 105, (3) ist ij^ 
die Seite des regelmaBigen IS-Ecks. Das Neuneck kann dalier aucli 
nicbt geometriscli konstruiert werden, und noch scblimmer steht es 
mit dem 11-Eck, was uns für y^e-j-a"^ auf die Gleichung 5*®"^ Grades 
führt: 

y^ + y^ — 4/ — 3/ H- 3?/ + 1 = 0. 


8. Das 13-Eck gibt eine kubische und eine quadratische 
Gleichung. Zu diesem Résultat führt das folgende Prinzip, das 
aucli in hoheren Pallen noch anwendbar ist. Die Eiuheits- 

wurzeln 



lassen sich in der Weise in einen Cjklus ordnen, daU jede ans der 
Yorangehenden auf die gleiche Weise, nâmlich dur ch Quadrieren 
entsteht: ^ 


^ c3 rG r~ 


r -6 


imd die letzte, gibt durch Quadrieren wieder die erste a. 

Wenn man nun in diesem Cjklus jedesnial ein Glied überspringt, so 
zerfâllt er in zwei Cyklen, bel denen jedes Glied ans dem Yorher- 
gehenden durch Erhebung zur 4*®^ Potenz entsteht. Wir bildeu die 
Sumraen dieser Glieder: 

a + 6^ + f f ^ f , 

a^ ■4- 5”^' 4* 'P ^ .'+ £~^ = 7/q ; 



wir schreiben kürzer 


± 1, ± 3, ± 4, /3^±2, ±5, ±6 

imd macben nocb die Tvichtige Benierlmng^ dali, wenii a eine der 
Zablen a iet, die Zalüen aa, abgesehen von Vielfaclien von 13, mit 
den a und die Zablen a/3 mit den /3 in ihrer Gresaintheit überein- 
stimiuen, daB dagegeu, wenn h eine der Zablen /3 ist, die ha mit 
den /3, die &/3 mit den a übereinstimmen. 

Dieser Satz ergibt sicb nacb § 81 daraiis, daJi die a die qnadra- 
tiscben Reste, die fi die quadratiscben Nicbtreste von 13 aind, und 
lâBt sicli hier leicbt durch Ausprobiercn bestiltigen. 

Wir nennen 'die beiden Summen i/, 7/, die ersten Perioden 
Diese kônnen diirch eine Quadratwiirzel dargestellt wcrdcn, wenn wir 
ibre Somme 't] + 7 ^^ und ibr Prodiikt 7]')]^ kennen. Ms ist aber y q- 
gleicb der Suniine aller also ===:— 1. Das Produkt stellt sicb 
in der Form dar: 

yyi-= 

Der Exponent a + /3 ist, wie inan sielit, nieinals — O, iind nie durcb 
13 teilbar, und folglicb konunt in der Siimme yy^^j die im ganzen 
36 Glieder entbalt, der Siiminand 1 nicbt vor. 

Es ist aber entweder durcb direkte Recbiiung, oder diircli die 
folgende einfacbe Betrachtiing leicbt zu seben, daB joder Summand 
gleicb oft, also dreimal vorkomnit. Denn ist 

/c ™ û: + /3 ™ a' "|- jï a" q- ft" (niod 13) , 
so ist für eine beliebige durcb 13 nicbt teilbarc Zabi n 
nie ^na na q- n(i' neC + 7^/3'', 

und diese drei Summen sind, da na und niemals boide uuter den 
a oder beide unter den /3 vorkonimen Ivdniien, unter den. a q- (i ent- 
balten. Es kommt also jedes nh in indestons droiinal vor und da es 
im ganzen nur 36 Glieder sind, so nniB jedor vSummaiid gerade 
dreimal darunter vorkommen. Es ist also == 3 ===•■ --- 3, imd 

wir baben y und y^ ans f 

V -h Vi = “ 1, 

VVi = — B 

zu bestimmeu. Wenn man die erste dieseï' Gleicduingen zum Quadrat 
erbebt und das Vierfache der zweiten davon subfcrabiert, so Mgt: 

iv + niY - 4 î ? 7 ?i = (v- Vif = 1-3 

jj^yrz _-i _yî3 

• • 2 ^ 2 


und folglicb: 



§ 106. 18. Kreisteilung. 361 

DaB das Vorzeichen von ]/l3 hierin positiv gew'âliit werden mufi, 
ergibt sich aus der Darstellung 

7 ^ = 2 cos -- + 2 COS — + 2 cos j-, 

^ 23t,^ ÔTC r\ 5 Tt 

= 2 cos -j-- + 2 eos ^ 3 - 2 cos-, 

7 ?, = 2 cos - 3 - - 2 cos - - 2 cos ; 

da die Kosinus der Winkel im ersten Quadranten positiv sind, ond 
der kleinere Winkel einen groBeren Kosinus bat, so siebt man hieraus 
iinmittelbar, daB negativ imd folglicb 7 / = — 0 / 7^1 positiv ist. 

9 , Nacbdem man y nnd y^ gefnnden bat, erbalt man fur ÿ eine 
kubiscbe Gleicbung. Man setze nâmlicb 

2 /=£ + £-l, </i = £‘ + £-* + 

woraus sich durcli einfàche Recbnuiag ergibt: 

2/ + 2/1 + 2/2 = 

2/2/1 + 2/2/2 + 2/12/2 = = — 1 , 

„ , 3— ]/l3 

2/2/12/2 = 2 + •^1 =- f —, 

uud demnach sind die Wurzeln der kubischeii Gleicbung 

y~vy-~'y + — 

Diese Gleicbung bat z-wei positive imd eine négative Wurzel, namlicb 
2 cos — , - 2 cos j 3 , 2 cos , 

von denen die kleinste positive 2 cos = 2 sin j- die Seite des 
26-Ecks gibt. 

10. Man kann aucb zuerst eine rationale Gleicbung dritten Grades 
bilden, wenn man 

0 = £ + £“ ^ + ^ = 2 COS ^ — 2 cos ^ , 

lo lo 

= «^ + £® + £-® -f £-® = 2 cos II + 2 cos ||, 

^2 = £* -f- £® + £~* + £“® = — 2 cos II — 2 cos || 
setzt. Man findet durcb Recbnung 



— — 1 Z\ J Z-j^Z^ — 1 1 1 “ Z J 

Z + ^'i + 1 ; 

zz^ -{- Z Zo ~h Z^Z2 ~ 

ZZ^Z^ — Z^ ~f" '^l'*^2 ” 
imd folglicli (lie kiibisclie Gleicliuiig: 

™ -4^ + 1 - 0. 

Kennt man die drei Wurzeln z^ z^^ z» dicser Gleicdiung, so er- 
geben si ch 

y - £‘’ + £” •’ 

als Wiirzeln der quaclratisclien Gleiohiiag 

if - zy + ^2 = 0. 


§ 107. Das rogcliuaBigc Siebeiizcluieck. 

1. GauB bat das Gebiet der Ekinoiitargeouielrie dureli die 
scbone Entdeckuug bereichert, dalJ das regolinabige Siebenzehneck 
mit Zirkel iind Liueal konstruiert werden kanu.^) 

Wenn man die Einbeitswnrzeln in der Weise iii eine 

lleilie zii ordnen versiicbt, daC jedes folgeiido Glied das Qiiadrat des 
vorausgebenden ist, so findet man, dafi man auf dicso Weise nicht 
aile dièse Wurzeln erbiilt, sondern nui* aclit voii ibiion: 

£~“, 

und hieranf würde wieder = f folgen. 

Um aile ê zu erhalten, müsseii wir nocdi eine zweite iilinliolio 
Reihe ansetzen, die etwa nait anfangt. Wir setzen lum 

B + £■"" -h 

B^ H- £« + e*"-’ + H- -h 

Es ist daiui rj — 1 ^ imd für das Produkt erlilUt man 

yrji = 

worin a die erste, /3 die zweite Reihe der Exponenten dnrchlauft. 

1) Disq. arithmeticac, Sectio sepfcima Wie von Archimedea bcrichtet wird, 
er habe bestimmt, daB sein Grabmal die Kugcl mit dem Zylinder zeigon solle, 
BO bat Gaufi geauB.ert, er wünscbe axif seinem Grabmal die Figur des Siebzehu- 
ecks verewigt. Diese kleine Erzahlung zeigt, welcbcn Wert GauB selbst auf 
diese Entdeckung legte. Auf dem Grabsfcein isfc diosem Wunscb niebt ent- 
aproeben, wohl aber etebt bei dem Denkmal, das GauB in Braunschweig er- 
riebtet isfc, die Statue (freilicb dem Besebauer kàum sicbtbar) anf einem Sieb- 
zebneck. • ‘ ; ; ' . ' ’ 



§ 107. 


18. Kreisteilung. 
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Wieder sind die a die quadratischen Reste, die p die quadratischen 
Nichtreste von 17. Die Sunime enthâlt 64 Glieder, und man schlieBt^ 
genau wie bei déni Dreizebneck, daB jedes gleich oft, namlicb 
viermal darunter vorkonimt. Mitliin ist 


— 7; + 7?i=-— 1, 

woraus man rj — % = l/Î7 nnd folglich. 

— 1 + 1/Î7 — 1— Vi? 

V- 2 ” ^ ^1 = 2 


findei DaB das Vorzeichen von yi7 in diesen Formeln positiv zu 
nehmen ist, siebt man, wenn man in die Form setzt: 


Vi ^ 


was offenbar negativ ist. Folglicb ist t] positiv. 

2. Uni rj und zu konstruieren, benutzt man, wie in § 106, 4., die 
Eigenschaft der Zabi 17, die Summe zweier Quadrate, 4“ + 1^ zu 
sein. Mail zeichnet ein recbtwinkliges Dreieck mit den Katbeten 2 
und dessen Hypoténuse dann 4]/l7 
ist. Schneidet man auf diesem die 
Strecke 4 o>der fügt sie binzu, 
so erlialt man und — 7^^ (J. G = 7/, ^ 

AC' = ~ 7]^ (Fig. 23)). Die Summen 
7/, 7^^ beiBen die ersten Perioden. 

Ans ibnen kann man vier zweite Perioden biiden, weiin man jedesmal 
ein Glied überspringt, also 

^ = E + = 2 COS + 2 cos 1^, 

+ 6^ + £”- + = 2 cos ^ — 2 cos , 

= 2 cos “ 2 cos -J-, 

;^g = = ■— 2 cos ^ — 2 cos ^ • 

Man erbâlt bieraus durcb direktes Addieren und Multiplizieren: 


Il 

+ 

22^=- 1, 

+ 

11 

2 n 2^ = 1 , 

v+Vv^+i 

. _n— ï 

2 ? 

*^1 2 

O y 

’î.-i/v'+ï 

""3 c) 



O, 


Fig. 23. 


woraus 
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S 107. 


Dafi die Vorzeichen hier positiv zu nehmen sincl, zeigt die Dar- 
stellung diirch die Kosinus, wonach und negativ, ^ und 
positiv sind. 

Uin ^ und zu konstruieren, niinmt man eiu rechtwinkliges 
Dreieck mit den Katheten 1 und l-i], dessen Hypoténuse dann 
ist; wenn man zu dieser HypotenuBe zufügt oder von ihr weg- 
nimmt, so erhillt man jn und ~ und auf gleiche Weise kann man 
und 0^ ans konstruieren. 

Endlich sei 

2 7t 

y = a +£-’ -■= 2 cos , 

= £■* + £-' = 2 (JOS , 

also 

y + y/i = yih =■■= -^2; 

woraus 

^ 2 + Yz^ — 4^2 ___ Z Yz^ 

y ' 2 ^ 2 ^ 

was wieder leiclit konstruiert werden kann. Die Seite des einfachen 
regelmaBigen 34-Ecks ist y^, 

Eine elegau^e Konstruktion des Siebzehneeks^ ganz entspreclienci 
der des Fünfecks, hat v. Staudt gegcben (Crellcs Journal, Bd. 24). 


Neunzehnter Abschnitt. 


Unmôgliclikeitsbeweise. 

§ 108 . Konstruktîou mît Zirkel uud LiiieaL 

1 , Es gibt eine Reilie Yon alterslier berûlimter geometrischer 
Problème, von deiieii bekaimt war oder angenommen wurde, daB sie 
iiicbt mit Zirkel und Lineal gelost werden konnen. Hierliiii gehort 
Yor allem die Dreiteilung des Winkels, die Verdoppelung eines Würfels, 
die Konstruktion des regelmâBigen Siebenecks, die Quadratur des 
Kreises. 

Die o-eometriscke Konstruierbarkeit ist mit der algebraiBcken 
Tatsaclie gleiclibedeutend, daB die gesucbte GrüBe aus den gegebeneu 
durcli eine Reibe Yon Quadratwurzeln ableitbar sei (§ 105, 7.). 

Einfacber laBt sicb dies ausdrücken, wenn Y^ir uns auf den in 
§ 69, 7. eingefübrten Begriff des Rationalitâtsbereicbes und 
seine Erweiterung durcb Adjunktion stützen. Es war unter einem 
Rationalitatsbereicb ein Zablengebiet Yerstanden, in dem die rationalen 
Recbenoperationen, Addition, Subtraktion, Multiplikation und Dmsion 
(mit Ausnabme der DiYision durcb Null) unbescbrankt ausfûbrbar 
sind, obne auf Zablen zu fübren, die nicbt in dem Gebiete entbalten 
sind. Unter Adjunktion baben wir die Hinzufügimg einer neuen 
Zabi Yerstanden, wodurcb ein erweiteider Rationalitatsbereicb ent- 
stebt, der den ursprûnglicben als Teil entbâlt. So entstebt z. B. 
durcb Adjunktion Yon = ]/— 1 zu dem Bereicb der rationalen Zablen 
der Bereicb der kompleseii Zablen x + iy^ worin x und y rationale 
Zablen sind. 

Hiernacb konnen wir die cbarakteristiscbe Eigenschaft der mit 
Zirkel und Lineal konstruierbaren GrôBen, die wir YOn jetzt ab aucb 
kurz als konstruierbare GrôBen bezeichnen wollen, so ansdrücken: 

Jede konstruierbare GrôBe x muB in einem Ratio- 
nalitatsbereicb entbalten sein, der aus dem der ge- 
gebenen GrôBen durcb sukzessiYe Adjunktion einer 
Reibe Yon Quadratwurzeln abgeleitet ist. 



Die Reilienfolge, iu cler diese Quadratwurzelii adjnngierfc werden, 
Icaun moglicherweise auf yerschiedene Arteu yorgenommeu wevden. 
Dies ist z. B. der Fall, wemi es sicli um eine Siimme l/cc + 
liandelt, wo es gieichgültig ist, welclie der beideu Wurzelu zuerst 

ausgezogeu wird; dagegeii ist in einem Aiisdrnck wie Va ~+7yr 
zuerst zu suclieii mul daim kaiin erst Va + lSl/y gefunden 
werden. 

Wir denken uns eine clieser Reilienfolgen festgesetzt imd be- 
■'zeiclmeii die letzte Quadratwurzel, die zu adjungiereii isfc^ mit 
yô, Der Ratioiialitatsbereich, iu dem ]/^ noch nicht eiitlialten ist, 
heiUe der vorletzte Rationalitatsbereich. 

Es ist dann ]/Ô niclit in dem vorletzten Rationalitlits- 
bereich enthalten, dagegen sind aile geradeii Potenzen von yo 
darin entlialten, und folgiicb kann jede konstruierbare GrdBe a; iu der 
Porm dargestellt werden: 

/y> _ 

c+dyd' 

worin a, b, c, d GrôBen des yorletzten Rationalitatsbereicbes sind. 
Erweitert man diesen Brucb mit c — d ]/Ô, so ergibt sicli 

(a + b Yë)_ d yô) 

fjî "^ 2 ^ ; 

und wenn man 

a c — h dO hc — a d 

setzt, so folgt: 

x = y + z yO, 

worin 0 im vorletzten Rationalitatsbereicli enthalten sind. Der 
Nenner kann nicht verscliwinden, da 0 nicht das Quadrat 

einer GroBe des vorletzten Rationalitatsbereicbes sein soll. 

2. Hiernacli ist x die Wurzel einer qnadratischen Gleicliung 

x^— 2yx + = 0 , 

die wir auch durch . 

f(x)=0 

bezeichnen, deren Koeffizienten ira vorletzten Rationalitâtsbereiche 
enthalten sind. Ist also die vorletzte der zu adjimgierenden 
Quadratwurzeln, so konneu wir die Gleichung f(x) == 0 auch so dar- 
stellen: _ 

f{x) = gj (æ) 4- yOy il (æ) = 0. 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 9 — so erhalten wir 
eine Gleichung vierten Grades 

fl(x) = go (xy (xy = 0, 
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iu der aucli die vorletzte Quadratwurzel niclit niehr vorkommt, 
und die in die Form 

ft (^) = 9>i i ^) + = 0 

gesetzt werdeii kann, in der ]/^2 die vor-vorletzte Quadratwurzel 
ist. Hieraus Icanii wieder die Gleichung Grades 

= (pi = 0 

abgeleitet werden^ nnd so kônnen wir fortfahren^ bis aile adjungierten 
Quadratwurzeln herausgescbafffc sind. So kominen wir zu dem Satze: 

Jede konstrnierbare GroBe x ist die Wurzel einer 
algebraiscben Gleicbung, deren Koeffizienten rational 
in den gegebenen GroBen sind, 

Natürlicli ist dieser Satz nicht umkelirbar; denn nicbt jede alge- 
braiscbe Gleichung laBt sich dnrch eine Kette von Quadratwurzeln 
lôsen. 

§ 109. Eine knbîsche Gleichung ist nicht dnrch Quadratwurzeln 

losbar. 

Wir kônneu, wie schon früher (§ 91, 3.) gezeigt, eine knbische 
Gleichung ohne Anwendimg von Wurzeln auf die vereinfachte Form 
bringen: 

( 1 ) 

und es seien jetzt a und h gegebene rationale Zahlen. Bezeichnen 
wir mit ^^3 die drei Wurzeln dieser Gleichung^ so ist (§ 70, 1.) 

(2) + a.’2 + x^ = 0. 

Es moge nun eine dieser Wurzeln, etwa x^, dnrch eine Kette 
von Quadratwurzeln bestimmbar sein. Dann ist, wenn wir mit YO 
die letzte Quadratwurzel bezeichnen, nach dem vorigen Paragraphen 

(3) x^==y+ syë, 

worin z, 0 dem vorletzten Rationalitatsbereiche angehoren. Da- 
gegen kdnnen wir annehmen, daB die ]/0 nicht dem . vorletzten 
Rationalitatsbereiche angehore und daB z von Null verschieden sei. 

Setzen wir den Ausdruck (3) in (1) ein, so ergibt sich eine 
Gleichung von der Form 

A + j5)/0==O, 

worin 

J. = ^8 -p + a?/ — 

]3 = -j- aZy 
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rational durcli die früliereii Quadratwurzeln dargestellt sind. Da aber 
yô dnrcli diese nicht darstellbar sein soll, so muB ^ = 0 und 7>’ = 0 
sein, und es folgt also daraus, daB aucli 

= 2 / - « 

eiae Wurzel von (1) ist, die^ da 0 nicht Null ist, von der Wurzel 
verschieden ist. Ans (2) ergibt sich aber dami 

^3 == "b ^2) * 

Es hangt also nur von den frühereu Quadratwurzeln ab. 

Ist nun nicht eine rationale Zahl^ so iniiB noch eiiie der ]/0 

vorangehende ^0^ vorhanden sein, und es ist 

Ebeuso wie vorhin schlieBt man jetzt, daB eine der beiden andeni 
Wurzeln, etwa gleich — 2^/^, also von (und von ]/^j) unabhangig 
sein muB, was wegen (3) unserer Annahme widerspricht, daB ]/d 
nicht dnrch die friiheren Quadratwurzeln ausdrückbar sei. Wir liaben 
also damit den Satz: 

Eine kiibische Gleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten, die keine rationale Wurzel hat, ist niemals 
diirch eine Kette von Quadratwurzeln losbar. 

2. Dieser Satz ist unmittelbar anwendbar auf die Würfelverdop- 
polung, die von der Gleichung x'^ = 2 abhüngt, ebeuso auf die 
Problème des regelmaBigen Siebenecks und Neunecks. Denn die Glei- 
chungen, von denen diese Problème abhangen, sind nach § lOG, 6. 7. 

+ 2/= — 2ÿ— 1 =0, 2/’’ — 3?/ + 1==0, 

und nach dem Satze § 68, 1. konnten diese Gleichungeu nur die ratio- 
nalen Wurzeln + 1 oder — 1 haben, und diese beiden Werte ge- 
nügen nicht. 

3. Die Trisektion des Winkels hiingt von der Gleichung ab: 

(4) ^^‘'-3.^• = 2cos^. (§ 91, 1.) 

Ist cos d' gegeben, so kann der Winkel konstruiert werden. 
Setzen wir 2 cos '9’ = a, so lautet diese Gleichung 

( 5 ) x^ — Sx = aj 

und die Aufgabe kann so gefaBt werden, daB ans zwei beliebig ge- 
gebenen Strecken, von denen die eine die Langeneinheit, die andere a 
ist, die Strecke x konstruiert werden soll. Fiir uiiendlich viele besondere 
Werte von a ist diese Aufgabe losbar, z. B. fur a == 0 (Dreiteilung 



des rechten Winkels) oder für a = ]/2 (Dreiteilung des Winkels von 
45°) oder a = 2cos^-* Man braaclit, um andere konstruierbare 

Fâlle zu finden^ nur irgend eine ans der Einbeit durcb Konstruktion 
ableitbare Strecke a zu nebmeu und a = — 3 a zu setzen. Dann 

ist X = a eine Wurzel unserer Gleicbung. 

Lassen wir aber a unbestimmt, so kann die Gleicbung (5), wie 
oben bewiesen ist, nur dann durcb Quadratwurzeln losbar sein, wenn 
sie eine Wurzel bat, die rational durcb a ausdrückbar ist. 

DaB dies im allgemeinen unmogbcb ist, scbbeBt man daraus, 
daB man unendlicb viele rationale Werte von a angeben kann, für 
die diese Gleicbung keine rationale Wurzel bat. Ein solcber Wert 
ist Z. B. a = — 1, für den d" == 7t/d und x = 2 cos tc/Q ist. Diese An- 
nabme fübi*t auf das regulare Neuneck, das, wie wir geseben baben, 
uicbt konstruierbar ist. 

Uni andere Falle dieser Art zu finden, setze man 
cosd' = r)i/nj nx=^y, 

woriü n ganze Zfiblen obne gemeinsamen Teiler sind. Dann wird 
die Gleicbung (4): 

( 6 ) — on^y == 2mn^j 

und wenn (4) eine rationale Lôsung bat, so muB (6) eine ganzzablige 
Lôsung baben. Dies ist aber z. B. unmoglicb, wenn n durcb eine 
ungerade Primzabl aber nicbt durcb deren Quadrat teilbar ist, weil 
dann y durcb p und folglicb die linke Seite von (6) durcb die 
recbte nur durcb p^ teilbar ware. 


§ 110. Reduktion eîner Funktion dui’ch ein Radikal. 

!• Um weitere Anwendungen auf die Algebra zu macben, be- 
weisen wir zunacbst den folgenden Satz: 

Ist n eine Primzabl und a eine Zabi des Rationali- 

tatsbereicbes, die nicbt die Potenz einer anderen 

Zabi des Rationaltatsbereicbes ist, so ist 

(p{x) == ic” — a 

irreduzibel. 

Für n = 2 ist dieser Satz einleucbtend, denn für « == 2 wird 
ç) (^’) == [x — ]/â) {x + ]/a), und diese Faktoren sind nur dann rational, 
wenn ]/â rational ist. 

Verstebt man für ein ungerades n unter ya= reine bestimmte 
der verscbiedenen Wurzeln, z. B. wenn a reell ist, die reelle, 

Weber u. Wella tein, Encyklop&die. .1, 2. Anfl. 24 



so sind die sâmt- 


2 7f . • 2 TC 

unter s die Einheitswurzel cos + i sin -- , 
lichen Wiirzeln ans a: 

(1) r, 

Wenn nnn (p{x) zerfallt, etwa in das Produkt 9i(^’)9^2(^)? ^orin der 
Grad fi von (Pi{x) = X'^ + + • • * + kleiner als n ist, so werden 

die Wurzeln von Çi(x) unter denen von (p{x) zu suchen sein, und 
da dem Produkte der Wurzeln von cp^{x) gleich ist 

(§ so ist 

]) == a = f”, 

worin le eine ganze Zalil ist, und 1) dem liationalitatsbereich ange- 
hort. Erhebt man die erste dieser Gleichungen in die n'® Potenz, so 
folgt nach der zweiten: 

(2) =- n/'. 

Da nun aber fi Ideiner als die Primzahl n und folglich /i, 71 relatiy 
prim sind, so kann man die gauzen Zahlen j), q so bestimmeii, da6 
pn + qii = l wird (§ 76). Es ist daim wegen (2): 

folglich a die n*® Potenz einer Zabi des Rationalitiitsbereiclies, wie 
bewiesen werden sollte. 


2. Wenn %(x) und ganze Fnnktionen von x mit Koeffi- 

zienten des Rationalitatsboreichs bedciiten, und r == j/a, so ist lir) nur 
dann gleich 0, wenn %{x) dur ch <^p{x) == a;” — a teilbar ist. Ist ^ix) 
relativ prim zu (p{x), so kônnen wir nach § 67, 5, die beiden Funk- 
tionen F{x) und F^{x) so bestimmen, daB 

-F(®) Z(«) + Fl («) ^ (•<•')) 


und folglich, wenn wir == r, also <p(r) == 0 setzen und %(r) von 
Null verschieden annehmen. 




In dieser Form ist also jede Zabi enthalten, die durch die vier 
Spezies aus r und ans Zahlen des Rationalitatsbereiches abgeleitet werden 
kann. Da man überdies die hôheren Potenzen von r vermdge r” = a 
durch die niedrigeren ausdrückeii kann, so folgt, daB jede Zabi o des 
durch Adjunktion von r erweiterten Rationalitiltsbereichs in der Form 


(D == + 0^2^^ H [- 

dargestellt werden kann, worin dem ursprünglicben 

Rationaht’âtsbereich angehdren. Diese Darstellung ist nur auf eine 



Weise môglich^ weil sicli ans zwei solchen Darstellungeii durch Sub- 
traktion eine Gleichung (« — oder niedrigeren Grades für r er- 
geben würde. 

3. Wir wollen die Wurzeln yon cp(x)^ also die GrôBen (1) mit 

bezeichnen. Es ergibt sicb dann aus den Newtonsclien Pormela 
für die Potenzsnmmen (§ 71, (6)), da hier die Koeffîzienten 

ai, ao, . . 

gleich Null sind, 

(3) P' + ^1^' + n’ + • • • -j- r,’ _i — 0, (i» = 1, 2, ♦ • w — 1). 

Wenn wir r in œ durch 7\j • • •; ^l'setzen, so erhalten 

wir n Zahleu 

( 4 ) CO, «i, (O2, . . 

die wir konjugierte Zahlen nenuen. Die Summe dieser Zahlen ist 
nach (3) 

S((d) = û3 + Û3i + ODg + • • * + 

und ist also eine ration ale GroBe. Sie heifit die S pur der Zahl ca. 
Da aber co^' für jedes ganzzahlige v selbst wieder eine Zahl von der 
Porm £□ ist, so folgt, daB auch 

S(^CD^) == 

eine rationale GroBe ist. 

Daraus schlieBen wir aber, daB aile Koeffizienten A. des Produktes 
F{x) = (x — û}) (x — coi) • • • (x — co„_J 

= x„ + A,x”-^ + H + A,„ 

die sich ja nach den Newtonschen Formeln rational durch die 5 '(û 3’') 
ausdrücken lassen, Zahlen des Rationalitatsbereiches sind. Insbesondere 
ist das Produkt 

2 V(co) = CO cDi «2 •• • (0„_1 = (- 1 )M„, 

das die Norm von co genannt wird, im Rationalitâtsbereich 
enthalten. 

4. Ist in einem besondern Pall 

03 = CDi = «2 = . . . = «,^^ 1 , 

so ist S((d) = a^G^ == n^Q, also ra selbst im Rationalitatsbereich 
enthalten und umgekehrt, weil dann co = ccq ist. 

Es ist also die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daB œ selbst im Rationalitatsbereich ent- 
halten ist, die, daB die konjugierten Werte von 0 aile 
einander gleich sind. 
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Diese Sâtze sind übrigens spezielle Falle des allgemeineii Satzes 
von den syinmetrischen Funktiouen. 

5. Endlich sei hier an den Satz erinnert, der nach § 69, 7. 
ans der vorausgesetzten Irreduzibilitat von == ii;” — - a folgt, daB, 
wenn irgend eine Grleichung F(;y) == 0, mit Koeffizienten des 
Rationalitâtsbereiches, richtig ist, auch 

= 0 , . . = 0 

sein muB. 

6. Wir nehmen nun an, es sei irgend eine ganze Funktiou f(x) 
irreduzibel im Ration alitâtsberei ch, sie werde aber rednzibel durch 
Adjunktion einer Wurzel r von (p{x). Die Grade m und n von f(x) 
und (p{x) seien beide Primzahlen. Den Koeffizienten der liochsten 
Potenz von x in f (x) nehmen wir gleich 1 an. 

Wir deuten die Zerlegung von f(x) in zwei Faktoren des erwei- 
terten Rationalitâtsbereiches so an: 

worin f^(Xjr) J ganze Fnnktionen der Grade sind, deren 

Koeffizienten rational von r abhangen, also Zahlen der Form co 

(Nr. 2) sind. Aiich in f[ nnd /g seien die Koeffizienten der hôchsten 

Potenz von x gleich 1. 

Nach dem Satze 5, ist dann anch 

' nnd wenn inan aile diese Gleichungen mnltipliziert nnd 

Fl = fl (x, r) /; {x, »-i) • • • /; (æ, _ i) = Nf^ (x, r ) , 

Fi (*) = fi {æ, r) fi {x, rf) ■■■ fi {x, _ 0 = Nf^ {x, r) 

setzt, 

(5) fixr^FAx)Fi{xy, 

darin sind F^(x)f F^(x) ganze Fnnktionen der Grade deren 

Koeffizienten als symmetrische Fnnktionen der Wnrzeln von cpix) im 
Rationalitatsbereich enthalten sind. 

Da mm f{x) irreduzibel angenommen war, so muB nach (3) 
sowohl F^{x) als 2^2 (^) Potenz von f{x) sein. Sei also 

Fl {x) = f{xy‘i, Fi {x) = f {xjy 
nnd folglich, durch Vergleichung der Grade: 

= nm^, mp^ = nm^ = m. 

Da nnn nnd kleiner als m und folglich nicht durch m teilbar 
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sind, so muB n dui*ch m teilbar, und da beides Primzalilen sind, n = 7)i 
sein. Hieraus folgt der Satz: 

Eine irreduzible Fnnktion f{x) vom Prinizablgrad m 
kann nnr dann dnrcli Adjunktion eines Radikais, dessen 
Wnrzelexponent ebenfalls eine Primzahl ist, rednzibel 
werden, wenn der Wnrzelexponent gleicli m ist. 

§ 111. Der irreduzible Pall der kubischen Gleichung. 

1. DaB bei einer kubiscben Gleichung mit di*ei reellen Wurzeln 
die Cardanische Formel diese Wurzeln nur als Summe zweier imagi- 
nârer Radikale gibt, ist eine frühzeitig gemachte Bemerkung, und 
man hat darum diesen Fall den irreduziblen (casus irreducibilis) 
genannt, worin das Wort irreduzibel in einem anderen als dem heute 
gebrauchlichen Sinne zu yerstehen ist. Ans den Sâtzen des vorigen 
Paragraphen kônnen wir jetzt den folgenden Satz ableiten: 

Eine irreduzible Gleichung dritten Grades mit drei 
reellen Wurzeln und rationalen Koeffizienten kann nicht 
diirch reelle Radikale gelôst werden. 

Wenn eine irreduzible Gleichung, deren Koeffizienten wir rational 
annehmen, eine Wurzel hat, die durch eine Kette von reellen Radi- 
kalen darstellbar ist, so kônnen wir die aufeinander folgenden Wurzel- 
exponenten als Primzahlen annehmen. Denn eine Wurzel mit zu- 
sammengesetztem Exponenten r = >^0 kann, wenn on = pq ist, ersetzt 

werden durch r = V\/ô, also durch mehrmals nacheinander ausge- 
führtes Radizieren mit Primzahlexponenten. Wir fügen dann der 
Reihe nach aile diese Radikale bis auf das letzte dem Rationalitats- 
bereich zu, wodurch die Gleichung noch nicht zerfallt. Erst durch 
Hinzufügung des letzten Radikals r, das nach § 110, 6. yom dritten 
Grade sein muB, tritt ein Zerfallen ein. Es erhalt also eine Wurzel 
den Ausdruck 

X-^ = Ci 1)0* O*"', 

worin a, 6, c rational durch die früheren Radikale ausdrückbar 
sind, wâhrend o* = ŸO nicht in dieser Weise darstellbar ist. Es folgt 
hieraus, daB 0 nicht die dritte Potenz einer im Rationalitatsbereich 
enthaltenen GrôBe a sein kann^ denn von den drei Werten sa, 
êa, die dann r haben kônnte, ware nur a reeU; also müBte das reelle 
r gleich a sein, gegen die Voraussetzung. Daraus ergibt sich aber, 
daB auch 

rcg == fi + 

^'3 = fi + + 5^“f^ 
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Wurzeln der gegebenen kubiscberL Gleicbung sein müssen; denn ans 
dem Satze § 110, 5. folgt, dafi mit f{x^ zugleicb f{x^) und f\x.^ 
verschwinden. Nun ist bier 

— 1 — lŸo ^2 — 

^ ■ 2 ^ ^ ‘i ^ 

nnd da a, &, c reell sind, so konnen x.;^ nnd x^ nur dann reell sein, werm 

rb = r^e 

ist. Wâren b und c gleicb 0, so ware x^ = a, alao f(x) durcb x — a teib 
bar, also gegen die Voraussetzung schon y or Adjunktion von r 
reduzibel. Daber müBte r == h je, d. b. r rational durcb die friiberen 
Radikale ausdrûckbar sein, was gleicbfalls der Voraussetzung wider- 
spriebt. 


§ 112. Darstellnng der Einbeitswurzelu dnrcli Radikale. 

1 . In § 110, 1. ist gezeigt, da6 die Funktion <50 (x-) = a — a voin 
Primzablgrade n in einem Rationalitiitsbereicbe irrcduzibel ist, in dem 
a entbalten, aber niebt die Potenz einer Zabi b des Rationalitâts- 
bereiebes ist. Eine Grleicbung von der Form .x'” — a == 0 beiBt eine 
reine Gleiebung, ibre Wurzel Y a beiBt ein Radikal vom Grade n 
in dem Rationalitatsbereicbe. 

Eine Zabi beiBt durcb Radikale darstellbar oder 
metaeykiiseb, wenn sie in einem Rationalitatsbereicbe 
entbalten ist, der ans dem Bereicbe der rationalen Zableii 
durcb sukzessive Adjunktion von Radikalen des jeweils 
vorangegangenen Rationalitiltsbereicbes abgeleitet ist. 
Eine Gleiebung, die durcb Radikale losbar ist, heifit eine meta- 
cykliscbe Gleiebung. 

2. Zu den metacykliscben Zablen geboren aile Einbeits- 
wurzeln, und zwar beweisen wir den Satz: 

Mag m eine Primzabl oder zusammengesetzt sein, 
so sind aile Einbeitswurzeln durcb Radikale dar- 

stellbar, und die Grade dieser Radikale sind kleiner 
al s m. 

3. Die Einbeitswurzeln (oder aucb Einbeitswurzeln vom 
Grade m) sind die Wurzeln der Gleiebung Grades 

— 1 = 0 . 

Sie sind, wie wir sebon in § 105 geseben baben, aile in der 
Form entbalten: 
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2% A: , . . ^7tk 
COS 1- i sin - — , 


worm 


r = cos h i sin — 

m ' m 


ist^ und li die Reihe der Zaiden 0, 1^2,, . m— 1 dnrcUaufi 

Haben le und m einen groBten gemeinschafÜichen Teiler dy der 
groBer als 1 ist, und ist k = d]v\ m = dm', so ist 

‘2nk' . . . 27ck' 

r ^ cos • — - + i sin — - , 
m m ’ 


und dies ist zugleicli eine Einheitswurzel vom Grade m\ 
Ist aber /: relativ prim zu 7)1 y so kann 


2 Ttkli , . . 2 TC k h 

cos 1- ^ sin 


nur dann gleich 1 sein, wenn h 7)i oder ein Vielfaches von m ist. 
In diesem FaUe ist also nicht zugleich Einheitswurzel von niedri- 
gerem Grade. 

Man untersebeidet dalier primitive und imprimitive Einbeits- 
wurzelii. Die primitiven Einheitswurzeln sind solche, die niebt 
zugleich Einheitswurzeln niedrigeren Grades sind. Man erhâlt sie, 
wenn man in den Exponenten k die Reihe der relativen Prim- 
zahlen zu m durchlaufen lâBt; und ihre Anzahl ist also gleich 

(§ 73, 7.). 

4. Der zu beweisende Satz 2. ist richtig in den ersten Fallen, 
denn fur m = 1 und )n = 2 haben wir nur die ration alen Einheits- 
wurzeln -f 1; — 1; fur -m == 3 haben wir die Einheitswurzeln 

— 1 + — 1 — y — 3 

ô ’ ) ^2 ? 


die also aus der reinen Gleichung + 3 == 0 abgeleitet werden. Die 
vierten Einheitswurzeln + i, — i ergeben sich aus der reinen Glei- 
chung 1 == 0. 

Wir konnen also die vollstândige Induktion anwenden und an- 
nehmen, der Satz 2. sei bewiesen fur aile Einheitswurzeln, deren Grad 
■ni^ kleiner als m ist. Konnen wir ihn unter dieser Voraussetzung 
beweisen, so ist er aügemein bewiesen. Hierbei sind zwei Fâlle zu 
unterscheiden: 

5, Der Grad m ist eine zusammengesetzte Zabi, 

m =pyyii, 

P eine in m aufgehende Primzahl und 7n^ > 1, also < yn^ p <Ci)l 
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Ist T eine Einlieitswurzel, so ist = a eiue Einlieitswurzel 
vom Grade und folglicli nach der Voraussetzung durcE Radikale 
darstellbar. Es ist also r die Wurzel der reineii Gleichung 

und diese ist, weirn a in dem bis dahin gebildeten Rationalitats- 
bereiche nicht die Potenz einer rationalen GrôBe ist, irreduzibel. 
Folglich ist aucb r durcb Radikale darstellbar, 

Ist aber a = 1^ die Potenz einer rationalen GrôBe, und q eine 
Einheitswurzel, so ist r == ^6, und nacb der Voraussetzung ist, da 
P < m ist, Q gleicbfalls durcli Radikale darstellbar. 

6. Es bleibt der Fall übrig, daB m eine Primzabl ist. In 
diesem Pâlie siud aile Einbeitswurzeln, mit Ausnabme von 1, 
primitiv, und wenn man eine von diesen mit r bezeiclmet, also etwa 

27r , . . 

r = cos - - - + t sin - 
m ni 

setzt, so sind die samtliclien primitiven Einbeitswurzeln vom Grade m: 

(1) r, r-, 

Wenn sicb h und k' um ein Vielfacbes von m unterscbeiden, so 
ist r* = r*', und man erbalt also aucb aile Wurzeln (1) in der Reibe 

( 2 ) 7'^’^ J . . ., 

wenn k^, k^, Ag, . . irgend 1 Zablen sind, die die Zablen 

1, 2, 3, . . ., m — 1 zu Resten nacb m baben. Die m — 1 Zablen (2) 
sind die Wurzeln der Gleicbung Grades 

(3) + æ’"-* H h « + 1 = 0- 

Man kann die Wurzeln dieser Gleicbung so anordnen, daB jede 
von ibnen dieselbe Potenz der vorangebenden ist, wie aile übrigen, 
und die erste wieder dieselbe Potenz der letzten. Eine solcbe An- 
ordnung beiBt eine cykliscbe Anordiiung. 

TJm dies nacbzuweisen, nebme man eine primitive Wurzel g der 
Primzabl m, die es nacb § 78 immer gibt. Dann ist unter den 
Resten der Potenzen von g 

9 , 9 \ 9 ^ • • •; rr"“ 

jede der Zablen 1, 2, 3, . . ., m~l einmal entbalten, und die 
GrôBen (1) stimmen also, von der Reibenfolge abgeseben, mit 

(4) 

überein, die wir, in der gleicben Reibenfolge, aucb kürzer mit 
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(^) ‘^17 1 ^ 2 ; ‘ ^'m-2 

bezeictnen. In dieser Reihe ist jedes Glied die Potenz des ror- 
bergebenden, und das erste wieder die Potenz des letzten, da nacb 
dem Fermatscben Satze = l (mod ist, 

7. Es sei jetzt £ irgend eine (?n — 1)'® Einbeitswarzel, alsO; da 
ni — 1 < m ist; naeb unserer V oraussetzung eine durcb Radikale dar- 
stellbare Zabi. 

Wir adjungieren die Zabi s dem Rationalitâtsbereicbe und be- 
tracbten die Funbtion 

^(r) = r + £•>•, + £2,.^ + . . . + 

die wegen (4) und (5) eine rationale Funktion von r ist. 

Wenn wir bierin r durcb = r'J ersetzen, so gebt in 
U in r/ = ^ 3 ; . . ., in = r übei*; und wir erbalten: 

+ ^^‘2 + ^"^*3 H r 

und folglicb; da 6^"”^= 1 ist, 

und ebenso '^(?\) = ‘ 

Daraus folgt: 

und es ergibt sicb also 

_j ^ ^ - lO'"' " T * 

Die recbte Seite dieses Ausdruckes ist aber eine symmetriscbe 
Funktion der Wurzeln r, r ^_2 der Gleicbung (3) und 

kann also nacb dem Hauptsatze von den symmetriscbeii Funktionen 
(§ 70; 3.) rational ausgedrückt ■ werden. Dieser Ausdruck wird aber 
auBer rationalen Zablen nocb s entbalten. Bezeicbnen wir mit A also 
eine Grôfie des durcb s erweiterten RationalitatsbereicbeS; so ist 

und die Bestimmung von ist au£ eine Reihe von Radikalen 

zurückgefübrt; deren Grade die in m — 1 aufgebenden Primzablen p 
sind. Wenn bei den bierbei nacbeinander auftretenden reinen Glei- 
cbungen ccP — a ^ Q eine reduzible vorkommen sollte, so tritt 
nacb 5. an Stelle von eine Einbeitswurzel; die nacb Voraus- 
setzung durcb Radikale darstellbar ist. 

ïïieraus folgt; daB die Zablen ^(r) durcb Radikale 
darstellbar sind. 
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8. Es gibt m— '1 Einlieitswurzelii s vom Grade m — 1, darunter 
die Zabi 1, und diese sind die Wurzeln der Gleichung — 1=0. 

In dieser Gleicbuüg sind aile Koeffizienten, mit Ausnabnie des 
ersten und des letzten, gleicb Null, und demnach ergibfc sicb ans 
den Newtonschen Formeln (§ 71, (6)), daB aucli aile Potenzsummen 
Sij Sg; • • •; ^m -2 g^eich Niill sein müssen, also: 

(6) = 0, ^£2 = 0, . . ., 2 = 0, 

worin sich die Summen über aile e erstreckeu. Setzen wir nun, um 
die Abbângigkeit von e anzudeuten, 

r + £>*1 + £^2 H + e), 

setzen liierin für s seine m — 1 verscbiedenen Werte, und bilden die 
Summe aller dieser Funktionen, so folgt wegeu (6): 

^ == J_27î/^(r, s) J 

m — 1 ^ ^ 

und es ist also auch r durcli Radikale darstellbar und dainit der 
Satz 2, bewiesen. 

9, Hiernacb kônnen -wir die Définition 1. so erweitern: 

Eine Zabi beiBt durcb Radikale darstellbar oder 
metacykliscb, wenn sie durcb sukzessive Adjunktion 
von Wurzeln reiner Gleichungen von Primzahlgrad, 
— a ausdrückbar ist, mogen diese reduzibél oder 
irreduzibel sein. 

Denn ist a = die Potenz einer GroBe des vorangebenden 
Rationalitatsbereiebes, und setzen wir so folgt t/"' — 1 = 0, 

und diese Gleichung ist durcb Radikale losbar. 


§ 113. Die Gleichung fünften Grades ist ini allgemeîueu uiclit durcli 

Radikale losbar. 

1 , Es sei jetzt f{x) eine irreduzible Funktion von ungeradein 
Primzablgrad n mit ration al en Koeffizienten, von der wir voraus- 
setzen wollen, daB sie durcb eine Kette von Radikalen (die nicbt reell 
vorausgesetzt zu werden braucben) reduzibel wird. Wir bilden einen 
Rationalitatsbereicb, in den wir aile zur Reduktion von f notigen 
Radikale mit Ausnabme des letzten aufnehmen, so daB also f{x) aucb 
in diesem Rationalitatsbereich noch irreduzibel ist. Wenn dieser 
Rationalitâtsbereicb die Einheitswurzel e nocb nicbt entbalt, so 
fiigen wir diese nocb hinzu, wodurcli abermals keine Zerfalluiig 
eintreten kann. Denn nacb § 112, 2. ist e durcb eine Kette von 


§ 113. 
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Radikalen darstellbar, dereu Grad niedriger ist als durch. die nach 
§ llOj 6. keine Reduktion der Funktion Grades f{x) bewirkt 
werden kann. Die Adjuiiktion eines môgliclierweise überliüssigeii 
Radikals ist ja immer gestattet. 

Die £ rechnen wir also mit zu deü „friilieren Radikalen^. Das 
letzte Radikal r, durcb das die Zerfâllimg eintritt, mufi nach § 110, 6. 
Yom Grade n sei. Es sei also 

r == Ve, 

und r sei niclit rational durcb die frübereu Radikale ausdrückbar. Dann 
kanu 0 nicbt die Potenz einer GrôBe a des Ratioualitatsbereicbes 
sein, weil sonst r ^ ebeufalls im Rationalitâtsbereicbe eut- 
iialten ware, 

2, Da biernacb .r” — 0 irreduzibel ist, so kann man nacb 
§ 110, 5. in jeder Gleicbung, die r entbalt, r durcb a r^ 

ersetzen. 

Ist also Z. B. für irgend eine rationale Funktion ijj 

■ijj(r) = Tpisr), 

SO ist aucb 

'il'isr') == = ijj^a^r') = • • • = , 

und es ist also selbst im Rationalitâtsbereicb ent- 

balten (§ 110, 4.). 

3. Es werde jetzt also f(x) durcb Adjunktion von r reduzibel, 
und es sei f(Xy r) ein Faktor von f(x)j der aucb nacb Adjunktion 
von r nicbt weiter zerlegbar ist. Der Koeffizient der hôcbsten Potenz 
werde immer gleicb 1 angenommen. 

Wenu aber f(x, r) ein Faktor von f(x) ist, so geben nacb 
§ 110, 5. die n Faktoren 

(1) f{x, r), t\x, sr), f(x, sh-), f{x, s^r), . . f(x, 

aile in f{x) auf. Diese Faktoren sind aile zugleicb mit f{x, r) 
iiTeduzibel; und es sind keine zwei miteinander identisch, da sie 
sonst nacb 2. aile identiscb und folglicb rational sein müBten, 
was der Annabme widerspricbt, da6 f(x) erst nacb Adjunktion von r 
reduzibel werde. Es baben also aucb keine zwei der Funktionen (1) 
einen gemeinscbaftlicben Teiler, da ein solcber rational durcb r dar- 
stellbar und docb in einer der irreduziblen Funktionen (1) entbalten 
ware. Das Produkt 

(2) F(x) = Nf{x,r) = f{x, r)f{x, aT)f{x^ a^r)f{x, • • • f{Xj 

ist aber rational und folglicb durcb f{x) teilbar, und da es keine 
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anderen Faktoren als solclie, die aucli in f{x) aufgehen, enthalten 
kann^ so isfc es eiiie Potenz von f{x). 

Diese Potenz mufi aber hier die ers te sein, da eiii linearer 
Faktor, der in F{x) mehr als einmal vorkâme, ein gemeinsamer Faktor 
zweier Funktionen (1) sein müBte. Es ist also 

(3) f{x) = f{x, r)f{x, r;)f{x, u) f{x, r^) • • • f{x, 

und die f(x, r) siud in bezug auf x vom ersten Grade. Man erhalt 
also die Wurzeln von fix^, wenn mau die Faktoren f{x, r) gleicli 
Null setzt, also z. B. 

(4) = «0 + cc^r + H (- 

worin die «o, aj, a„_i GrôBen des voiietzten Rationalitats- 

bereiches sind. 

4. Die Funktion Grades f\x) mu6 ininier mindestens eiue 
reelle Wurzel haben, da n ungeracle ist und die imagiuaren Wurzela 
nur paai-weise vorkommen konnen; es sind daber entvveder aile Wur- 
zeln reell, oder es sind zwei imaginai- und n — 2 reell, oder es sind 
Tier imaginai- und « — 4 reell u. s. f. 

5. Wir wollen uns nun die sukzessive Adjunktion der Radikale 
in der Weise augeordnet denken, daB wir zu jedem imaginaren 
Radikal ç, das nocb keine Zerfallung yon f(x) bewirkt, gleicbzeitio- 
das konjugiert imaginiire p' adjuugicren. Das i.st offenbar ge- 
stattet, da die Adjunktion eines môglieberweise überflüssigen Radikals 
nicbt scbadet. 

Wenn nacb dieser Anordnung r =yô das erste zerfitllende Ra- 
dikal ist, so sind nur folgende Falle môglieb: 

1) Ist 0 reell, so kann, da s dem Rationalitiltsbereich angebdrt, 
aucb r reell angenommen werden. 

Wenn dann eine reeUe Wurzel von f(x) ist, so sind die 
Koeffizienten «i, «j, cc^, . . ., in (4) gleicbfalls reell; denn 

waren sie komplex und a\, a\, ibre konjugiert 

imaginaren Zablen, die nacb unserer Voraussetzung gleicbfalis zum 
Rationalitatsbereicb gebôren, so wâre aucb 

also ^ ^ 

(«0 - «o') + («1 - «lO r+{a^~ «j') r- H f- ^ j - 1 = Q. 

Dies ist aber, àx x" - 6 irreduzibel ist, nicbt moglicb, auBer wenn 

^0 “o =0, «J «J = 0, «2 — «3^ = 0, ..., = 0, 

also die a. reell sind. 

Dann ergeben sicb die n — 1 anderen Wurzeln von f(x): 
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«0 + £ r + £“ H r ^ «n-i S 

aQ + a" «1 r + s'^ «g + • ' * + r"“^, 

«0 + r + £“("“^)ûr2 r- + • • • + 

(lie nacli o. aile voneiuander nnd von x\ verschieden sind. 

Nim sind 

71 — 1 

c, £-, konjugiert imaginlir mit 

n + l 

rn—lrn—2 J. '> 

à J b ^ . ,j È 

iind folglich 

x^, Xn + i konjugiert imaginar mit 

2 

^n-l; • * *7 +3 • 

2 

Die Funktion /‘(ic) hat also in diesem Faite eine reelle 
nnd n — 1 paarweise konjugiert imagin*âre Wurzeln. 

Wenn zweitens 6 imaginar ist, nnd 0' konjugiert imaginai* mit 0^ 
so sind aile Wurzeln von — 0 imagin*âr; zu jeder von ihnen^ r, gibt 
es eine bestimmte konjugierte Zabi /, die eine Wurzel von — 0' = 0 
ist, und es ist 

(;6) = r^r^' = . . . = = VW = R 

reell. Wir wollen nun anstatt r zuerst die reelle Zabi JJ adjun- 
gieren, wenn sie nicbt scbon im Rationalitatsbereicb entbalten ist, 
und baben nun wieder zwei Falle zu unterscbeiden: 

2) Es tritt bereits durcb Adjunktion von R eine Re- 
duktion von f(æ) ein. Dann ist die Adjunktion von r nicbt mebr 
erforderlicb, und da Jî ein reelles Radikal ist, so kommen wir auf 
den Fall 1) zurück. 

3) Es tritt durcb Adjunktion von R nocb keine Reduk- 
tion von f{x) ein^ wozu aucb der Fall gebort, daB R rational ist 
(wie Z. B. in der Cardaniscben Formel bei den kubiscben Grleicbungeu). 

Dann ist die Adjunktion von r selbst nocb notwendig zur Lo- 
sung der Gleicbung. Es ist aber mit r aucb zugleicb scbon / = R/r 
adjungiert. 

Ist dann x^ = ^ (r) reell, so ist 

( 7 ) t (r) = ip ' (/) = ip' , 

worin 'ijj' die Bedeutung bat, daB aUe in ijj vorkommenden imaginâren 
Zablen des Rationalitatsbereicbes durcb ibre gleicbfalLs dem Ratio- 
nalitatsbereicb angebdrigen konjugiert imaginaren Zablen zu er- 
setzen sind. 



Die Gleichung (1) bleibt aber jetzt besteb.en, wenn darin r durcb 
jede der Wurzeln r^, r^, . ■ von x" — Ô ersetzt wird, und 

da nach (6) aucb R/r^ = r/, . . . ist, so folgfc 

d. b. es sind aile n Zablen • ■ ■> 

Die Funktion /'(^ î:;) hat also in diesem Falle n reelle Wnrzelu. 
Für den Fall n == 5 gibt dies den folgenden Satz: 

6. Eine irreduzible algebraiscli Idsbare Gleichung 
fünften Grades mit reellen Koeffizienten bat entweder 
fünf reelle Wurzeln oder eine reelle und vier ima- 
ginare Wurzeln, niemals drei reelle und zwei iraaginâre 
Wurzeln. 

7. Um also nachzuweisen, da6 nieht jede Gleichung fünften 
Grades durch Radikale gelost werden kami, haben wir nur zu zeigen, 
daB es irreduzible Gleichungen fünften Grades mit rationalen Koeffi- 
zienten gibt, die drei reelle und zwei konjugierfc imaginilre Wurzeln 
haben. Dies kann aber durch unzillilige leicht zu bildende Beispiele 
erhartet werden. 

So ist Z. B., wie wir schon früher gesehen haben (§ 69, 6.), 
f(x) == — - 4rr — 2 

irreduzibel. Es kann überdies f(x) nicht lauter reelle Wurzeln haben, 
denn da die vierte und die dritte Potenz darin nicht vorkommt, so 
ist (nach den Newtonschen Formeln) nicht nur die Summe der 
Wurzeln, sondern auch die Summe ihrer Quadrate gleich Null, was 
nicht môghch ware, wenn aile Wurzeln reell waren. Andererseits 
ist aber 

/■(-2) = -26, /•(-1) = + 1, m) = -5, /■(2) = + 22. 

Es ist also f{x) für x = — 2, — 1, +1, + 2 abwechselnd negativ 
und positiv, und muB also, wenn x die Werte von — 2 bis -f 2 
durchlauft, dreimal durch Null gehen. Folglich hat f(x) drei reelle 
und zwei konjugiert imaginare Wurzeln, und ist sonach nicht durch 
Radikale lôsbar. (In § 103 haben wir für diese Funktion f(x) die 
reellen sowohl als die imaginliren Wurzeln naherungsweise bestimmt.) 

8. Anmerkung. Bei diesem Beweise ist es nicht notwendig, 
den Satz vorauszusetzen, daB jede Gleichung fünften Grades Wurzeln 
hat. Denn wenn sie überhaupt keine Wurzeln hat, so ist sie auch 
nicht durch Radikale losbar, und wenn sie eine Wurzel hat, so hat 


1) Die.ser Satz rülirt von Kronecker hor. 


sie auch. fünf; denn ist die eine Wiirzel, so ist f(x')!{x — a’^) = 0 
eine Gleichung vierten Grades, die ja durcli Radikale lôsbar ist und 
vier Wurzeln bat. 

Es gibt besondere Gleicbungen jeden Grades, die durch eine 
Kette von Radikalen Idsbar sind, zu denen unter anderen die ans 
der Kreisteilung stammenden Gleicbungen geboren. 

9 . Der erste vollstândige Beweis für die Unmdglicbkeit, die 
Gleicbung Grades allgemein aufzulosen, der den zabkeicbeu ver- 
geblicben Versucben und gescbeiterten Hoffiaungen, eine solcbe Auf- 
lôsung zu finden, eine Ende macbte, rübrt von Abel ber und war die 
erste bedeutende Leistung; dieses groBen Forscliers. 

In der berübmten Abbandiung im ersteu Bande des Journals von 
CreUe stellt Abel die Frage etwas anders als wir sie bier ge- 
faBt baben. Er fragt, ob man eine algebraiscbe, durcb Wurzel- 
zeicben ausgedrückte Funktion x der fünf unbestimmten Zablen 
«1, «2» ^3; ^4; ^5 bilden kônne, die der Gleicbung 

x^ ct^x^ d” ci^x^ "h 0^^%“ -f* GLjjx “b ” 0 

identiscb genügt, und verneint diese Frage. 

Damit ist nocb iiiclit entscbieden, ob nicbt vielleicbt für aile 
ganzzabligen Werte von «g, % Zablen x durcb Wurzel- 

zieben aus den rationalen Zablen abgeleitet werden konnen, die dieser 
Gleicbung genügen. Diese Frage baben wii* bier gleicbfalls im ver- 
neinenden Sinne beantwortet. 


§ 114. Historisclies zur Algebra. 

!• Im Altertum gab es mebrere berübmte Problème, die, nacb 
unserer Ausdrucksweise, auf Gleicbungen bôberer Grade fübren, und 
deren Losung mit dem Kreis und der geraden Linie nicbt gelingen 
konnte, Wir nennen die Problème der Würfelverdoppelnng, der 
Dreiteilung des Winkels, das Arcbimediscbe Problem, die Kugel durcb 
eine Ebene derarfc zu teilen, daB die Volumina in gegebenem Verbalt- 
nis steben. Diese Problème lassen sicb aile durcb den Scbnitt von 
Kegelscbnitten losen, sie waren aber aucb der AnlaB, andere Kurven 
zu studieren und zu ibrer Losung zu verwenden, so die Cissoide des 
Diokles (um 180 v. Gbr.), die Koncboide des Nikomedes (um 180 
V. Cbr.) U. a. Das Merkwürdigste aber in dieser Ricbtung sind die 
Scbriften des Apollonius^) über die Kegelscbnitte. Hier finden vir 

b Apollonius aus Pergae, einer Stadt in Pampbylien, lebte und 'wirkte in 
Alexandrien. Seine Blütezeit fallt unter die Regierung des Ptolemaeus Philo- 
pator, die bis zum Jabr 205 v, Chr. wàbrte. 


384 


IL Algebra. 


§ 114 . 


zum ersteu Male Problème behandelt, die nacli unserer Sprechweise 
auf Gleicliungen vierten Grades führen. Er weiB, dafî sicb zwei Kegel- 
sclinitte in hôcbstens vier Punkten schneiden, dafi, wenu ein Be- 
rührungspuukt vorhanden ist^ auBerdem bochstens nocli zwei Sclinitt- 
punkte existieren kônnen, daB sicb. zwei Kegelscbnitte in bôcbstens 
zwei Punkten berübren kônnen und abnlicbes. Es sind das Sâtze 
liber die Wurzein von Gleichungen vierten Grades und .über das Zu- 
sammenfallen von zweien dieser Wurzein. Von besoiiderem Interesse 
ist das 5. Bucb, das uns allerdings nicbt im griecbiscben Text, sondern 
in einer in der Mitte des XVII. Jabrbunderts durcb Borelli auf- 
gefundenen arabisoben Übersetzung bekannt ist (16G1 in lateiniscber 
Übersetzung in Florenz gedruckt). 

Hier bebandelt Apollonius das Problem, die grôBten und kleinsten 
Entfernungen eines gegebenen Punktes von der Peripherie eines Kegeb 
scbnittes oder^ was dasselbe ist, die Normal en an einen Kegelscbnitt 
zu findeo, und so sind diese Satze in erster Linie für die Lebre vom 
GrbBten und Kleinsten von Interesse. Algebraiscb aber fübrt dieses 
Problem auf eine Gleicbung vierten Grades, was bei Apollonius seinen 
Ausdruck darin findet, daB die FuBpunkte der Normalcn als Sclmitte 
des gegebenen Kegelscbnittes . mit einer gleiebseitigen tfyperbel ge- 
funden werden. Aber Apollonius keniit und untersucbt aucb die 
Diskriminaiite dieser biquadratiscbeii Gleicbung, d. b. die Lage der 
Punkte, fur die zwei der Normalen in eine zusammenfallen. Er gibt, 
ganz im Sinne unserer analytiscben Geometrie, für jcde Abszisse eine 
Ordinate an, bis zu der der Punkt geben darf, weim vier Normalen 
an den Kegelscbnitt moglicb sein sollen, und wenn man seine Kon- 
struktion in unsere Spracbe übertrügt, erbalt man die Gleicbung der 
Evolute des Kegelscbnittes. Diese Konstruktioii bangt von einer 
Kubikwurzel ab, die, wie bei der Würfelverdoppeluug durcb Hippo- 
krates von Cbios (lebte in der 2. Halfte des V, Jabrb. v. Gbr. in 
Atben) durcb zwei mittlere Proportionalen bestimmt wird. Davon, 
daB Apollonius die Gesamtbeit dieser Punkte als Kurve aufgefaBt 
babe, findet sicb in dem uns erbaltenen Text allerdings keine Spiir. 
Aber vielleicbt besitzen wir nicbt ailes, was Apollonius bierüber 
gelebrt bat, und diese Vermutung wird nocb dadurcb gestützt, 
daB gegen Ende des 5. Bûches die Minimallinien so eingebend be- 
bandelt sind, wabrend die Maximallinien, die docb ans derselben Kon- 
struktion bervorgeben, nur kurz und unvollstandig abgetan werden. 
Es ist dies dem sonstigen Gebraucb der Griecben nicbt entsprechend, 
die bei einer Gattung von Problemen die verschiedenen môglicben 
Pâlie ins einzelne mit gleicber Sorgfalt zu behandeln pflegen. 

2, Ich übergebe nun die allmâblicbe Entwicklung des Be- 
giiffs der algebraiscben Gleichungen und will aucb nur bei- 



lâafig die Entdeckung der Auflosung der GleiclmiigerL 3*^^“ und 

Grades ini 16. Jahrhundeid; erwalmen. Zu nennen ist aber 
Vieta-) als ein Vorlâufer der modernen Algebra^ der zuerst den Satz 
ausspracb^ dafi jede Aufgabe^ die auf eine kubiscbe Gleicbung fühi-t^ 
entweder durcb zwei mittlere Proportionalen losbar oder auf die Drei- 
teilung eines Winkels zurückfübrbar sei. Zur ersten Klasse gehoren die 
kubiscben Gleicbungen mit einer reelleu Wurzel, die durcb die Kubik- 
wurzel ans einer reellen Zabi losbar sind. (Auf zwei mittlere Pro- 
portionalen a : x = x : y = y : 1), woraus = a^h folgt, batten bereits 
die Alten das Debscbe Problem zurückgefübrt.) Zur zweiten Klasse 
gebôren die Gleicbungen mit drei reellen Wurzeln, der Casus iiTedu- 
cibilis, die nicbt durcb Radikale aus reellen Zablen gelôst werden 
konnen, die aber nacb Vieta durcb Winkeiteilung losbar sind. Und 
da die Gleicbungen yierten Grades, wie scbon damais bekannt war, 
auf kubiscbe und quadratiscbe Gleicbungen zurückfübrbar sind, so er- 
gab sicb das Gleicbe für die biquadratiscben Gleicbungen. 

ïïierdurcb war die Scbwierigkeit, wie man durcb Kubik wurzeln 
aus imaginaren Zablen zu reellen Zablen kommen kônne, aufgeklart. 
Diese Satze wurden spater durcb Abel sebr yerallgemeinert und auf 
eine groBe Klasse von Gleicbungen bôberer Grade ausged'ebnt, die 
beute den Namen „Abelscbe Gleicbungen^^ fübren. 

3. Von hier an sind in der weiteren Entwicklung der Lebre 
von den algebraiscben Gleicbungen mebr luid mebr zwei Ricbtungen 
zu unterscbeiden. Die eine gebt darauf aus, bei einer Gleicbung, 
deren Koeffizienten numeriscb gegeben sind, die Zablen werte der 
Wurzeln durcb ein Approximationsverfabi-en zu berecbneu, was ja für 
die praktiscbe Anwenduiig der Algebra das Wicbtigste ist. Es war 
laugst bekannt, und bei geometriscber Denkweise fast selbstverstand- 
licb, daB, wenn eine Fimktion f(^x) für x = a und x=^h entgegen- 
gesetztes Zeicben bat, zwiscben a und b mindestens eine Wurzel, 
allgemein eine ungerade Ajizabl von Wurzeln liegt, und damit war 
das Prinzip gegeben, nacb dem man sicb durcb forts cbreitende Teilung 


1) Der erste Entdecker der Auflosung der Gleicbungen Grades ist 
Scix^ione del Ferro (von 1496 — 1526 Professor in Bologna). Es bat sicb 
daran ein beftiger und unscboner Prioritatsstreit zwiscben Geronimo Cardano 
(Hieronymus Cardanus, 1501 — 1576, Pavia, Rom) und Mcola Tartaglia (1500— 
1557, Brescia, Venedig) geknüpft. Cardanus bat zuerst in der „Ars magna“ 
(Mirnberg 1545) die Auflosung der kubiscben Gleicbung verotfentlicbt; daber 
der nocb beute gebrüucblicbe Ausdruck ,,Cardaniscbe Formel“. Ein Schüler des 
Cardanus, Luigi Ferrari (1522 — 1565, Bologna, Mailand), ist der Erfînder der 
Auflosung der Gleicbungen vierten Grades. 

2) François Viète, Seigneur de la Rigotièie, geb. 1540 in Fontenay-le- Comte 
in Poitou, gestorben 1603 in Paris. 
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des Intervalls der Wurzel unbegrerizt naliern konnte. Um aber Über- 
flüssiges zu vermeiden, war es wesentiicli, die Wurzeln zu sepa- 
rieren, d. b. solche Intervalle zn ermittelu^ in denen nin* eine 
Wnrzel liegt, oder, allgemeiner, genau zu entsclieideu^ wie viele 
Wurzeln in einem gegebenen Intervall liegen. Dies wollte lange 
nicht gelingen. 

Man konnte zwar eine obéré und eine untere Grenze der posi- 
tiven Wurzeln ermitteln^ es gab aucb eine Anzalil von Theoreinen, 
durch die die Anzabl der Wurzeln in eineni Intervall bis auf eine 
gerade Zabi, und in besonderen Fallen genau, gefunden werden 
konnte. Hierber gebort die Zeicbenregel von Descartes, die wir 
im § 100 mitgeteilt baben, ferner eine komplizierte Vorscbrift von 
Newton, das Tbeorem von Budan und Fourier, das Tbeorem von 
Rolle.^) 

Ein exaktes, wenn aucb praktiscb kaum anwendbares Verfabren 
zur Lbsuûg der Aufgabe ist von Waring^) angegeben und spater 
von Lagrange^) wiedergefunden. Es berubt darauf, daB die Glei- 
chung gebildet wird, deren Wurzeln die Differenzen der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung sind, und eine imtere Grenze £ür die posi- 
tiven Wurzeln dieser Gleicbung gesncbt wird. Ist diese untere 
Grenze A, so kann in einena Intervall von der Grofîe A bdcbstens 
eine Wurzel der gegebenen Gleicbung liegen, 

Eine vôllig befriedigende Lôsung der Aufgabe gibt der Sturmscbe 
Lebi-satz^), der im § 101 abgeleitet ist. Die Arbeit Sturms ist von 
Fourier angeregt und stebt in Beziebung zu matbeinatiseb-pbjsika- 
liscben Untersucbungen, z. B. zu der Frage, mit wie vielen Knoten 
eine gespannte Saite scbwingen kann, die eine augenscbeinlicbe Àbm 
licbkeit mit der Frage nacb den Wurzeln einer algebraiscben Glei~ 
cbung bat. 

Kronecker, der, wie wir scbon in § 20 bemerkt baben, in 
prinzipieUen Untersucbungen den Gebraucb der Irrationalzablen ver- 
mieden wissen will, muB der Aufgabe einen anderen Ausdruck gebeu, 
da er Gleichungswurzein und den Satz von der Wnrzelexistenz nicbt 


1) Newton, Arithmetica universalis, bewiesen von Hylvestor, Trans- 
actions of tbe R. Irisb Acadcmy t. 24 (1871); Budan, Nouvelle met-liode pour 
la résolution des équations numériques (1803); Fourier, Analyse des équations 
déterminées (1831); Rolle, 1652—1719, Traité d’ Algèbre 1690. 

2) E. Waring, Médit, algebr. Cambridge 1770. 

3) L, Lagrange, De la résolution des équations numériques de tous les 
degrés, Paris 1798 (ges. Werke Bd. III). 

4) Jakob KaiT Fran/. Sturm, geboren 1803 in Gonf, gestorben 1855 in 
Paris. Sturms Arbeit ersebieu zuerst im Bulletin de Fémssac 1829 und spater 
in den Sebriften der Pariser Akademie 1835. Deutscb mit Noteii von Loewy in 
Osirwalds Klassikern Nr. 143, 1904. 
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benutzen kaim. Er zeigt daber nur, wie man durch rationale Recb- 
nung eine ganze Zabi s bestiüimen kann, so daB in einem Intervall 
Yon der GrôBe 1/.^ eine ganze Funktion f(x) bochstens einmal das 
Zeicben wecbseln kann. Hierdurch ist dasselbe erreicbt, wie dnrcb 
die Metbode Waring-Lagrange.^) 

4. Das andere Ziel, dein die Algebra zustrebte, ist raebr von 
theoretiscber Bedeutung und gebt auf die algebraiscben Gesetze auS; 
durcb die die Wnrzeln einer Gleicbung von den Koefiizienten ab- 
bangen. Es war natiirlicb, daB die Erfolge, die bei den Gleicbungen 
dritten und vierten Grades erriingen waren, zu immer neuen Ver- 
sucben anregten, ancb die Gleicbungen bôberer Grade, znnacbst die 
vom füüften Grade aufzulôsen, d. b. auf Radikale zurückziifübren. 
Wir Tvissen, daB sicb Leibniz mit dieser Frage bescbâftigt bat, 
und durait stebt vermutlicb der Versucb im Zusammenbang, den 
Tscbirnbaus-) in einer Âbbandlung ans dem Jabre 1083 veroffent- 
licbte, um das Ziel zu erreicben. 

Er fiibrt, wenn x die Wurzel einer Gleicbung Grades 

f(x) = 0 ist, eine neue Unbekannte y = cp{;x) ein, worin (p{x) eine 
Funktion (?2 — 1)*®‘ Grades ist. Es genügt dann y gleicbfalls einer 
Gleicbung Grades, deren Koeffizienten aber von den n willkür- 
licben Koeffizienten in (p abbilngen. Diese sucbt er dann so zu be- 
stimmen, daB die Gleicbung für y die Porm = a annimmt. Dieses 
Verfabren fübrt zwar für die Gleicbungen diûtten und vierten Grades 
zum Ziel, nicbt aber bei bÔberen Gleicbungen. Gleicbwobl ist das 
Tscbimbausscbe Verfabren für die neuere Algebra von Bedeutung 
geworden, weil es die Mittel bietet, die bÔberen Gleicbungen auf 
gewisse Normalformen zu bringen, z. B. die Gleicbung Grades 
auf die sogenannte Bring- Jerrardscbe Form + x + = 0, (Vgl. 

Félix Klein, Voiiesungen über das Ikosaeder, Leipzig 1884.) 

5, Einen neuen AnstoB für die Bebandlung algebraiscber Glei- 
cbungen gab die groBe Abbandlung von Lagrange aus den 
Scbriften der Berliner Akademie von den Jabren 1770 — 71: „Ré- 
fl exions sur la résolution algébrique des équations" Hier werden 
zunacbst die Wege zusammengestellt und auf ibren inneren Gebalt 
geprüft, auf denen die Gleicbungen 3*®^ und 4^®^ Grades aufgelôst 
werden konnen, zu denen die Untersucbungen von Euler, Bézout 
(1765) und Waring (1736 — 1798) binzugekommen waren. Diese 
Metboden werden dann verallgemeinert und gezeigt, warum sie bei 


1) L. Kronecker, Über den Zahlbegriff, Crelles Journal Bd. 101, 1887, 

2) Ehrenfried Waltber von Tscbirnliaus auf KieBlingswalde, 1651 — 1708, 
Btand zu Leibniz in naherer persônlicber Beziehnng. 



liôlieren GleicliungeiL iiiclit zum Ziele führen. Dabei ergibt sich der 
Begriff der Resolventen, die zwar im allgemeinen von Gleicbungen 
toberer Grade abbangen, aber docb in gewissem Sinne als Verein- 
facbung aufzufassen sind. 

Eine Funktion der Wurzeln^ die durcb Permutation der Wurzeln 
eine gewisse Anzabl verscbiedener Werte aunimmt^ genügt einer Glei- 
cbuag, deren Grad durcb die Anzabl dieser Werte bestimmt ist. Da 
die Anzabl der Permutationen von n Grbfîen n\ betragt, so bat 
eine Funktion der n Wurzeln einer Gleichung Grades bôcbstens 
n\ Werte uiid genügt einer Gleicbung von diesem Grade. 

Durcb Benutzung der Resolventen wird aber dieser Grad auf 
( 7 i — 2)! zurûckgefûbrt, also bei einer Gleichung 5^°^ Grades auf den 
Grad 6. Die Arbeit von Lagrange ist ein Vorlaufer der inodernen 
Algebra, die sich auf die Théorie der Permiitationsgruppen und der 
symmetrischen Funktionen stützt. 

G, Naeh allen vergeblichen Versuchen^ die Auflosung der Glei- 
chungen fünften Grades zu finden, wurde es mehr und mehr zweifel- 
haft^ ob die Losung überhaupt mogiich sei, ob das Probleni richtig 
gestellt sei. Scbon GauB in seiner Doktordissertation vom Jahre 1799 
(Werke Bd. 3, S. 17)^ in der er zum ersten Male die Existenz der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung nacbweist, spricht sich bierilber 
deutlicb aus. Er betont, daB die Auflosung in dem bisberigen Sinne 
nicbts weiter sei, als die Zurückführung auf reine Gleicbungen, und 
dafi die reinen Gleicbungen vor den anderen nur die groBere Leicbtig- 
keit der nunierischen Berecbnung voraus bütten, daB aber nicbts zu 
der Annabme berecbtige, daB diese Zurückführung allgemein mogiich 
sei. Er kündigt sogar darüber weitere Untersuchungen an, die 
sich indessen in seinen Werken und in seinem Nacblasse niclit 
finden. Dagegen gibt GauB bereits im Jahre LSOl in den „Dis-“ 
quisitiones aritbmeticae^ ein bedeutsames Beispiel für eine weit 
tiefer gebende Bebandlung algebraischer Gleicbungen in der Kreis- 
teilungstheorie. Obwohl die hier vorkommenden Gleicbungen zu den 
algebraisch auflosbaren gehÔren, so tritt diese Frage docb binter den 
zablreicben anderen Folgerungen, die sich für Algebra und Zablen- 
tbeorie ergeben, zurück. Im Vordergrunde steht die Frage nach der 
sukzessiven Reduktion auf eine Kette von Gleicbungen môglicbst 
niedrigen Grades. Die GauBsche Kreisteilungstheorie ist vorbildlicb 
geworden für aile allgemeineren algebraischen Untersuchungen, und 
daB sie GauB selbst scbon bedeutend -weiter gefülirt bat, ergibt sicli 
aus einer Beinerkung in den ,,Dis quisitiones^^, nach der er die gleicben 
Resultate auf anderen Gebieten, z. B. bei der Teilung der elliptischen 
Funktionen, erhalten habe, eine Bemerkung, die erst Jahrzelinte spater 


§ ll'i. 


19. ünmûglichkeitsbeweide 


389 


yerstanden und gewürdigt ^verden konnte, naclidem die Théorie der 
elliptischea Funktionen durch Abel und Jacobi ausgearbeitet war. 

7. Inzwischen war in Italien sclion ein ernstlicher Versucli ge- 
macht, die Unmbglichkeit der Auflôsung der Gleichungen 5^®"" Grades 
zu beweisen. Dies geschah yon Paolo Ruffini in seineni Lehrbuche 
yon 1799 „Teoria generale delle Equazioni, in oui si 
diniostra impossibile la resoluzione algebraica delle equa- 
zioni generali di grade superiore al quarto**^), und in fünf 
weiteren Abhandlimgen, deren letzte 1813 erschien, ist er immer 
wieder darauf zurückgekommen. 

Iluffini schlâgt im allgemeinen den richtigen Weg ein, indem 
er yon der XJntersuchung der Anzahl der Weide ausgeht, die eine 
Funktion der Wurzeln einer Gleichung bei Vertauschung der Wurzeln 
annehmen kann, und ist dadurch ein erster Begriinder der Gruppen- 
theorie geworden. Aber freilich ist seine Beweisfûhrung noch 
mancherlei Bedenken unterworfen, und seine Resultate wurden gleich 
zu Anfang yon Malfatti bezweifelt und angefochten. Überdies ist 
seine Darstellung schwer yerstândlich und ist auBerhalb Italien wenig 
bekannt und beachtet worden. 

Erst in der Abhandlung yon Cauchy aus dem Jahre 1815 „Sur 
le nombre des yaleurs qu’une fonction peut acquérir, lorsqu’on y 
permute de toutes les manières possibles les quantités qu’eUe renferme^^, 
in der Ruffîni beilaufig erwâhnt wird, der spater (1844) eine aus- 
führlichere folgt, wird die Zusammensetzung der Permutationen und 
der Begriff der Ginippe (unter dem Namen Système conjuguée), die 
freilich auch schon implizite bei Ruffini yorkommen, ausdrücklich zur 
Grundlage der Théorie gemacht und die Terminologie und Bezeich- 
nung ausgebildet.“) 

8. Binen bedeutenden Schritt nach yorwarts hat die Algebra 
durch Niels Henrik Abel gemacht (geb. 5. August 1802 in Finnô 
bei Stayanger in Norwegen, gest. 6. April 1829 auf dem Eisenwerk 
Froland bei Arendal). 

1) Paolo Ruffini, 1705 — 1822, war von Beruf eigentlicb Arzt, batte zuletzt 
eine Lebrstelle für Matbematik an der Universitât Modena. Vgl. die sebr lesens- 
werte Sebrift von Burckbardt „Die Anfânge der Gruppentbeorie und Paolo Ruffîni" 
Abbandlungen zur Gescbicbte der Matbematik, Leipzig 1892, 

2) Augustin Louis Caueby, geb. 1789 in Paria, lebte nacb der Julirevolution 
als Erzieber des Herzogs von Bordeaux in Prag, wirkte dann wieder in Paris 
und starb 1857. Er ist einer der vielaeitigsten Foracber mid frucbtbarsten 
Sebrift atelier auf fast allen Gebieten der Matbematik und der matbematiseben 
Pbysik. Seine Werke werden in vielen Banden von der Pariser Akademie 
berausgegeben. 
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Von dem liebenswürdigen, zu lieiterer leicbter Lebensauffassung^ 
zn Freundscbaft nnd geselligem Verkehr geschaffenen, aber dnrcb 
Sorge, Not nnd Krankbeit darniedergedrückten nnd scbliefiiicli auf- 
geriebenen Menschen Abel baben uns seine Landslente Holst, Stôrmer 
nnd Sylow ans AnlaB des bundertsten Gebiirtstages ein scbones Bild 
dnrcb die Heransgabe seiner Briefe gegeben. Obne Anregung von 
auBen^ nnter Scbwierigkeiten aller Art bat er sicb znm Matbem atiker 
berangebildet, bat dann wâbrend emes kurzen Aufentbaltes in Deutscb- 
land nnd Frankreicb die Arbeiten gescbaÉfen, die ibin scbon im 
27. Lebensjabre einen nnsterblicben Namen gemacbt baben. Der 
Tod bat ibn in dem Angenblick binweggerafft, da ibm dnrcb eine 
Bernfnns: nacb Berlin eine sorgenfreie Znknnft zn winken scbien. 
Diese Berufnng war das Werk des trefflicben Crelle, des Begründers 
des Jonrnals fûr reine nnd angewandte Matbematik^ der sicb des 
jungen, fremd nacb Dentscbland gekominenen Abel alsbald vaterlicb 
angenommenj ibn auf aile Weise gefordert nnd sicb scbon dadnrcb 
den Dank der Wissenscbaft verdient bat. 

Abel batte seine wissenscbaftlicben Versncbe mit der Gleicbnno- 

O 

fünften Grades begonnen nnd glanbte ibre Losnng gefunden zn baben. 
Wenn das ancb ein IiTtiim "war, den er selbst bald erkannte, so batte 
er docb das Gnte, die Anfmerksamkeit der norwegiscben Matliematiker, 
namentlicb Hansteens, anf ibn zn lenken nnd ibm deren Unterstûtznng 
zn sicbern, die ibm sein Leben lang tren blieb. Degen in Kopenbagen 
war es, der zwar nicbt den Febler in Abels Anf losnng der Glei- 
cbnng 5^®^ Grades erkannte, aber ibr docb miBtrante nnd Abel 
anf das Feld binwies, anf dem er bald so groBes leisten sollte, 
die elliptiscben Fnnktionen. 

Aber ancb die Algebra bat er nicbt ans den Angen verloren 
nnd gerade in der Yerbindnng mit der Tbeorie der elliptiscben 
Fnnktionen die scbônsten Entdeckungen gemacbt. 

Nacbdem ibm, wie es sein mnBte, die Anf losnng der Gleicbnngen 
5^®^ Grades miBlnngen war, setzte er sicb das Ziel, zn entscbeideu, 
ob diese Losnng nberbanpt moglicb sei oder nicbt; er lieferte so, 
obne von den Arbeiten Rnffinis Kenntnis zu baben, den ersten voll- 
stândigen Beweis der Unmoglicbkeit (1824 — 1826). Aber weit ent- 
fernt damit die Sache für abgetan zn balten, fragte er weiter nacb 
der Natur der speziellen Gleicbnngen boberen Grades, die eine alge- 
braiscbe Anflôsung gestatten. Hatte ja die Kreisteilungslebre von GanB 
bereits solcbe Gleicbnngen kennen gelehrt, und die oben erwabnte râtsel- 
bafte Andentung von GanB, die uns gleicbfalls Abel znerst entriitselt bat, 
wies auf weitere Gebiete bin, in denen solcbe Gleicbnngen auftreten. Es 
war die Teilnng der elliptiscben nnd boberen Fnnktionen, die hier in 
Frage kam, und weiter nocb die Tbeorie der komplexen Mnltiplikation 
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der elliptisclien Fiinktioiien. So lehrte uns Abel eine groBe Klasse 
algebraiscb. lÔsbarer Gleicbungen kennen, die aucb sonst die merk- 
würdigsten Eigenscbaften baben, die beute nocb nach ibm die Namen 
„Abelscbe Gleicbungen^* fübren. 

Abel bat sicb aber nocb eine vie! allgemeinere Anfgabe gestellt, 
namlicb: 

Aile Gleicbungen von bestimmten Graden zu finden, die alge- 
braiscb losbar sind, und zn entscbeiden, ob eine voro-elegte Gleicbuno; 
algebraiscb losbar ist oder nicbt, und ivas damit zusammenbangt; die 
Form eines algebraiscben Ansdruckes zu finden^ der einer algebraiscben 
Gleicbun^ ffenügen kann. 

Hierüber bat er in einer erst lange nacb seinem Tode verôbent- 
licbten unvollendeten Arbeit fundamentale Satze gegeben, auf denen 
spilter Kronecker weitergebaut bat.^) 

9. Eine eigenartige Erscbeinnng in der Gescliicbte der Algebra 
ist Evariste Galois. Er ivar am 26. Oktober 1811 bei Paris ge- 
boren und fiel in einem Duell im Mai 1832, bat also nocb nicbt 
das Alter von 21 Jabren erreicbt. 

Im Alter von 16 Jabren, als Scbüler des Collège Louis le Grand 
bat Galois begonnen, sicb mit den tieferen Fragen der Algebra zu 
bescbaftigen und bat mebrere Abbandlungen darüber der Pariser 
Akademie eingereicbt und in den „Annalen von Gergonne" und in 
dem „Bulletin des sciences mathématiques de Férussac“ veroffentlicbt. 

Die wicbtigsten Ergebnisse seiner Untersucbungen bat er in einem 
Briefe niedergelegt, den er am Abend vor dem verbangnisvollen Duell, 
erfüllt von Todesabnung, an seinen Freund Auguste Gbevalier ge- 
scbrieben bat, der in der Revue encyclopédique und spliter nocbmals 
von Liouville in seinem Journal verôfiPentlicbt ist. 

Galois bat die Tbeorie der Substitutionsgruppen und ihre An- 
wendung auf die Algebra in gewissem Sinne zum AbscbluB gebracbt, 
indem er zeigte, wie aile Fragen, die man in bezug auf eine Glei- 
cbung stellen kann, darauf zurückkommen. Er zeigt, nacb dem er 
scbarf und prazis definiert bat, wsls man unter rational zu versteben 
bat (Rationalitatsbereicb), ‘dafi die ganze Natur einer algebraiscben 
Gleicbung durcb eine Gruppe von Permutationen bestimmt ist, die 
seitdem allgemein die Galoisscbe Gruppe der Gleicbung genannt 
wird. Hieraus findet er auf die einfacbste Weise die Bedingung, daB 
eine Gleicbung von Primzablgrad algebraiscb losbar ist, die er sm 

1) Die Werke von Abel, einscblieôlicli des Nacklasses, sind in zwei Ans* 
gaben erscbienen: die erste von Abels Lebrer und Freund ïïolmboe 1839, die 
zweite von Sylow und Lie besorgt, und 1881 bei B. G. Teubner in Leipzig 
gedruckt. 
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formuliert, dafi aile Wurzeln der Gleichung rational durcli zwei iinter 
ilineii darstellbar sein müssen. Aber auch andere Pragen, z. B. unter 
welcben Bedingungen eine Gleicliuug auf eine andere von niedrigerem 
Grade zurückführbar ist, oder wie man diircli Adjunktion die 
Grnppe der Gleichung erniedrigen kann, nimint er in Angriff, iind 
gibt dabei intéressante Anwendungen auf das damais erst nen er- 
schlossene Gebiet der elliptiscben Funktionen. 

10. Über die Natur des Ration ali tütsbereiches ist in diesen 
Untersuclmngen keine spezielle Voraussetzung gemacht. Er kann 
ans rationalen oder aucb ans irrationalen Zablen bestelien, und es 
kônnen aucb veranderliche Grofîen darin vorkommen, und so bezieben 
sicb aile diese Satze sowobl auf Zablen als auf algebraiscbe 
Funktionen, deren Tbeorie, in Verbindung mit den ans ilirer Inté- 
gration bervorgebenden Transzendenten, in den Hilnden von Abel, 
Riemann und WeierstraB einen boben Grad von Vollendung erreicbt bat. 

11. In der Tbeorie der algebraiscben Zablen freilicb sind durcb 
die allgemeinen Tbeorien die Problème eigentlicb erst gestellt, die 
nun aucb im einzelnen zu Ibsen sind. Es ist das fernere Ziel, die 
Eigenscbaften der besonderen Arten algebraiscber Zablen tiefer zu 
ergründen, und bier bietet sicb der weiteren Forscbung ein unermeB- 
licbes Feld. Es sind bisber nur die ans der Kreisteilung und ans 
der kompîexen Multiplikatiou der eiliptiscbeii Pimktioneu stammenden 
Zablen, von denen wir eine einigermaBen genauere Kenntnis besitzen. 


DRITTES BUCH. 

ANALYSIS. 




Zwanzigster Absclmitt. 

Unendliclie Reilien. 

§ 115. Reilien mit positiveu Gliedern. 

1. Unter einer Zahlenreilie versteken wir eine gesetzmâBige 
Aufeinanderfolge von ZaUeii irgend welcher Art: 

ai, r/o, «3, . . 

und nennen diese Zahlen auch die Glieder der Reilie. Die Reilie 
heiBt nnendlich, wenn das Gesetz so beschaffen ist, daB es ohne 
Grenzen angewendet werden kann, daB also zu jedem Index v das ent- 
sprechende berechnet werden kann. 

Eine solche nnendlicbe Reihe bilden z. B. die natürlichen Zalilen 
1, 2, 3, . . . und allgemeiner die Glieder einer aritbmetiscben Pro- 
gression a, a + b, a + a + 36, . . . oder die Glieder einer geo- 
metrischen Progression 1, a, a-, .... Andere Beispiele sind 

n 2^ 3V..,n^ 

worin der Exponent k eine beliebige positive oder négative Zabi 
sein kann. 

Es kommen aber auch Zablenreihen vor, die nacb vie! kompb- 
zierteren Gesetzen gebildet sind, z. B. die aufeinanderfolgenden Nabe- 

O Z O 

rungswerte eines iinendlicben Dezim al bruches. 

2. Wir betracbten zunachst solcbe nnendlicbe Reiben, der en 
Glieder positive Zablen sind. Ans einer solcben Reibe: 

«i; «2; «s; • • • 

konnen wir eine zweite Zablenreihe ableiten, indem wir die Summen 
der zwei, drei, vier, . . . ersten Glieder nebmen. Wenn wir das erste 
Glied nocb als erstes Glied der neuen Reibe binzufügen, so erbalten 
wir die Reibe 



deren Glied 


A = «i; 

^2 = H" ^^'2 7 

+ üo -j- 

-^4 = a^ + + ^';{ H- ^ 

* * ' J 

■^n ^ ^h + + • • ’ + 

ist. Die Reilie der A^ ist gleiclifalls iiiiendlicli; sie liât ebeufalls 
positive Glieder; sie liât aber nocli die besondere Eigeutümliclikeit, 
daB ilire Glieder mit n zugleicli w a dis eu, daB also 

A, < A, < As < A,, < . • • 

ist. Denu jedes Glied eutstelit ans dem vorliergelieudeii diircb 

Hiuzufügung eiuer positiven Zalil 

Die Reilie der J.,, beifit die Siiuuueiireibe der Ueibe der a^, 
Hat man umgekebrt eiue Zalileureibe A^^^ do, d.j, . , deren Glieder 
positiv sind und ziigleicb mit dem Index waebsen, so erlûllt man eine 
Reibe a ^, . . deren Summenreibe die erstere ist, weiiu man 

Cl^ = <7'2 do d|^ , O’s djj do, * • 

setzt So ist die Reibe der natürlichen Zahlen 1 , 2, 3, . . . die 
Summenreibe der ans laiiter Einern bestebenden Reilie. 

Die Reibe 

1 4 

~2 ’ 8 ^ ‘1 ’ f ) ^ * 

ist die Summenreibe von 

1111 
1 . 2 ^ 2 • 8 ^ 8 . 4 ^ 1 • 5 ^ ' 

U. S. f. 

3. In Bezug auf die Summenreihen sind zwei Eiille zu imter- 
scheiden. Wenn es eine Zabi K von der Art gibt, daB aile d^^ immer 
nnter K bleiben, so haben die Zableu nacb § 25 eine obéré 

Grenze, die wir mit d bezeiclinen wollen, d. h. es sind aile Zablen 
d^ kleiner aïs d. Wenn aber A eine lieliebige, noeb so kleine posi- 
tive Zabi ist, so liegen zwischen d und d — A Zablen A^. Da die 
d^ mit n zugleicli waebsen, so liegen, wenn eiii d^^^ in diesem Inter- 
vaU liegt, aucb aUe d^, in denen n > m ist, in demselben Intervall. 

In diesem Pâlie lieiBt die Summenreibe der d^^ konver- 
gent. Sie konvergiert gegen d, und die Konvergenz ist um so 
besser, je eber man bei gegebenem A in das Intervall (d — z/, d) ge- 
langt. Man nennt d die Summe der Reibe der und setzt aucb 

d === (Zj -f- CTo d” (i^ “k I “h * ' * • 
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Man sagt, die Reilie + «2 + + * • *, füi' die man aticli einen ein- 

zelnen Buclistaben A setzen kann, konver^iert. 

7 O 

Hâiifig bedient man sicb des Zeicbens U (Summe) nnd setzt 
demgemâfî 

worin der Index h bei Z bedeutet, daB h die Werte 1, 2, 3, ... bis 
ins Unendlicbe durchlaiift. 

4. XJm den Grenzwert einer GrôBenreilie zn bezeicknen, bedient 
man sicb des Zeicbens Lim (Abkürzung für limes = Grenze) und 
scbreibt also bien 

(1) Lim = A, 

/i = ;c 

nnd bierin bedeutet das unter Lim gesetzte n = oo (n gleicb ünend- 
lieb), daB A.^ dem Wert A beliebig nabe kommt, wenn n über aile 
Grenzen wâcbst. Man bezeicbnet aucb A, mit etwas ungenanem 
Ausdruck, als die Summe der nnendlicben Menge von Summanden cti^. 
Genauer konnen wir sagen: 

Die Summe einer nnendlicben Reibe von positiven 
Gliedern ist die obéré Grenze aller Summen aus einer 
endlicben Zabi dieser Glieder. 

Wenn die Summe konvergent ist, so kann man durcb Bildung 
der Summe A^ für ein binlanglicb groBes n die Zabi A bis auf jeden 
beliebigen Grad der Genauigkeit berecbnen, und bierauf berubt die 
bâufige Anwendung der nnendlicben Reiben. 

Man beacbte, daB bei der Bildung der Summe A.^ die Glieder 
« 1 , ^^ 3 ; • • • in ibrer Eeibenfolge genommen sind, d. b. daB keiner 

der Summanden feblen darf. Ist aber n scbon so groB, daB A^^ in 
dem Yorgescbriebenen IntervaR (A — z/, ^4) liegt, so bleibt man in 
diesem Intervall, wenn man von den folgenden Gliedern •- 

beliebige, aucb auBer der Reibe, also mit Übergebung von einigen, 
addiert, da ja bierdurcb A.^ nocb vergrôBert wird, aber docb immer 
unter A bleibt. 

5. Wenn aber keine Zabi existiert, unter der die Summen A^^ 
bleiben, wenn also die A^^ für binlanglicb groBe n über jede gegebene 
Zabi binaus wacbsen, dann beiBt die Summenreibe der divergent. 
Die Gesamtbeit der Zablen a,^ bat in diesem Fall keine Summe. 
Man scbreibt dann wobl aucb 

(2) Lim = oo , 

/i — 00 

worin das Zeicben oo (Unendlicb) nicbt eine bestimmte Zabi bedeutet,. 
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Ili. Analysis. 


§ 116 . 


sondem es soll damit nur gesagt sein, da6 die liber jede Zabi 
liinaus wachsen, wemi n iinbegrenzt wachst. 

(>. Als eine notwendige Voraussetzuug für die Konvergenz er- 
gibt sich die; dafi; wenn eine beliebig kleine positire Zabi a ange- 
nommen ist, aile Summandeu kleiner als a sind; wenn n einen 
gewissen, von a abbangigen; binlaiiglicb groBen Zablenwert m über- 
scbritten bat, d. li. es müssen die Zablen die untere Grrenze Null 
baben; in Zeicben: 

(3) Lim = 0 . 

n = CO 

Denn wenn, wie groB aucb in sei; imnier nocli groBere Zablen n vor- 
kommen; für die > s ist; so kann man n so groB annebmen; daB 
in eine beliebig groBe Anzabl h von Grliedern vorkommt; die 
grôBer als a sind; nnd daB also wird* Für jedes gegebene 

s kann aber ha beliebig groB gemacbt werden, wenn man h genügend 
groB nimmt. 

Die Bedingung (3) ist also für die Konvergenz not- 
wendig; aber sie ist keineswegs binreicbend. 

Wir werden spater Beispiele von Reihen kennen lernen; in denen 
die Bedingung (3) befriedigt ist, imd die gleicbwolil divergent sind. 


§ 116, Uiieudliclie geometrische Roiheii. 

1 . Als erstes Beispiel einer unendlichen Reibe wollen wir die 
geometriscbe Reibe 

1 , Xj x", . . . 

betracbten; in der x eine positive Zabi sein solL Für die Smnine \ 
erbalten wir nacb § 63: 

(1) = 1 + a; -h H -f- a.'" - ^ 

= Lu L _ 1 _ x” 

1 — .r. 1 — X 1 — X 

Wenn also x<Cl ist; so sind aile A^ kleiner als 1/(1 — x)j nnd 1/(1 — ,^) 
ist zugleicb die obéré Grenze aller A^^j weil a;" mit unendlicb wacb- 
sendem n imter jede Grenze lienmtersiiikt. 

Es ist daber unter dieser Voraussetzung die Reibe der A.^^ kon- 
vergent; nnd wir konneu setzen 

(2) 1 + a; -1- H ~~_L- • 

Ist aber .‘r> 1, so wacbst A^ mit n über aile Grenzen, da in diesem 


Falle über aile Grrenzen wacbsi Die Reihe der ist also füi* 
cc > 1 divergent. 

Für X = 1 endlicli ist 

A^^l + x + x- h = n, 

imd aucb dies wachst mit n über aile Grenzen. Die Reibe 
1 ‘i- X + x^ -{- x^ • ist daber konvergent^ wenn a? < 1, divergent; 
wenn a; > 1 ist. 

2. Zu den konvergenten geometriscben Reihen geboren aiicb 
die periodiscben Dezimalbrücbe; und der Beweis, den wir in § 75, 11. 
dafür gegeben baben^ daB ein periodiscber Dezimalbrucb immer in 
einen gemeinen Brucb verwandelt werden karui; ist im Grunde nicbts 
andereS; als die Summatioii dieser unendlicben geometriscben Reibe. 
Wenn nilmlicb ein unendbcber Dezimalbrucb 

y = • • • 

die Période 

bat und die dekadiscb gescbriebene Zabi 

= m 

gesetzt -wird; so ist die Bedeutung dieses Dezimalbrucbes: 

y == wlO“-^' + 7)1 10“-*^ + 

-= w l0--^(l + 10"-^ + 10““2/ ^ 

alsO; ’wenn x = 10”-^ ist und der Brucb (2) mit 10^ ei-weitert wird: 


m 



und dies ist ein rationaler Brucb, dessen Neimer eine mit lauter 
Neunern gescbriebene ganze Zabi ist. 

3, Aucb ein nicbt periodiscber Dezimalbrucb ist die Summe 
einer konvergenten unendlicben Reibe, demi ist 

. y = 

S O setzen v^^ir 

y^ == + ^ 210-2 ^ + - • + 

und aile diese y^ sind kleiner als 1; folglicb ist die Reibe y kon- 
vergent. 

§ 117. Weitere Beispiele divergenter und kouvergenter Reihen. 

1. Als ein weiteres Beispiel betracbten wir die unendlicbe Reibe 

1 + 4 + 1 + T + T + • ■ 


( 1 ) 


^uu 


JtJ. I. 


deren Glieder = l/n zwar der Bedingimg § 115, 6. genûgen, die 
aber, wie wir sehen werclen, trotzdem diyergiert. 

Es ist nâmlicli 


i. + > >1=. 

^ 3 4 


i- _|_ Ji -)- ^ + -- > = 


1 

li ' 
1 

2 ^ 


und man kann so die Summe (1) in eiue l)eliebig groBe Zabi von 
Teilsummen zerlegen, deren jede groBer als ist, und deren Gesaint- 
summe also beliebig grofi wird. 

2, Um das Wachseu etwas genauer zu untersuclien, setzen wir 

A = 1 + 4- -- H 1- 

und für irgend ein m: 

^ i + + • • • + 2«'- 1 ■ 

Wenn wir die m Glieder dieser Sumnie durcb. den zu Ideinen Wert 
1/2?/^ ersetzen, so wird die Summe verkleinert, nnd ersetzen wir die 
Glieder durcb l/r/^, so wird die Summe vergroBert. Es ist daber 

1 > <^,n >T\ 

Nebmen wir m = 1, 2, 2", 2^, . . . 2’’“^, so wird 

-d2’'-.l = + ^2 + ^-1 "1“ ^8 + ‘ 

Es ist also 


und wenn n > 2’' — 1 ist, so ist A > ,, und wilcbst daber mit n ins 
TJnendlicbe. Folglicb ist die Reibe (1) divergcuit. 

3. Wir betracbten ferner die Reibe 

( 2 ) 




worin h irgend ein Exponent sei, der nicbt notwendig ganzzablig 
sein muB. 

Ist 7i=l, so gebt S,^ in die eben betraclitete Reibe A über, deren 
Divergenz wir nacbgewiesen baben. Wenn h < 1 wird, so wird jedes 
Glied von nocb grôBer als das entsprecbende Glied von imd 
folglicb wird die Reibe Sj^ dann um so mebr divergent sein. 


8 J.JLO. 
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Es bleibt also nocb der Fall // > 1 übrig. 

Um die KonYergenz in diesem Falle zu nntersucben, bemerken 
wir, daB die S uranie 

^ ^ + • • • + (‘o-,-;; Z if 

vergrôBert wird, wenn wir aile m Glieder durch das erste l/W' er- 
setzen. Demnacb ist 


Dies wenden wir auf unsere Reilie an, indem wir m = 1, 2, 4, 8, . . . 
setzen: 


1 = 1, 

oA “ gA ^ > 

T" gA t" "T ^ ,,2(A-1); 

^ ^ — 
g/r "1" g/; T * ‘ * T ^ 23(A-1)? 


imd ^Yenn wir diese ïeilsumraen bis zu einem beliebigen Gliede hin 
addieren und 

= 1 + ^ + y + ■■■ + -J 

setzen, so ergibt sich 

'^n < 1 + -J—i + + 23(/!-1) h > 

worin jetzt die Surame auf der rechten Seite ins Unendlicbe ausge- 
dehnt werden kann, weil dadurcb die Summe ja nur YergrôBert wird. 

Da nun A> 1, also h — 1 positiv und 1/2^'”^ ein ecliter Brucli 
ist, so laBt sicb die Surame der georaetriscben Reibe auf der recbten 
Seite dieser Ungleicbung nach § 116 finden, und es ergibt sich 

Cf ^ ^ 

und die Reibe (2) ist also konYergent, wenn A > 1 ist, diYer- 
gent, wenn l ist. 


§ 118. Kennzeiclien der Konvergeiiz. 

1 . Es lassen sicb die Resultate der beiden letzten Paragrapben 
durcb eineii allgeraeinen Satz über ReibenkouYergenz wesentlicb ver- 
allgeraeineni. 

Weber u. Wells te iu, Encyklopadie. I. 2. AuH. 


2(3 


Dieser Satz lautet so: 

Ist 

A = a^ + CL^ + (h. + (h -\ 

eine koii vergente unendliche iveihe (mit positiven Grlie- 
derii'), und ist 

7 - 7 : !' 1 : 

^*2; '‘:i? * * 'j to * * * 

irgend eine unendliclie lieilie positiver Zalilen, die aile 
unter einer endlicken Grreiize (j bleiben, so ist aucli die 
Reibe 

K = h\ -|- /l'o (.Ly “I" ^'^'1 "!“•** 

konvergent. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sicli fast A'^on selbet. Demi 
setzen wir 

= aj + a, a,, -| h cin, 

Kn = + • • • + 

so folgt ans don A^oraussetzungen: 

(1) n ni 

imd wenn daher aile unter einer (himze A. bleilx^n, so bleibeu die 
unter der Grenze (jA, imd dics ist (b(d Ueihou mit positiven 
Giiedern) die hinreichende Bedinguiig der Konvcrgeuz. 

2. Diese ScbluBAveise wird in nichts geandert, wenn unter den 
Zalilen l\, /tg, 1'^, . . . aiich Null zugelassen wird, demi daim bleiben 
die positiv; imd die Ungleiebung (1) bloilit bestelien. Es liaben 
also aucli dann iiocb die eine ol)ere Gronze. Darans ergibt sicli: 

Die Summe ans irgend einem Teii der (llieder einer 
konvergenten Reibe ist gleiclrfalls konvergent. 

3. Wenn man in einer nnendlicben Reibe irgend eine 
bestimmte endlicbe Anzabl von Giiedern irgendwie ab- 
andert, so wird in bezug anf die Divergenz oder Konver- 
genz der Reibe nichts geandert. 

Denn ist m so groB^ daB aile abgeilnderten Glioder entbalt^ 
so sind aile A^, in denen n > m ist, durcb die Abilndcrnng nnr um 
eine und dieselbe endlicbe GroBe geandert, und baben also auch nacb 
der Abanderung eine endlicbe Grenzo oder nicbt, je naclidem das eine 
oder das andere vor der Abanderung stattfand. 

4. Die Konvergenz oder Divergenz einer unendlicben Reibe lllBt 
sich in mancben Fallen ans dem Bilduiigsgesetz der Glieder be- 
urteilen, und dazu führt der Satz 1. in Vorbindnng mit den Bcispielen 
des vorigen Paragrapben. Das erste dieser Kennzeicben ist das folgende: 


§ ns. 


20. Unendliche Reihen. 
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Wenn die Glieder der unendlichen Reihe 

+ eu + «3 4 

so beschaffen sind^ daB das Yerliâltnis von einem 

bestimmten n an immer kleiner als ein echter Briicli 
bleibt^ insbesondere also, wenn 

ein echter Bruch ist, so ist die Reihe konvergent. 

Um den Satz zu beweisen, nehme man eine Zahl x an, die der 
Ungleichnng 

d < a.' < 1 

genügt; nnd setze == \x^. Dann ist 

+ i __ ^Oi+i ... ^ f) 

folglich, da Q : x ein echter Bruch ist, 

A„+i < K- 

Die bilden also eine Reihe abnehmender positiver Zahlen 
und bleiben daher aile unter einer endlichen Grenze. Da x ein echter 
Bruch ist, so ist die Reihe 

1 + + • • • 

konvergent, und nach dem Satz 1. konvergiert also auch die Reihe 

li\X + + h'^x^ + * • • == «1 + «2 + «3 + * ‘ * • 

Ist der Grenzwert grôBer als 1, so waehsen die mit 

n zugleich und kbnuen also nicht den Grenzwert Nul! haben. Mithin 
ist die Reihe schon nach § 115, 6. divergent, 

Der Grenzwert 1 für den Quotienten kann aber sowolil 

hei divergenten als bei konvergenten Reihen vorkommen. 

Die Reihen, auf die wir die Frage hier zurückgeführt haben: 

X = li-^X + li^X" + + * * * ; 

heiBen Potenzreihen in bezug auf x, Sie sind konvergent, wenn 
die Ag, 7%, . , , endlich bleiben und x ein echter Bruch ist. Zu 

dieser Klasse gehôren auch die unendlichen Dezimalb ruche, die 
man erhalt, wenn man â; = l/10 setzt und unter /q, /jg, . . . 

Ziffern, d. h. Zahlen ans der Reihe 0, 1, . . 9 versteht. 

5. Dieses Kennzeichen der Konvergenz ist auf das Beispiel der 
Reihen § 117, 3. nicht anwendbar, denn wenn ist, so ist 

26 * 



4U4 


axA. XXXI «ji J OA O. 


s us. 



und diese Qnotienten baben den Grcuzwert 1, was aucb h sei. Es 
gibt aber tinter den S,,, wie wir geseben baben, sowobl Iconvergente 
als divergente iteihen. 

Wir kônnen aber ans diesem Beispiel selbst, das wir direkt nnter- 
sucbt baben, ein neues Kriterinm gerade fur solcbo Falle herleiten, 
in denen das erste Kriterinm obne Entsebeiduug lilBt. 

Wenn mit n über aile Greuzeu wilcbst oder einen 
von Null verschiedenen Grenzwert ff bat, so ist die Reibe 
+ flj + rts •+ • • • divergent. 

Denn unter einer dieser Voraussetzungen lilBt sich eine positive 
Zabi c so anuebmen, daB von einem binlanglicli groBom Werte m 
von n an 

ist. Es ist also auch 

+ "■»+i + + • • • > ^ (,1 + w + a + ■■■)’ 

land die Summe auf der reclitcn Seite dieser Uugleieluiiig wird mit 
unendlich waclisender Gliederreilie uneudlicli (iiadi § 117, L). 

(j. Hieniach ist z. B. die lieilie 

^ -U ^ -I- -U ^ ^ 

"1“ ci + 2/î a + ‘ ^ 

in der eine positive Zalil ist, divergent, da der (Ireiizwert von 


-Il 

o: -Ç (Il I. 


■{ 


a 

n 


+ (i 


gleicb 1 : /3, also niclit gleich Null ist. 


7. Wenn ein Exponent h, gefiuiden werden kaiui von 
der Art, daB 

Lim === // 


ein endlicher Grenzwert ist, ho ist die Beilie 

konvergent, wenn A>1 ist. 

Demi nacli dieser Voranssetznng liegen die Zalilen 

ay = 

aile unter einer endliclien Grenze, und da nach § 117, die Reilie 
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§ 118. 


^ ^ + s'- + ^ 


konvergiert, so konvergiert nach 1, auck die Reilie 
^•'l + -ÿ- + ÿ- "1 <''l + «2 + «3 + ' 

8 . Ist 


/‘(n) == an^*- + ^ 4 - - . • 

worin a, gegebene Zalilen shid, von denen a positiv 

angenommen ist, so ist 


' U n” 


+ 


uîid der Grenzwert dieses Ausdruckes für unbegrenzt wachsendes >? 
ist also gleicli a. Ds bleibt also 

"" =/• 
m ” 

nnter einer endlicken Grenze, und die Reike 

l 


. -L -L -L _L _ 1 _ 
/•(1)^/’(2)^A3) 


J — 4. — L . . . = _?^L. _i_ 4. 4. 

“ ^YO^ “ Y-/QN “ ^/< 1 ci/< ” çih “ 


ist, wenn A > 1 ist, konvergent. 


9. Hiernack ist z. B. die Summe der reziproken Werte der anf- 
einanderfolfîenden Dreieckszaklen 


1 


Ji -j_ 4. A 4- JL _i_ i_ _L -L _i_ . . . 

3 ^ 6 ^ 10 ^ 15 ^ 21 ^ 28 “ ^ 


deren allgemeines Glied 


= 


n(n-j-l) 


ist, konvergent. Wir sind kier in der Lage, die Summe wirklick 
bestimmen zu konnen; demi es ist 


= 


und folglick 


2 

n 


" iiOi-|-l) n 

^ + ^2 + % + ■ ‘ ■ "k 

= ^ “ y) + (t “ t) + • • • + G - ,TTî) = ^ (1 - , 7 ^ 1 ) . 

was für n === 00 den Wert 2 erkalt. 



§ 119. Die Basis des natürliclieii Logaritlnneiisysfeius. 


1. Wir haben frülier bei (1er Tbeorie der Logaritlimeu geseben, 
diirch welche Erwâgiiugen Neper duraiif gefübrt wiirde, als Basis 


seines LogaritbmensysteniB eiiic Zabi (1 + zi)-^ 7ai bciiutzen, 
z/ eine sebr Ideine Zabi (bei Neper eiii Zeluimilliontel) war. 
man z/==l/n, so komint man anf eine Zabi von der Form 



woriû 

Petzt 


worin n eine sebr groBe Zabi ist. Uni (iber die Natiii* dicser Zablen 
die aile positiv sind^ AufscbliiB zu erbalten^ nelimen wir zunlicbst n 
als ganze Zabi an und entwickeln fur eiii uiibestiinmtes u iukjIi dem 
binomischen Satze. Wenn wir in der f'onnei 


n • n — i ’ H — ’ ( // — vu 1) ) 




+ 

X = 1 : n setzen, so folgt: 

(1) (i + i)-_2 + (i- + ;),?, + ■■■ 

+ (' “ «) (' ' ■ ») (' “ «) ■ ■ ' (' “ ”» ')»'!’ 

woraus zunachst zu scblieBen ist, daB alb». Zalileii N grüBer als 2 sincl^ 
da aile auf das erste folgonden dlieclcr positiv sind. Aiidererseits 

erbalten wir, wenn wir für aile Diiferenzen 1 - \ 1 1 — - 

die groBere Zabi 1 setzen: 

(2) (i+ ;,)'<2-i- +■•■+ 
da mm ferner: 

21-2, 3!-2-B>2“, v/!>2''-^ 

ist, so folgt iim so mebr: 

+ 1) < - + -i + ‘2- '1 — J - 1 ’ 

und indem man die geometriscbe iieilic nacli ^ 110 vSiuinniert: 


(3) 



<b. 


Es sind also aile diese Zablen A’’ Icleiner als iind sie miissen 
folglicli (nacb § 25) eine obéré Grenzo liaben, die wir nardi einem 
feststebenden allgemeinen Gebriuicli mit dem BiKîlistalxjn rj bezeicluien. 

2, Wir beweisen weiter, daB die Zablen N ziigleicb mit n 
wacbsen. Zu dem Ende bemerkeu wir, daB die Simimauden auf 


§ 119 . 
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der recliten Seite von (1) aile positiv sind, und daB wix also den 
Ausdruck verkleinern, wenn wir einen Teil der Glieder weglassen. 
Ist also m < so ist 




ferner ist, da m < n ist, 
1 


> 1 ~ 


1 - “ > 1 


m\^ 


imd mitliin ist a fortiori: 

Die recbte Seite dieser Dngleicliung ist aber, wie ans der Formel 
(1) folgt, wenn darin m für n gesetzt wird, gleichi ; und 

folglicb, wie bewiesen werden sollte, 


(5) (l + 1^-)" > (l + I y , svemi « > m . 
Wir scblieBen bieraus, daB fiir jedes n 

(6) e > (l + 4) ^ 


daB N sich dem Grenzwert e um so mehr annâkert, je 
inehr^^ wacbst, und daB N für hinlanglicb groBen diesem 
Grenzwert beliebig nahe kommt, oline ihn docb volD 
stllndig zu erreichen. 

3. Man kônnte liiernacb die Zabi e durcb Ausrecbnung der 
Potenz (^1 + für ein binlanglicb groBes n bis zii jedem Grad der 

Genauigkeit finden. Wegen allzngroBer Weitlanfigkeit ist aber dieser 
Weg praktiscb uicbt gangbar. Ein viel einfacberer Weg zur Be- 
recbnung dieser Zabi ist folgender: 

Aus (4) und (6) folgt für jedes m und jedes grôBere n: 

(7) « > 2 + (i - t) îf + (‘ ” t) ('■ “ ir) aï + ■ ■ ■ 

Da nun, wenn man n binlanglicb groB nimmt, für jedes ge- 
gebene m die Faktoren 



(I-I). (‘-.r)> (*-v)- 

der Einheit beliebig iiahe gebracht werden kouueu, so folgt ans (7) 
fur jedes beliebige mi 

+ 3! +--- + »V! 

und mit Hilfe von (2): 

(; > 2 H- + 3 ! + • • • + ,^ > (l + .,1, ) • 

Nim kônnen nach der Définition von d die beiden Zalilen e nnd 
^1 -f einander so nate gebraclit werden als inan will, und mit- 
liin koinmt aucli die zwisclicn ibneu gelegeiie Sumine 

(8) ^+o, 4-3-+--' + J! 

dem Werte e so nalie, als iiian will, wenu m liiulilnglicli groli ist, 
und dieser Ausdruck kann daim loiclit in oiiieu Doziiualbrucb um- 
gewandelt werden. 

Hiermit ist die Konvergenz der unendlicdien Iveilie 
1 _L .L 4, ^ ^ i- -1 

bereits nacligewiesen. Sie folgt aber aucli ans dem allgcnnoinen Kenu- 
zeichen § 118, 4., demi es bat hier 

_ ^ 1 

den Gi*enzwert Niül. 

4, Um eine Scliatzung für die Grofie des l^'elilers zu gewinnen, 
den man begebt, wenn man r ans dem Ausdnadc (S) berecimet, 
setzen wir 

e = 2 + ' H- ^ -h • - + - + I 

und für ein beliebiges n > m : 

6 = 24-^^ -L ^ . . . _L ^ _j. J ^ 

~ 2! ’ îi! ” ™ ^ 

Darans folgt durcir Subtraktion 

^ ^ ^ - 4- . . . _i_ ^ 

= + 1 ^ . V 

(w -f 3) ! V ' m 2 (ni ‘■2) (ni -f- îî) ^ ‘ (ni 2) (m + :-i) • • • / 

Es ist aber 
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^ w + 2 {m + 2) {m + 3) 


< ^ + T + + 


{771 • 
1 


■ 2'j{w + 3 ) • • • 


.J 1 

’ .-)« — 7 / 1+1 7 


und die letzte Summe ist o;leich 2 ( 1 ~ --- - ] , also 
Folglich ergibt sicli ^ ^ 

2 

-^n T ; ~ _|r^, » 


kleiner als 2. 


und da man nun nach 3., indem man n groB genug nimmt, 
so klein maclien kanii als man will, so folgt 


(9) 




0« + i): 


Die Bereclinuiig des Ausdruekes (S) ist leicht, da man, um das 
Glied ans dem («i — l)®"*'' zu erhalten, dieses nur durch m zu 
dividieren hat. Man erhâlt z. B. auf siebeu Dezimalstelleu richtig: 

2 

0,5 

0,1666666667 

0,0416666667 

0,0083333333 

0,0013888889 

0,0001984127 

0,0000248016 

0,0000027557 

0,0000002756 

0 ,0000000251 

2,7182818 

Ein genauerer Wert ist 

e = 2,7 1828 1828 45 9045 23536 02874 71353. 


5. Von der Voraussetzung, da6 in dem Ansdruck 


iV = 



n nur als ganze Zabi \7aclisen sollte, kônnen wir uns leicht befreien, 
und damit den allgemeinen Satz beweisen: 

Der Grenz'wert von 
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III. Analysis. 


§ 119 . 


(i+ “)'<(*+ ?,)'■ 


fflr ein irgendwie unbegrenzt wacliseiides x ist gleicli 
der Zahl e. 

Dies ergibt sich aus dem jetzt zu bewciseiulou Hilfssatze: 

Ist X < y, so ist 

( 10 ) 

Wir baben in § 63, 3. für eine beliebige gaiize Zabi n die ideu- 
tische Gleicbting bewiesen 

^ a”-V) + a‘-nr + 1 - ah’-' + l>"-\ 

a — h 

worin a imd h ganz beliebige GrôBeii soin küniien. 

Nebmen wir a nnd h positiv viiid a>h an, so wird die Summe 
anf der reebtea Seite, die ans n positiven Glicdern bestcht, vergrofiert, 
Avenn wir h durcb a ersetzen, uiid es ist dabor 

„_i 

< n (i/^ ‘ 


(I — b 

a" — — 


O der 

(11) 

woraus weiter folgt: 

( 12 ) ^ (//' — ( et — h)) < 1/’ 

unter der Voraussetzung (i'> h. 

Wir verstehen iiüter p eine zweite gaiizi^ Zahl uml setzen: 


«•=l + a-l’ 


1 -I- 


a — h 


, (I, — il> { (( h ) 1 J 


n{)i — 1) ^ 

nnd dann ergibt die Ungleiclunig (12) 

(l+„,-:l) 

nnd indein maii diese Formel wiederholb ai)\vendét: 

wenn m nnd n zwei positive Zalil(.‘,n sind vaid 

1)1 < )i 

ist, Diese Ungleiclunig bleibt ricbtig, wonn wir redits nnd links die 
\Y^ip 2 el zielien, nnd wir erhalten 


(‘+ 3 "< ('+::) 


(13) 
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Irgend zwei positive rationale Zahlen x, y lassen sicli nun 
mit demselberi Nenner darstelleii; und ^vir koiinen also^ Tvenn x<iy ist, 


Vl H 

~ P ^ ^ P 

setzen. Dann aber geht die Ungleicliiing (13) in (10) über, und 
diese ist also für rationale x und y bewiesen. 

DaB aber der Satz aucli für irrationale x und y nock ricbtig 
bleibt, folgt aus dem Pundamentalsatz der Stetigkeit (§ 37, 8. 
und § 26, 5.). 

Daraus folgt nun unmittelbar die Ricbtigkeit unseres Satzes. 
Denn sind ni und )i ganze Zahlen und 


ni <Cx a n, 


so ist 




und wenn also ni liinlânglich groB genommen wird, so kommt (l+ .^ ) 

( 1 \ . 1 * ^ ^ ^ 
1 + — j der Zabi e beliebig nabe. 


G. Wir kônnen den Satz 5. nocb dabin erweitern, dafi X aucb 
dann nocb die Grrenze e bat, wenn x negativ ist und dem absoluten 
Werte nacb ins Unendlicbe wâcbst. 

Setzen wir namlicb in der Ungleicbung (11) 


so folgt 


iind folglich 


h = 

1-^, 

a 

- h = < 


H- ’ 


n- 

1 - 

(i - 

< 




n 

>(' 

-Ç)> 

1 - 

n 


Da sicb nun mit unendlicb wacbsendem n und festgebaltenem j; 
die recbte Seite dieser Ungleicbung der Grenze 1 nâbert, so folgt, 

n 

daB sicb aucb (^1 folglicb aucb (^1 — mit unendlicb 

wacbsendem n der Grenze 1 (von unten ber) annabert. Setzen wir also 


s O ergibt sicb für 
wert 1. 


n 



and ein unendlicb wacbsendes x der Grenz- 
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Es ist aber: 




md da ^1 -|- -^1*^ den Grrenzwert r und die liulce Seite deu Greiizwert 1 
bat, so hat den Grreuzwert 1 : r und tblglicdL uucli 


den Grenzwert wie bewiesen werden sollfce. 



Einiindzwauzigster Abschnitt. 

Unendliclie Eeilien mit positiven und negativen 

(jliedern. 


§ 120. Allgemeiiie Définition der Summe einer unendliclien Reilie. 

1. Es genügt für die Anwendungen nicht, unendliclie Reihen 
mit nnr positiven Gliedern zu betrachten. Man muB die Unter- 
sucb-ung auch auf solche Reihen ausdebnen, in denen positive und 
négative Glieder vorkommen. Wenn die Anzalil der negativen Glieder 
endlich ist, dann kann die Frage nacli der Konvergenz durcli den 
Satz § 118, 3. auf den Fall von nur positiven Gliedern zurückgeführt 
werden. Wenn aber die Anzalü der positiven Glieder sowohl als der 
negativen unbegrenzt ist, müssen v^ir einen anderen Weg eiuscblagen; 
wir kommen in diesem Falle nicht mehr mit dem Begriff der oberen 
Grenze aus, sondern müssen den Begriff der Grenze allgemeiner 
fassen. 

2. Es sei jetzt 

^ 3 ^ ^ 4 ; • • • 

eiiie unendlicbe Reibe von Gliedern, für die in bezug auf die Vor- 
zeieben keine Bescbrankuug bestebt. Wir setzen wie früber: 

= Cji + Cj + Cg + • • • + c„. 

Es sei G irgend eine Zabi, ^ eine beliebig kleine gegebene positive 
Zabi und a, /3 seien zwei Zablen von der Bescbaffenbeit, daB 

(1) «<C</3, 0<fi-cc<^ 
sei. 

Es beiBt dann C die Grenze der Zablen Cl, C^, . . ., C^, . . 
wenn man die Zabi m so bestimmen kann, daB 

(2) a < C,^ < /3, wenn n > m > 



Es siud also die (7,^ Nâherungswerte für die Zalil (J iii demselben 
Sinne, wie wir diesen Ausdruck im § 26 gebrauclit liaben. 

Wenn eine solche Zabi C existiert^ so setzen wir Lim 6"^ = C 
und nennen C die Summe der uiieiidlicbeu Reilie. 

Wir konnen dann aiicli sageii, dalî die Groüen bci waehseii- 
dem n um den Wert C schwanken, dafi aber die Scbwankuugeu 
immer kleiner werdeii und scliliefilich rinter jede Grenze lierunter- 
sinkeUj wenn n unbegreiizt wilcbst. Wir sclireiben in diesein Falle 

C = + €.2 -\- + • • • 

und die Reibe, die wir aucb die Reibe C nennen, wird dann koii- 
vergent genannt. Für den Fall, wo die . . . aile ])ositiv 

sind, flillt diese Définition der Konvergenz und der Summe der Reibe 
mit den früber gegebeuen zusaminen. 

3. Als allgenieines notwendiges und binreicbendes Jvennzeiclien 
der Konvergenz ergibt sicb folgendes: 

Man bezeicbne mit w, n irgend zwei natürlicbe 
Zablen und setze 

(3) H + 

Die Reibe C ist konvergent, weiui dem ahfioluteu 
Werte nacb kleiner wird als eine beliebig kleine Zabi w, 
sobald n und n m beide groBer sind als eine liinlilng- 
licb groBe Zabi N. 

Diese Bedinguug lilBt sicb in unserer Zeiebeusp radie aucb so 
ausdrûcken 

(4) = 

iV SS O) 

Sie ist aber nicbt bloB binreidiend, sondern aiuîb notwendig. 

4. DaB die Bedlngung (4) für die Konvergcmz notwendig ist, 

ist leicbt einzuseben. Demi wenn immer nodi grüBor werden 

kônnte als irgend ein positives co, wie groB audi N sei, so würden 

P P ^ n 

H- m '' ‘‘ti, tu 

gleidifalls groBer als œ sein konnen, wie groB audi angonoinmen 
ware; die Scbwankungen von würden also nidit unter o berimter- 
geben, wie groB aucb n augenommen würde. 

5. Um nacbzuweisen, daB die Bedinguug (4) audi liinreicbend 
ist, müssen wir aus ibr die Existenz einer Zabi (J ableiten, die natür- 
licb im allgemeinen irratioual sein wird, selbst daim, wenn die Zablen 
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rational sein sollten. Diese Zahl C müssen wir aiso clurcli einen 
S cil ni tt definieren (§ 24). 

Greifen wir irgend eine Zalil ans der Reihe der reeilen Zahlen 
heraus^ so ist Yon zweien nur eins moglich: 

a) Wie groB aiicli iV" sei, es gibt immei* nocli Zalüen n > iS”, 
füi* die Z wird. Ein solclies z wollen'wir eine „Zalil 
nennen. 

/3) Man kanu N so groB annehmen^ claB, wenn n > N ist, imnier 
^ ist. Ein solclies z soi! eine „Zalii 1/^ lieiBen. 

Tinter der Voraiissetznng (4) gibt es sowobl Zablen a ais 
Zablen h. Denn nacli (4) konnen wir so groB annebmen, dafi, 
was au ch m sei, 

+m ~ ^\t ^ (dem absoluten Werte nach) 

für ein beliebig anzunehniendes positives m. Folglich ist, wenn wir 
den Wert Uq festhalten und n = setzen, für jedes beliebige 7n: 

Ist also .s- > 6),^ 4- to? so ist ^ eine Zabi h. 

Ist aber z < C\^ — so ist z eine Zabi a, und sonach existiereu 
diese beiden Arten von Zablen. Überdies ist jede Zabi a kleiner als 
jede Zabi &, und die beiden Zablenarten «, h werden also durcb einen 
Scbnitt Yoneinander getrermt. Dieser Scbnitt erzeugt eine Zabi C, 
Yon der wir nun nocb nacbzuweisen baben, daB sie die Grenze der 
ist. Dies ergibt sicb so: 

Ist a eine beliebige Zabi a, /3 eine beliebige Zabi h, so ist, wenn 
wir ausscblieBen, daB a oder jÔ gleicb C sei, nacb dem Begriff des 
Scbnittes 

(o) «<C</3. 

Wir nebmen nun eine positive Zabi co so klein an, daB aucb nocb 

(6) a CO <C. G <i P — Cl 

ist, mit anderen Worten, daB aucb nocb a-^co eine Zabi a und jS — ci 
eine Zabi h ist, und nebmen N so gToB, daB, wenn Hq und Hq + m 
grôBer als N sind, 

C^) ^'n^— ^ < Gn^ + m < + 03. 

Nun laBt sicb wegen a) und j3) eine Zabi n-Q > AT so annebmen, daB 
a + ^ ~ ûi > daB also 

(8) a < + a < fi, 

und wegen (7) für jedes positive m: 

« < + £0 < /3, 



also wenü + m = n gesetzt wird, lur jedcB liiuliuiglicU groBe n: 

(9) 

Ans (5) und (9j aber ergibt sich, daB (• die Ureiizo der ist, wie 
bewiesen werdeii sollte. 

f). Hiernacb liiBt eich das Tlieercni 118, 1. daliiii erweitern: 
Lst 

% 4" 4" ”t" ^^'4 4~ ' ’ * 

eiue konvergeiitc Reilie aus j)OBitiv(Mi (iliedcni niul sincl 

//j J /lo ; /';l, /'.t; • • • 

positive oder négative^ Zalileii, iliroin ahsoliiten 

Werte naeb unter eiuer eiidliidien (irojize (/ bloihen, so 
ist au cil 

/^'iCh + /‘Vb' 4- I 1 

konvergent. 

Denii es ist 

4” 7, -j. 1 1 . I "I I n \- n l- ni 

dem absoluten Werte nacli kleiiier als 

4“ I I 1-,.)^ 

woraus die Kouvergeiiz folgt. 


§ 121. UnbiMliagte niid bedingle Kouvergeaz. 

1, Es luogen mm. iii der Ileilui 

((£) r., r,, r,j, . . , 

sowobl positive als négative Glied(‘r vorkoinmeii. VVir hezeiclmen 
die positiveii miter iliuen mit 

(St) «1, rt,„ . 

und die négative n mit 

(35) - h,, - h,, h,, ... 

In (SI) und (SB) solleii die Olieder in dtn-stdbe.u Ibdlumfolge genommen 
sein, wie sie in ((S) vorkojnmen, und Ixude Ibnlien Hollen unend- 
lich sein. 

Wenn die Summen 

A -■ ((^ + (L 1- 4“ • ’ 

|. 4 .... 
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beide konyergieren, so konvergiert aucb die Summe 
C — + Cg + C3 “b • • • , 

und es ist 

( 1 ) ^ A- B. 

Denn wir konnen 

+ ^2 + <^3 + ' ' ' + 

zerlegen in 

% + <^2 H" ’ ‘ ‘ ■” ^2 ~ ’ 

und wenn n ins Unendlicbe wacbst, so wachsen auch ^ und v ins 
ünendlicbe. Es ist also 

Lim = Lim — Lim 

was auf die Gleichung (1) fübrt. Wir baben damit den Satz bewiesen: 

Eine unendlicbe Reibe mit positiven und negativen 
Gliedern ist immer konvergent^ wenn die Reibe der 
positiven Glieder für sicb und die Reibe der negativen 
Glieder für sicb konvergiert. 

Unter dieser Voraussetzung ist aucb die Reibe aus lauter posi- 
tiven Gliedern konvergent, die man erbalt, wenn man die Glieder 
Cl, C2, C3, . . durcb ihre absoluten Werte q', Cg', . . ., d. b. wenn 
man die 1)^ durcb — })• ersetzt, und zwar ist die Summe 

G ~{~^2 = 

und umgekebi-t kann die Reibe G' nur dann konvergieren, wenn so- 
wobl A als B konvergent sind. Eine Reibe, die konvergent bleibt, 
wenn aile Glieder durcb ibren absoluten Wert ersetzt werden, beilît 
unbedingt konvergent. Bei diesen Reiben gelten im wesentlicben 
dieselben Gesetze, wie bei den Reiben mit nur positiven Gliedern. 

2. Wenn von den beiden Reiben A, B die eine konvergiert, die 
andere divergiert, so kanu die Reibe G nicbt konvergieren, denn es 
wird dann G^^ = A^^ — B^, positiv oder negativ unendlicb, je nacbdem 
A oder B divergiert. Anders ist es aber, wenn die Reiben A und B 
beide divergieren. Dann wird zwar die Reibe C', deren Glieder die ab- 
soluten Werte der Glieder von C sind, sicber aucb divergieren. Es 
kann aber trotzdem die Reibe G konvergieren, da sicb das unendlicbe 
Anwacbsen ins positive und négative Unendlicb bei A^^ — B^, gegen- 
seitis: auso-leiclien kann. Wir baben es dann mit einer besonderen 

O O 

Art von Reiben zu tun, die man bedingt konvergent neimt. Der 
Grund dieser Bezeicbnung wird nacbber nocb deutlicber hervortreten. 

3. Für die bedingte Konvergenz baben wir nicbt so bestimmte 
Kennzeicben wie für die unbedingte. Es gilt aber der folgende eiii- 
facbe Satz: 

Webar u. Wellstein, Encyklopiidio I. 2 . Aiifl 
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W&nn iu einer Reihe, dereu Grlicdcr iibweclisoliulü Vor- 
zeichen haben: 

( 1 ) F = p^— Pi + Ps - P.i + P:, 

die Pi, Pi, Ih} Pif ■ ■ ■ positive abneluiiejule G rüBen sind, also 
für jedes n 

(2) Pn<Pn-lf 
imd weiin 

(3) i'-'ini P,. = ^ 

n = oc 

ist, so ist P konvergeut. 

Der Beweis ist selir eiiifacb: J.)a die Dillereiizcii 


Pi —P-ti Ps — Pi! 'P:< ~Pk! • • 'J P-im^i — P-im 
aile positiv sind, so sind, wenn Avir 

i’n = Pi - Pi + Pi - Pi -1 i t'» 

setzen, die P„ aile positiv, mul die yuiiuuei) 

F F F F, 

bilden eine Reihe wachscnder Zahlcîi. .I.)a<i;c|i;eii hildeii die 

n J) I) P 

J. J ^ J. ;j J I. r, J . . . ; J. O _ 1 

eine Reilie abiielimeuder Zablen, denu ok isf-. z. ib 

=Pl, ^\^Pi - 
= Pl (ib - Pii) - {Pi -- P:.)> ■ ■ ■ 


Es ist zugieicb 
also positiv, iind dalier 


P — = 7 ) 

■'■L'ï/i-'i ./Hm? 


Po, 




Wegen (3) nliliert sicli aber dio Diiïbronz ■" 

endlicb wacbsendem m dcin Groiizwort Nnll, und dainit ist bowieseu, 
dafi die beiden GrroBenreiheii d(‘rscil)tai (Irenze 

P znstreben, (Vgl. denselben SohlaB iii ^ H(S.) 

4. Wenu zwar die Redingiiug (jÎ), uiclit aber ()>) ('.rlullt ist, 
wenn sich also die mit luiendlieli wac-liseiideni ii- eiiuo* von Null 
verscliiedenen Grenze naliern, so liaben die oiiu^ ol)oro, die 
eine nntere Grenze, aber diese Grenzen siivd nielit einander gleieb. 
Die Summe P^^ nahert sicli daher zwei vorschiedmiou Greiizeu, je 
naebdem man mit einem geraden oder ciiieiu migoraden n abbricbt. 
Solcbe Reiheu, die übrigens in don Anwendungen w( 3 Hig vorkommeii, 
nennt man oszillierende Reilion, woil ihr Wivrt gewissermaBeu 
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zwischen zwei Werfcen oszilliert. Das einfachste Beispiel eiuer Reilie 
dieser Art ist 

diese Summe hat den Wert 0 oder den Wert je naclidem man 
eine gerade oder eine ungerade Zabi von Gliedern addiert. Zu deu 
konvergenten Reihen sind diese iiicht melir zu recbiieu. 


5. Zu den Reihen , die nach dem Satz 3. konvergieren, gelioren 
miter anderen die beiden folgenden 


(^) 

( 0 ) 


p = 1 
<2 = 1 


2*3 

,A+A 

3^5 


4 5 

..1 + i 

7^9 


— g H” 

1 , 

Il 


Die Reilie F eiitliâlt aile Brüclie mit dem Zahler 1 (Stammbrüchej, 
die mit ungeradem Nenner mit dem positiveo, die mit geradem Nenner 
mit dem negativen Zeichen. Die Reihe Q entlialt nur Glieder mit 
uno’eradem Nenner, aber gleiclifalls mit abwecbselndem Zeichen. Es 
zeigt sich hier aber eine eigentümliche Erscheinung. Wir setzen 
zur Abkürzung: 


£/■„ = 1 + - 3 - + y + 


+ o' 


2 a ^ 1 ^ 


6', 


+ -V- + ^ + 


m _L 

“ 2-ij^ 


S ~ 1 ^ - j_ JL _L j_ . . . _L JL, 

Dann ist 

und die Summe der 2^1 ersten Glieder der Reihe P ist: 


P^n— ^n' 

ferner ist 
und folgiich 

(6) An= U,-G. = 2{L\-G,:). 

Xun ist aber — 6rg„ die Summe der 3^^ ersten Glieder der Reihe 


(^) 


P = 


2 4 ^ 


i _i __i m A 

'3 6 8 5 



die ebenfalls aile Brüche mit dem Zahler 1 enthâlt, imd wie die 
Reihe P die mit ungeradem Nenner mit dem positiven, die mit 
geradem Nenner mit dem negativen Zeichen. 

Die Glieder der Reihe R sind aber nicht der GroBe nach ge- 
ordnet^ sondern es folgen auf ein positives Glied immer zwei négative, 

27=^ 


dann wieder ein positives u. s. f. Die Gleichung ( 6 ) zeigt aber, dafl 
auch R konvergiert, und daB 

R == IP 

ist. Es bat also die Reilie R eine andere Summe als die Reibe P, 
obwobl jedes Glied, das in der eiueii Reibe vorkommt, aucb in der 
anderen enthalten ist und umgekebrt. 

Dies Résultat erscbeint anf den ersten Blick paradox, und es 
wird es nocb mebr, wenn man sicb, wie es bisweilen gescbiebt, so 
ausdrückt, daB die Summe einer solcben Reibe von der Reibenfolge 
der Summation abbangig sei, was dem kommutativen Gesetz der 
Addition zu widersprecben scheint. Der wabre Grund der Erscbeinung 
ist der, daB in der Summe R^n"^ ^war aile Glieder vorkommen, 

die in Pg,^ entbalten sind, aber auBerdem nocb eine gewisse Anzabl 
negativer Glieder, die in P erst spater auftreten, und die Anzabl dieser 
Glieder wacbst mit n ins Unendlicbe. 


6 . Dieses Verbalten der bedingt konvergenten Reihen wird sebr 
geklart durcb eine Betracbtung von Diricblet^), die zu eiuem merle- 
würdigen Satz fülirt. 

Es seien . , , , 

^ ~ -f- ^^2 ? 

J5 = "t“ ^^2 "H ^3 + • • • 

zwei divergente Reiben ans posifciven Gliedern. Wir setzen aber 
voraus, daB 

( 8 ) Lim 

sei. DaB es solcbe Reihen gibt, baben wir in § 117 gesebeii. Wir 
kônnen z. B. die vorbin benutzten Reihen 


0, Lim == 0 


dafür nebmen. 

Wir bilden eine Reibe 


1 + -g- + y + 7 + 


C = 6*1 + Cg + + * • * ; 

deren Glieder Co, . . . dieselben Zablen sind wie die 

62 ; • • •; jedoeb so angeordnet, daB wir zunachst eine Anzabl posi- 
tiver Gbeder ag, . . dann eine Anzabl negativer Glieder — 
hierauf wieder einige positive Glieder dann wieder négative Glieder 
— nebmen, wobei jedoeb zu beachten ist, daB die Glieder a 

sowobl als — fc in ibrer Reibenfolge zur Vorwciidung kommen, obne 
daB eines übergangen wird oder mebrmals vorkommt. 


1) Zuerst publiziert in Riemanns nacbgclasBener Abbaiidluug: „Über die 
Darstellbarkeit einer Fimktion diircli eine trigonometriBchc RcihG‘S 


ganz einfachen Überlegung. 

Nehmen wir x positiv an, so kônnen wir, da die Reihe A unend- 
lich wirà, mit der Summation von Grliedern a so weit geken, da6 die 
Summe grÔBer wird als und daB der ÜberscliuB liber x kleiner 
ist, als das zuletzt hinzugefügte a. Hierauf nimmt man so viele Grlieder 
— bis die Summe wieder unter x keruntergesiiukeii und der 
Unterschied kleiner ist als das zuletzt abgezogene h. Darauf addiert 
man Glieder a, bis man wieder liber x gekommen ist, und fiibrt be- 
liebig lange fort. Der Unterscbied zwischen der Summe und der Zabi x 
ist immer kleiner als das zuletzt hinzugefügte Glied a oder — h und 
kann also wegen (8) unter jede Grenze heruntergebracbt werden. Die 
so gebildete Summe G konvergiert also gegen Xj und damit ist der 
Satz bewiesen. 

§ 122. Der Abelsche Satz vou der Stetigkeit der Poteuzreilieiu 

1 . Wir haben in § 118 schon Reilien von der Form betrachtet 

(1) S(jO) == d^X -|- Cl.iX" "f" * * * ; 

die wir Potenzreihen genanut haben; c/g? ••• keiBen die 
Koeffizienten der Reihe, x das Argument. Wir haben gesehen, 
dafi diese Reihe konvergiert, wenn die Koeffizienten a^, . . . 

positiv sind und unter einer endlichen Grenze liegen, und wenn x<Cl 
ist, und die Koiivergenz bleibt nach § 120, 6. bestehen, wenn die 
^ 1 ; ^ 5 ; ‘ ‘ negativ sind, wenn sie nur dem absoluten 

Werte nach unter einer endlichen Grenze bleiben. 

Wir wollen jetzt die Annahme machen, daB die Reihe der Koeffi- 
zienten 

(2) A = cfj -j- -r ^^3 + * • • 

konvergeot sei und den Wert A habe. Da dies nur dann môglich 
ist, wenn sich die der Grenze Null nahern, so schlieBt diese An- 
nahme die Konvergenz der Reihe (1) fur x <Cl ein. 

2. Es besteht unter dieser Voraussetzung der folgende Satz: 

Wenn sich x von kleineren Werten der Grenze 1 an- 
uahert, so ist A der Grenzwert, dem sich S(x) bis auf 
jeden beliebigen Grad annahert. In Zeichen 

(3) Lim S(x) = A. 

x—l 

Dieser Satz ist zuerst von Abel bewiesen und zu wichtigen 
Polgerungen benutzt worden. Der Beweis ergibt sich so: 
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3. Man seize 

== + <"^2 + ^3 + ‘ 


so daB nacli cler Voraussetznng 

Lim = A 

n 5= X 

ein bestimmter Wert ist. 

Nach ( 4 ) kann man die durch die A^^ ausdrücken^ und mau erhalt 

«1 = A, 

(l^ — A .2 ? 

«8 = -^3 - A, 


~ -^n ^'^11 - 1 > 

und darans 

a^x + a^x^ + + • • • + = 

(1 — x) {A^x + A 2 X^-{ h 


Ist mm so liât x^^ fur ein uneudlicli wacliseiides n den 

Grenzwert 0, nnd A^ bleibt endlicli. Demnacli ergibt sicli, so lange 


X <1 ist: 

(4) S (x) = (1 — 5?) X -|- A 2 x^ ALjj x'^ H~ • • •) ; 


imd die uuendlicîie Reilie S{x) ist also in eine andcre lleilie ver- 
wandelt, die gleiclifalls fur x < 1 konvergent ist. 

Wir Terstelien jetzt imter n irgeud eine endliclie Zabi, und 
setzen nacli (4) 

(5) _ S{x) = (1 - x)FM + (1 - 

woriu 

= A'^' + Aa;^ + • • • + Ai-A'~\ 

KA = ^,A‘ + A+A‘^" + ■■■> 


so da6 Rn{x) wieder eine nnendlicke Reihe ist^ dereii Ivoel'fizienteu 
A^, -^«+ 2 ; ' • • Werte A aile beliebig nalie komnien, 

wenn n groB genug angenommen wird. Setzen wir also A.^^^ A-\~ 

• • • iind beachten die Smnmenlbrrnel der geome- 

trisclieii Reilie 


so ist 


_|_ ^n+1 ^ 


AA) 


AF e 


worin 


+ H- «„ + 2«"+^ + 



Wir Ivonnen nun n so groB amiehmen, dafi die a^, «n+i; ^«+ 2 ; ••• 
dem absoluten Werte nacb aile kleiner als eine beliebig kleine posi- 
tive GrbBe z/ werdeu, und dann ist^ ebenfalls dem absoluten Werte nacb, 

i 1-^. < ^ 1 + «" + ^ + • • • ) = , 

also 

P < < Z/. 

Es wird dann nacb (5) 

S {pi) = (1 — x) lp^{x) + + Q , 

(G) S{x) - ui = (1 - ^^FJx) -A{1- x'>) + p. 

Hieraus laBt sicb scblieBen, daB man x so nabe an 1 nebmen 
kann, daB die Diiferenz S(x) — A kleiner als eine beliebig kleine 
GroBe 2 A wird, und dies ist der Inbalt der Formel (3). 

Denn auf der recbten Seite von (6) kann man das willkürlicbe 
n zunâcbst so groB nebmen, daB p < z/ wird, und wenn dies 
gescbeben ist, kann man 1 — x und 1 — x^^ wieder so klein (und 
positiv) annebmen, daB aucb 

(1 - x) FJx) - A {1~ x^‘) < z/ 

ist, und dann ist S{x) — A <,2 A (dem absoluten Werte nacb). 

Hiermit ist also der Abelscbe Satz erwiesen. Er kann dazu 
dienen, die Summe zL zu finden, wenn man S(x) und seinen Grenz- 
wert für x 1 ermitteln kann. 

§ 123. Reiben mît koiuplexeu Gliedern. 

1. Wenn die Glieder einer unendlicben Reibe 

6*1, ^2, ^^3? • • - J ... 

komplex sind, so baben sie die Form 

q = a + = (lo + h i, C3 = «3 + Z/3/, . . 

worin die b^, r/o, . reelle Zablen sind. 

Die Summe einer solclien Reibe 

CJ = ~i~ ^3 “f" ~i~ * * * 

ist nur dann als konvergent zu bezeicbnen, wenn die reellen Teile 
für sicb und die imaginaren Teile für sicb konvergieren, wenn also 

zl = ctj, a-2 + % + <^4 + * • * 

F = b ^ b,2 "4" H" * ’ * 

konvergente Reiben sind, und dann ist 

6' = .4 H- B i 


die Summe der Reibe C. 
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Denn wenn A und J? die Grenzen von und sind, so ist 
A + JBi die Grenze von + BJ; imd es kann auck niemals A^, -f B^^i 
einen Grenzwert haben^ wenn nicht den A^ und einzeln ein solclier 
zukommt. 

2, Für die Konvergenz solcher Reihen ergibt sich dasselbe all- 
gemeine Kennzeiclien, wie fiir die Reihen mit reellen Giiedern, naui- 
lich, wenn wir 

= ^« + 1 + ^«+2 + ^ ^n + m 

setzen, so mufi dem absolut en Werte nach^ nnter jede noch 

so kleine Zabi heruntersinkeii; wenn n und n + m beide groBer sind, 
als eine hinlanglich grofie Zabi N, 

Als spezieller Fall ist darin entbalten, daB selbst dem absoluten 
Werte nacb nnter jeden Zahlenwert beruntersinken inuB^ was hiernacb 
eine notwendige aber nicbt binreicbende Bedingung der Konvergenz 
ist, wie in § 115, 6. 

Unter dem absoluten Wert einer komplexeu Zabi x iy 
baben wir scbon Mber (§ 51) die positive Zabi 

r = + 1 / 

verstanden. 

Es ist nun hier zweckmâBig, für den absoluten Wert einer kom- 
plexen Zabi ^ ein einfacbes, allgemeines Zeiclien zu gebrauclien, und 
wir folgen WeierstraB, wenn wir dazu die GroBe ^ in zwei vertikale 
Stricbe einscblieBen. Demnacb ist 

\z\ = \x + yi\ = Yx^ + y-. 

3. Über die Konvergenz der Reiken C mit komplexeu Gliederu 
gilt der allgemeine Satz: 

Die Reibe G ist konvergent, wenn die .Reibe der 
absoluten Werte 

^ kl I + I ^2 I + I ^3 ! + ! di I + • • • 

konvergiert. 

Der Beweis ergibt sicb unmittelbar ans dem Satze § 51, 5., nacb 
dem der absolute Wert einer Summe niemals groBer ist als die Summe 
der absoluten Werte*, denn darnacb ist, wenn wir 

^ I <^« + 1 1 + i + 2 I d h I + 1 

setzen, 

und wenn also B' die Nul! zur Grenze bat, so gilt dasselbe 
iî . ^ O 

rt, m 




von 


Dieser Satz lâBt sich aber ebensowenig wie der entsprechende 
Satz bei reelien Reiben mit positiven und negativen Gliedem, um- 
kebren. Es kann sebr wobl vorkoramen, daB die Reibe C konver- 
giert^ wabrend die Reibe C' divergiert. Wir -anterscbeiden also aucb 
bier bedingte und unbedingte Konvergenz. Wir nennen eine 
konvergente Reibe mit komplexen Gliedern unbedingt kon- 
vergent, wenn die Reibe der absoluten Werte der Glieder 
konvergiert, sonst bedingt konvergent. 

4. Es ergibt sicb bieraus weiter der Satz: 

Wenn die Reibe 

TT"= tt\ + 'W^ -f IV. ^ + * • • 

unbedingt konvergiert, und wenn 

^ 1 ) ^ 2 ? ^45 • • • 

irgend eine Reibe komplexer Zablen ist, deren absolute 
W erte 

! 1 7 I ^2 1 7 I ^3 ; ’ I ^4 ? * • • 

nicbt ins Unendlicbe wacbsen, so ist aucb die Reibe 


+ C^lV.2 + -j- . . . 

unbedingt konvergent. 

Denn setzen wir 


^riyiu + 1 ^ + 1 ^ 7 / + 2 + 2 ^ 71 4 - 4 - ni 7 

SO ist, da der absolute Wert eines Produktes gleicb dem Produkte 
der absoluten Werte der Fabtoren ist, 

I I < I ^'n + 1 ! * '^^«4-1 I + ! ^«4-2 ! ‘ I '^^n+2 i + * ' ’ + ! ^„4.m I ‘ ! I * 

Wenn also die |^„ 4 . 2 i? • * ‘7 I ^ 774 . 7/7 i kleiner als eine be- 

stimmte positive Zabi g sind, so ist 

i -^77, m i < { i ^«^«4-1 I + I '^^ 774-2 !+•*• + ! '^^774-7/1 I }; 

und wenn die Reibe W unbedingt konvergiert, so sinkt die recbte 
Seite dieser TJngleicbung unter jede beliebige Zabi berunter, Das 
Gleicbe gilt also von der linken, und der Satz 4. ist damit bewiesen. 


§ 124. Poteuzreîhen. Koiivergenzkreîs. 

1. Wir betracbten jetzt Potenzreiben, in denen sowobl das 
Argument ^ als die Koeffizienten c^, komplexe Zablen sein kbnnen, 


iind bezeiclineii sie, iudem wir noch eiu von dem Argument uiiab- 
bangiges Glied Cq binzufügen, mit 

(1) S{z) = f'o + H ■ 

Wir setzen 

= X -H i IJ = )■ (cos •& + i sin -S-), 

= ;•« (cos n •9’ + i sin n 9) 

nnd stellen ^ nacb § 51 durcb die Punkte einer Ebene dar. Es ist 
dann r der absolnte Wert \ii\ von s, nud die repriisentiereudeii Punkte 
aller Werte s mit demselben absoluten Wert r liegen auf eiiiem 
Ereis (r), dessen Mittelpunkt der Koordinatenaiifaugspnukt ist. 

2. Es gibt Potenzreilien, die für jeden Wert des Argumentes 2 
konvergieren. Eine solclie Reihe ist z. B. 

Z z‘-‘ •î"' 

^ + f! + 2! + ;i! + 4! ’ 

demi in der Reibe der absoluten Werte 

1 m '■ + a: + 

' 1 ! ^ 2 ! ^ ^3 ! ‘ tt ! 

ist clas Verliilltnis des (n + zAïm Gliede 

r"-' 

/I ! * (n — 1 !) n 

und liât also die Niili zar Greiize^ ivelclien Wert aiicli r luiljcii niag. 
Daraus ergibt sich die Ivouvergenz nacli § 118, 4. 

Dagegen gibt es au ch Reiheu, die fa.r keinen Wert von. (auBer 
^ == 0) konvergieren. Eine solehe ist z. B. 

1 + 1 ! ^ + 2 1 ,2!“' + 3 ! 4^^ + + ' * • • 

Demi iiacli § 52, 2. kann man, wie klein auch das positive r sein niag, 
wemi c eine Zabi > r ist, n so groB aniielunen, daB wird; 

es wachsen daher sclion die einzelnen Glieder dieser .Reihe mit n ins 
Uneudliche, nnd die Reihe kann nicht konvergent sein. 

Im allgemeinen wird aber eine Potenzreihe für gewisse Werte 
von 4? konvergieren, für andere dive]*gieren. Für diese Reiheii gelten 
die folgenden Siitze: 

3. Ist der absolnte Wert von und eine positive 
Zabi von der Art, daB mit nnbegrenzt waclusendem n 

nicht unendlich wird, so konvergiert die Reihe 
dingt für jeden Wert von 4’, dessen absolnter Wert kleiuer 
als 7\ ist. 

Wenn nambeh r:r^ ein echter Brnch ist, so konvergiert die Reihe 


§ IZ-t. 
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' +5Î 

und folglkdi au ch (uach § 123^ S.^, 4.) 

n + M -;■ + (-^r)' + re'i + 


dereu Griieder die absoluten Weiie der Keihe £>(,?) sind. 
vergiert auch 8(0) iinbedingt. 


Also kon- 


4* Wenn fur aile Werte von r endlich bleibt, so konver- 
giert 3(0) für aile Werte von und dasselbe gilt natürlicli aucli 
umgekehrt. 

Wenn für irgend ein r endlich bleibt, so gilt dasselbe für 
aile kleineren Werte von r. Wenn daher zwar ni dit für alle^ 

wohl aber für gewisse Werte von r endlich bleibt, so haben diese 
Werte von r eine obéré Grenze ^ und die Reihe S(0) konvergiert 
für aile Werte von 0^ deren absoluter Wert kleiner ist als ç. 

Der Kreis mit dem Radius o um den Nullpunkt als Mittelpunkt 
heiBt der Konvergenzkreis der Potenzreihe 3(0) und wir haben 
den Satz: 


5. Die Reihe 8(0) konvergiert unbedingt für jeden 
Punkt 0 im Innern des Konvcrgenzkreises. 

6, Dagegen kann 8(0) für keineii Punkt konver- 
gieren, der auBerhalb des Konvergenzkreises liegt. 

Demi wenn 8(0) konvergiert, so muB Lim == 0 sein. Es 

niuB dann y^/r^ endlich bleiben^ und r müBte kleiner als ç oder hôch- 
stens gleicli q sein. 

Über die Konvergenz in den Punkten der Kreisperipherie selbst 
laBt sich niehts allgemeines aussagen- es kanii hier je nach der Natiir 
der Reihen Konvergenz oder Divergenz stattfinden, auch in einem 
Teil der Peripheriepunkte Konvergenz, in einem andern Divergenz. 
Als einfaches Beispiel führen wir die geometriscbe Reihe an: 


1 + 0 + 0^ -j- 0^ -j- 0‘^ , 


Hier ergibt sich p == 1 und der Konvergenzkreis ist also der Ein- 
heitskreis, worunter wir den Kreis verstehen, der mit dem Radius 1 
um den Nullpunkt beschrieben ist. 

In dieseni Fall findet auf dem Konvergenzkreis nirgends Konver- 
genz statt, da ja der absolute Wert aller Glieder gleich 1 ist^ also 
nicht gegen Nul! konvergiert. 

?• Wenn die Reihe 8(0) für irgend eineu Wert von von 0 im- 
bedingt konvergiert, so konvergiert auch die Reihe 


(2) ü(0) = ao^'o + «1^1^ + “ 2 ^ 3 ^" + ■* 

Tinbedingt, wenn «o, « 1 ; «2 • • • ist, 

die niclit uaendlicb werden, und zwar für jedes 0 , desseii absoluter 
Wert r kleiner ist als der absolute Wevt rj von 0^. 

Dies ergibt sich durch Betrachtuag der Reihe 


« 0^0 + + « 2 ^ 2 ^'® + « 3 ^ 3 ^'“* H 


= «0^0 + 


«1^1 »'i + “2J'2 (yj + «s^a (-,;r) '' 1 ^ 


+ • 


die mit der Reihe der absoiuten Werte von [/(^) iibereinstimmt und 
nach dem Satze § 118, 4. konvergiert. 

Für die Gültigkeit dieses Schlusses ist aber nicht einmal erforder- 
lich, daB die a^, a^, endlich bleiben, soudern es genûgt, wenn 

nicht unendlieh wird. Nach § 19, 8. findet dies für jedes 

r <i 2'j statt, wenn = n/‘ irgend eine Potenz von n oder no ch 
allgemeiner, wenn es eine ganze Fnnktion von n ist. Neluuen wir 
Z. B. = oder =n~'^ an, so erhalten wir den Satz: 


8. Die drei Reihen 

S{0) = Co + + ^ 2 ^^ + d » 

Ti/) = Cj + 2c^0 + 3Cj,«" + 4c^5'* + • • 

£^(^) = V+ ‘f + V + "4 +••• 

haben denselben Konvergeiizkreis. 


§ 125. Reclmeu mît unendlicheii Reihen. 

1. Wir betracliten zwei unendliche Reihen mit reelleii oder 
komplexen Gliedern und setzen 

+ ^^2 + * • • + 

^ = ^0 + + ^2 + • • * + 

Wir bezeichnen hier die ersten Glieder nicht mit u-^, sondern 
mit u^y Vqj und verstehen unter U^y die Sumine der (n + 1) ersten 
Glieder, was besonders für die Multiplikation. bequemer ist. Diese 
Reihen seien konvergent und Uy V ihre Summen, also 

Lim = U y Lim = F, 

n = ûo = ce 

Setzen wir 


^^'0 ± ^0 u^±v^= ^V■^y 


± '1^2 = iV2) 


§ 125. 21. Unendhche Jxeihen mit positiven und negativen u-liedern. 
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worin überall die oberen oder überall die unteren Zeiclien stehen, und 

+ ^^^2 H ^ 

n ±v= TF . 


so ist 


Lassen wir hierin n ins Unendliclie wacbsen, so ergibt sich, dafi 
auch konvergiert, und daB, wenn der Grenzwert von TF„ nait W 
bezeicbnet wird^ 

W= U± V 

ist. Damit ist bewiesen: 

Man addiert oder subtrahiert zwei konvergente 
Reihen, indem man entsprecbende Glieder addiert oder 
subtrabiert. 

Der Wert der Reibe U wird nicbt geândert, wenn wir beliebige 
Glieder mit dem Werte Null voranstellen oder einscbieben. Daraus- 
ergibt sicb, daB man die Summe TF auf sebr mannigfacbe Art bilden 
kann, indem man die Glieder auf verscbiedene Art einander 

zuordnet; z. B. 


oder 


( 2 ) 


]y = ■yj 4 - («2 + «i) + ('üs + «2) + + «3) H 

= «1 + («2 + « 1 ) + î’s + + « 2 ) + «6 H • 

2. Nicbt ganz so einfacb liegen die Dinge bei der Multiplikation. 
Es seien jetzt 

JJ = -j- ^ 

F = i’o + + ^'2 + ^3 H 


zwei konvergente Reiben. Es seien a. und b- die absoluten Werte 
von U. und und wir nebmen zunacbst an, daB aucb die Reiben 


(3) 


^ = ao + + ^2 4- H ? 

J3 == “b ^3 H“ ■ * ’ 

konvergent seien, daB also U und V unbedingt konvergent seien. 

3. Wenn wir bei der Multiplikation von A und B so verfahren, 
als ob es sicb um die Multiplikation zweier endlicher Poljnome bandle, 
so baben wir jedes Glied der einen Summe mit jedem der andern zu 
multiplizieren und dann wieder die Summe dieser Produkte zu nebmen. 
Aile diese Produkte sind aber von der Form a^^b^,. Wir fassen diese 
Produkte nacb den Werten der Indexsumme ^ + v in Gruppen zu- 
sammen und addieren zunacbst die Produkte dieser Gruppen, d. b. 
wir bilden die Zablen 


IIL Analysis. § 125. 


^0 ^^0 ^0 ? 

Cl = «0^ + C<1?'0) 

( 4 ) C.2 = a^h, + 

c,„ = «o^H+ + «eiî',,,-;! + ' ' ' + 

Daraus bilden. wir die Gesamtsumme 

(5) C',„ = Co + Cl T Cl H + C,„ 1 

uncl diese Summe wollen wir mit dem Werte des Produktes 
vergleiclien. 

In dem Produkte kommen aile die Glieder vor, in 

denen gleicbzeitig ^ n, v ^ n ist, aber keine anderen Grlieder. 

In kommen aile die Glieder vor^ in denen + î/ ^ ni 
ist nnd keine anderen. Nebmen wir also m — 2'y^ an, so enthalt 
gewifî aile Glieder in denen .u ^ 7^ < v?. ist, aber auBerdeni 

nocb. andere Glieder, in denen j-i oder v grôBer als n ist. Da nun 
aile h^, positiv sind, so folgt 

( 6 ) 

Andererseits kommen unter den Gliedern aj)^, des Produktes 
neben anderen aile die vor, in denen ^ + 77 < 7?. ist, deun in keinem 
dieser Glieder kann oder v groBer als n sein. Dies aljer sind die 

Glieder der Summe C„, nnd daraus folgt 

(’n < AA, 

und folglicb aucb, wenn wir n durcb 2n ersetzen, 

(<) 

aus (6) und (7) aber folgt 

^71 ^ ^2 ?i ^ ^2 n -^2 n • 

Da nun nacb Voraussetzimg und denselben Grenz- 

wert AB haben, so muB auch 60 „ und folglicb aucb denselben 
Grenzwert babeii. 

Es ist also die Reibe 

^ ~ H" <^2 + ' ‘ ‘ 
konvergent und zugleicb 

(8) G^AB. 

4. Eür das Folgende ist nocb zu bemerkeii, daB die Differenz 
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eine Summe von positiven Proclukten ist^ unil claB fiir nu- 

endlicli wachseudes n den Grenzwert Null liât. 

5. Wir bildeii jetzt ans den Reiben TJ, V eine neue Reibe W 
nacb demselben Gesetz, nacb déni wir ans ..4 and U die Reibe C 
abgeleitet baben, d. li. wir setzen 

U Q ~ '2^0 ^ 0 J 

(9) U\2 = + l(^t\ + Hot’o? 

H + ^'o J 

R “T ^^''2 + ■ ' ' + 

Wir bilden nnn die Differenz 

Diese Dilferenz weicbt nur in der Bezeiclinung von ab. Sie 
bestebt ans einer Summe von Produkten und wenii mau diese 

durcb ibre absoluten Werte aj)^. ersetzt, so gebt in über. 
Demnacb baben wir nacb dem Satze, daB der absoliite Wert einer 
Summe nicht groBer ist, als die Summe der absoluten Werte, 

und niitbin bat aucb ' ; und folglicli aucb den Grenzwert Null. 

Daraus folgt aber 

Tr= ur. 

Es ist also aucb IP konvergent. Es ist aber 

I «« i ^ ^'oK + + • • • 4- aj)a = c„, 

und da die Reibe C konvergent ist, so ist aucb die Reibe der j w. ' 
konvergent, d, b. die Reibe W ist unbediiigt konvergent, und wir 
baben den Satz: 

Wenn nian ans zwei unbedingt konvergenten Reiben 
U, V nacb den Formeln (9) eine Reibe TR bildet, so ist 
aucb diese unbedingt konvergent, und es ist TR= UV. 

6. Der Satz von Abel (§ 122) gestattet eine Erweiterung des 
zuletzt bewiesenen Tbeorems, bei der zwiscben bedingter und unbe- 
dingter Konvergenz niclit mebr unterscbieden zu werden brandit: 

Wenn U, V zwei konvergente Reiben sind, und die 
daraus nacb den Formeln (9) abgeleitete Reibe TR gleicb- 
falls konvergiert, so ist TF == IJV, 


Wenn nâmlich r irgend einen positiveii cclitou Brucli becleutet, 
uûd U und V konvergent sind, so sind 

U{r) = îIq + ru^ + r H , 

F(r) = 'Wq + + • * • 

unbedingt konvergent (§ 124), und die daraus nacli (i)) abgcleitete 
Reibe 

IF('r) = iÜQ + rio^ + 'ruh, + r'^Wi\ + • - 

ist nach 5. unbedingt konvergent, und es ist 

(10) j/(,.)F(,)===>F(r). 

Setzen wir r = 1, so gelien ü^(r), F(r), iK(r) in U, K, W liber, 
und wenn also diese letzten Reiben konvorgiercui, so iat nacli dcm 
Abelschen Satze 

Lim U{r) - f/, Lim F(r) V, Liin W^r) -- IF. 

/•=1 /•=! r^l 

Wenn man also in (10) r in 1 übergeben llLüt, su folgt 

ÜV = IF, 

wie bewiesen werden sollte. 

Wir baben in § 122 den Abelschen Satz allerclinga nur un ter 
der Voraussetzung reeller Koetlizienteii bewiesen. Mau braucht ihn 
aber bei komplexen Koeffizieriten nur auf don reelleu und iniaginareii 
Teil einzeln anzuwenden, um aucli fur dioson l^'all aeiiio Ricbtigkeit 
Z U erkennen. 



Zweiundzwanzigster Abschnitt. 

Unbegrenzt konvergente Reiken fûr dieExponential- 
funktion md die trigonometrisclien Funktionen. 


§ 126. Reihe tüv die ExponentialfoHktion, 

1 . Wir wenden die allgememen Gesetze nun auf einzelne Le- 
sondere Reihen an und betraclifcen zuiiâckst die Reihe 


J5(^) == 1 + + “ 2 T + 3!" + * ■ * ^ 

von der wir schon in § 124^ 2. nachgewiesen haben, daB sie fur jedes 
reelle oder komplexe 0 nnbedingt konvergiert, Für den spezielien 
Wert 0=1 haben wir die Reihe schon im § 119 untersucht und 
ihren Wert; 

(1) JS(1) = e 2,7182818 . . . 

gefunden. Ebenso erhalten wir unmittelbar ans der Définition 

jE(0) = 1. 


2. Der letzten Formel müssen wir aber eine noch etwas 
scharfere Fassung gebeii. Bezeichnen wir mit r den absoluten Wert 
von 0 ^ so ist 

î -®(^) + ^ + 

und da 

1,1 1^1 1.1 


ist, so folgt 


2! ^ ïï^ 3! 2! 


’ 41^3!^ 


i Æ(^) - 1 ; < r (1 + ^ + ’■; + • • •) = rEir) . 


Wir sehen hieraus, daB der absolu te Wert von — 1 unter jeden 
Zahlenwert heruntersinkt, wenn der absolute Wert von 0 Idein genug 
wird, d. h.: 

Web or U. Wellatein, Encykloplidie L 2. Aufl. 
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E{i!!) geht stctig in den Wert 1 über, weuii 
in den Wert 0 übergeht, 

Oder durcb eine Formel ausgedrüelct: 


( 2 ) 


Lim J?(.s) ”= 1. 

2 = 0 


stetig 


3. Eine weitere Eigenschaft der Eeilio 7i’(s) ergibt uns die 
Multiplikatiousregel § 125, 5. 

Verstehen wir unter Æ und y jetzt irgend zwei reelle oder Icoin- 
plexe Zahlen und setzen für jedes positive n 


so wird nach § 125, (9) 

_ ?/' 1 î _L ‘'^'“-1 J 

“ 7^! (9^--~l)î 7i! (n — 2)! 2! 7/!^ 

■und da nnn 

JjO») = 

ein Binomialkoeffizient ist (§ 57, § 00), so folgb hiorans: 

^ -f "l .v’"') 

(*+?/)"■ 

Die Reihe W ist also nichts anderes als E^x-l y), und os orgiht sich: 
(3) F4x + y)^E{:i^-K(:y). 

Hierin kônnen Xj y reell oder imaginai* soin. Nolimoii wir aher zu- 
nàchst X, y reell an, so sind, wie wir in § 19 und § ;i() gesolieii 
îiaben, die Gleichungen (1), (2), (J)) die cliaraktcu'istiHo.lien Mcrkmalc, 
durch die die Potenzen erklfirt waron, und wir liaLuui also (‘ür roollo 
Werte von x das Résultat: 


Da wir die Potenzen mit iinaginareu Ex[)C)n(niteM liislior nooli 
nickt erklart kaben, so stebt es uns Irei, jotzt aucli filr ein inia- 
ginâres 0 

(4) .r = :Eis) 

zu setzen, und dadurcb die Potenzen von o aindi fiir ein Ivomplexes 
0 zn erklàren. Das so definierte (f oder lioiüt die Exponential- 
funktion. Die in (3) ausgedrüclde fundamentale Eigenschaft der 
Potenzen bleibt dann auch für komplexe Exponenteu .r, y bostelien. 



4. Die Exponentialfunktion ist der Grenzwert von 

für ein unendlich wachsendes n. 

Nehmen wir^ um dies zu beweisen, zunaclist n als positive ganze 
Zabi an, und entwickeln nach dem binomischen Satze, so erhalten 
wir (§ 119): 

Wir zerlegen diesen Ansdruck in zwei Bestandteile 

Z 

worin, wenn m < n ist, 


i:+' 


1 - 

i)( 


iV- 

■(' 


n) 

n J 

(1- 

'-) ■ • 
n) 

■(1 

n - 


m — 1 
n 


) m l ' 


v 


m+1 


d + 


Ist nun r der absolute Wert von und le < so ist 




n )k\ ^ k\ ^ 


und wenn wir dies auf die einzelnen Glieder von Z^ auwenden, so 
ergibt sich 


^9 < + f l + • • • + • 


1^2 . (m + 1)! ' (W + -2)! 

Setzen wir dater allgemein 


= i + ^ + |th y - ^ x > 


so folgt: 


\Z,\<ESr)-E^(r)<E(r)-E^(j-). 

Die Koeffizienten in Z^\ 

lassen sich nun, wenn nian m festhalt und n genügend waehsen lâBt, 
dem Werte 1 beliebig nahe bringen, und folglich kann man durch 
genügende VergrôBerung von n den absoluten Wert \Z^ — 
kleiner als eine beliebige Grôlje Z machen 
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Hiernach ist 

Z-E{^ = - (E(/) - 

und folglicli fur die absoluten Werto 

; ^ - ji{z) ]i,M 1 + ; Jm - . -i- i-:{r) - ej,-). 

Man nebme non zimachst m so gi'oÜ; daü 

' E(0) - 74 , (^) i iind 7;(r) - . 7 ;, ( /• ) 
beide Ideiner werden als eiiio beliebige Orofie Jj wan wt'goii dev Kon- 
vergenz von moglich ist, nnd darauf v/ so groB, daü aucli 

\ < z/ werde, nnd damit wird 

Man kann also n so grolJ annebinen, daB die .Diiïbronz Z -- E{z) 
dem absoluten Werte nadi Ideiuer als eino l)(di(d)ig ld(‘iiie GroBe 
wird, und damit ist der Satz 4. fur ein beliel)igeH /: i)(‘\vi(‘S(‘ii: 

( 0 ) Lini (1 -h 'lY =('% 

allerdings zimachst nur für ein ganzzahlig wa(diS(‘n(l(^H a, 

5. Setzen wir aber 




;/ -I- »■ 


nnd verstehen unter n eine ganzc Zabi, miter v eiium ecditen Bruch, 
so ist 


+ ir-h) 


>■(». + r + ,:•)" 
(■»• + Vf 


Lassen wir hierin n ganzzahlig ins UiuMidlidu^ waclisiai, ho ist 

L™(1+4J' = 1, Lm (!-[-" + y-. Lim(l + 

und folglich ist der Grenzwert von aiidi ]\wy glimdi 

Àhnlich wie in § lit), 0. lüBt si(*h zeigiui, daB siidi dorselbe 
Grenzwert lür Z ergibt, weim n nogativ uiunidlic.h groB wird. 

6. Wenn wir 0 = tx setzen, und x als reell voraussetzini, so er- 
gibt sich mit Rüclcsicht auf 

^ /f, ^ ;(î 


H- 4 


^ ' 1 ! 2 ! a ! ‘ 4 ! ' n ! 

und wir kônnen setzen: 

( 6 ) Æ’(yO = ^00 + 






woraus sicti die Ungleichung ergibt: 

(1) sin « < a < tg a, 

und hieraus kann man, da tg « == siu t^/oos a ist, ableifcen 


flin a . 

cos a < “ — < 1 . 


Da nun cos cc der Einbeit beliebig ualie gobrachb werden kaim, 
wenn a binlanglich yerlcleinert wird^ so folgt daraus; 

2, Der Quotient sinft::« naliort sich der Grenze 
wenn a sicb dem Wcrte 0 iiaberfc. 

Da cos û; für a 0 in 1 übergolit^ so bat auch b^aja 
den Grenzwert 1: 


(2) 


. sin Ci ^ 
Lim = 1 , 


Lim 

(ï~0 


tg « _ I 
a 


Man kann dies auch so ausdrückon, daB sin a und tg a für Ideine 
Werte y on a dem Bogen a nahezu gleicli wcrd(Mi. 

Der cos « ist gi'ôBer als l-, wonn dor Winicol a kloiiKa* als tt/B 
ist, demi cos « wiichst, wenn a abnimmt, und ist .J- fia* e: = 7r/3 
(für den Winkel des gleicliseitigen Dreiecks). 

Es ist also, wenn ^ ist, na(ih (1) 

(3) tg « == ■ < 2 sin a 2 Ci, 

^ ^ ° cos a ^ 


3. Nach der Moiyreschen Pormel 51, 8.) ist, wenn cp einen 
beliebigen Winkel, n eine ganzo Zabi bedeutet, 

(cos q) + i sin cp^ = cos ncp -f- 1 siu ncp, 

und daraus ergibt sich, wenn wir ncp ^ :r sctzen: 

(4) cos X + i sin x === ^cos -f- i sin y* 

Die rechte Seite dieser G.leichung liât also einen von n uiiab- 
hangigen Wert, und wir wollen sehen, was daraus wird, wenn 
wir n ins Unendliche wachsen lasseii. 

Wir setzen zunaclist 

(5) (cos ^ + i sin = (coH ;; )" ( i -i- / tg y 

nnd betrachten jeden der beiden Faktoren besoiubu's. Wenn wir in 
der trigonometrischen Formel 

cos 2 « = 1 — 2 siu" « — 2 COS" « - - 1 
a = x:2n setzen, so erbalten wir 


11 nd setzen wir zur Abkürzimg 

= I, 


dann ergibt sicb durcb Entwicklung nacb dem binomiscben Lehrsatz: 

(cos0'=(l-l)"=^ + î>, 
worin, wenn m irgend eine ganze Zabi < n bedeutet, 


1 -1 + ( 

1 - 

nj 

>S--- 

■±( 


D- 


i”! 

771 ^ 

Q = 


1 - 


-t) 

•■•('-3 

| 7 « + 1 

(7/74-!.: 

î — 



± ( 

1 - 








i 
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Die Vorzeicben 

+ und • 

— wecbseln in <5 

und Q 

regelmâBig 

ab. 


Es ist aber nach (1) 


also um so mebr aucb ^ und wenn u unbegrenzt wachst, so 

sinkt I nnter jeden positiven Wert berunter. Hieraiis folgt, da6 6 bei 
festgebaltenem ni und unendlicb wacbsendem n den Grenzwert 1 bat. 
Der zweite Teil q dagegen ist dem absolu ten Werte nacb kleiner als 


^ 27 / 1 - 1-2 

(m + 1)! 




und wird also wegen der Konvergenz der Reibe E{x) kleiner als 
jede nocb so kleine Zabi, wenn ni und n beide hinlanglicb groB sind. 

Demnacb ist der Grenzwert Yon^cos -^^^ gleicb 1. 


4. Ebenso bebandeln wir nun den zweiten Faktor des Aus- 
drucks (^): 


(i + 


in dem wir zur Abkürzung 


^ t" — == t 


setzen und zunacbst x als positiv voraussetzen. 
nach dem binomiscben Satze, wenn m <in ist: 


(l+|)--S + JÎ. 


Wir erbalten wieder 


worin 


s- 1 + ii + (i - v) "1 + ■ ■ • + (i - ) (i - : ) ■ ■ (i “ 


Nach 1. liât aber tg 


für ein imeudlioli wacliseiides n deu 


Grenzwert 1 uiid folglich t den GreuzAvert X] \md ibriKu- ist midi (■)) 
t<i2x^ wenigstens Aveun n'^dxlit ist. 

Hieraus ergibt sicb wie IriÜier, daU 


(^) 

nnd daB S dem Werte 

( 8 ) 


B] < £.(2*) - *.,(20. 


1 + H- "ïr + 


a! 


+ ' 
^ m ! 


beliebig iialie kommt, wenn 7)1 beliobig iind ’H liinliinglicdi gr(jB an- 
genommen wird. 

Die Summe (8) kann aber ilirerseits dadmadi, daB 7)i liinliinglic.li 
groB genommen wird, dem Werte yJ.(;'/’) + iJy(x) fi:? (1.) l)e)i(i)>ig 
nahe gebracht irerden, und da überdios durcU di(‘. ghàcJio Amialiino 
|iî| beliebig Idein gemaclit werdeii kanu, ko i.bigt 

Lim fl + 'itg~y'= A(it:) + 

Daraus ergibt sich iiacb (4) uud (5): 

cos^ ”|- ^sia:^■ ^ A(jr) -h 
cos^j; == A(x)j siii a; = 

Es sind also die trigoûometrischoii Funktioiien c.osa,:, siiia: die 
Summen der unendlicliea Reilieii: 


cos X = 

1 - 

^2! 

+ 'il ■ 

' ei 

-g .. 

^ H! 


X 

x'^ 

~ JT 




sina; == 

1\ ~ 

+ f.! ■ 

7! 

J- 

‘ 0! 


Nach diesen Formeln kann niuii coaa: und siiia: IxtnudnKm. Die 
Reihen sind aber um so bessor konvorgeiit, je kbniuir a; isi;, mid niaii 
wendet sie daher zweckmaBig nnr für kleim 3 VV( 3 rto a; zur U(‘.re(duumg 
von cos a? und sm.^^ au, ivahrend man für gniBere Worl.t^ (Ii(^ Addil;iouH- 
formeln benntzt. 

Zu beachten ist aber bei diesen ]^\)rnieln, daB dov Wiiikol nicid. 
etwa in Graden, sondern notwendig ini BogenmaB g(nn( 3 KH{ 3 n, sein niuB. 

Die Zabi tc — 3,141592 • • • kann daim dofiniert; wordini als die 
kleinste positive Zabi a;, für die dif3 Sinusroilie vorscbwindet. 
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Nach. § 126^ (6) erhâlt man für die Potenz mit rein imagi- 
nârem Exponenten 

= cos X + i sin 


e = cos X — i siu X. 


und wenn man diese beiden Gleichungen addiert und subtrahiertj so 
erbâlt man die Fnnktionen cosrt* und sin^’ durch die Exponential- 
funktion mit imaginarem Exponenten ansgedrückt: 


( 11 ) 


COS X = 


smx = 


Daraus folgt weiter: 


( 12 ) 


i n 

~â~ • ; . 


1 = 


Um eine komplexe Grôfie ^ = x yi durcb den absoluten Wert r 
und die Phase ê' auszudriicken^ kônnen wir uns jetzt statt des Aus- 
drucks: 

^ = r (cos 'O’ + i sin -0-) 

des kürzeren : 

/ .9 

^ = 7*e' 

bedienen. 


5, Die Funktion bat nach (12) und § 12(1, (3) die Eigenschaft: 
(13) r + 

Sie andert sich also nicht, wenn ^ um 27ri oder um ein Vielfaches 
Yon 27rï vermehrt wird. Diese Eigenschaft heiÜt die Periodizitat 
Yon 6“ und 2^1 die Période. 

Die Exponentialfunktion ist also, wie die trigonometrischen Funk- 
tionen^ periodisch, aber die Période ist rein imaginai*. 



Dreiundzwanzigster Abschuitt. 

Die Binomialreilio. 


§ 128. Die Binoinialreilie fur négative gaiizzalilige Expouenten. 

1. Wir liabeu in § 00 die BinoiuiîilfoniKvl liir eineii positivou 
ganzzaUigen Exponenten abgeleit(‘t. Daniacli war, weim eiiie natür- 
liche Zabi ist: 

(1 + 

J? ifi) — (fi — -) • • • (» a I - J) 

die Binomialkoeffizienten waren. 

Der Ausdruck BV bebalt aber aiidi iioeh (mik^ B(‘(liuil.iuig, wenn 
|Lt nieht eine ganze positive Zabi ist uiul Kolbst \veui\ p. kt)in])lex ist. 
Nur wird dann keiner dieser Ausclrücko gleicli O, uiid die Huinnu^ auf 
der recbten Seite der Formel (1) bricbt Jiiebt ab. Ihn^ (Jliedt'i* bildeu 
eine nnendlicbe Reibe. 

Seben wir zu^ ob sie eine konverg(uite Summe luit. 


(1) 

worin 

( 2 ) 


2. Es sei Z komplex nnd r der absolûtes Werl; von z, Das Ver- 
bâltnis des (n + znm Gliede der Iteilie (1) i.sl. 


: R ' 




fi "■ 


• n - P 1 
n 




Il -I . 



nnd der absolute Wert dieses Verluiltnisscs 


bat für ein unendliches oi den Grenzwert r. 
die Reibe (1) iinbedingt; wenn r < 1 ist; 
r> 1 ist (§ 118; 4). 


Üeiiinae.li konvcîrgiert 
nud divergiert; wenn 



§ 128. 


23. Die Binomialreihe. 
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Die Reihe (1) hat also in allen Fàllen, aiifîer wenn ix 
eine positive Zahl ist, einen Konvergenzkreis mit dem Ra- 
dius 1 (§ 124). 

3. Wir haben in § 60 (10) eine Formel für die Binomial- 
koeffizienten kennen gelernt, die wir jetzt in etwas abgeânderter Be- 
zeicbnung so darstellen: 

(3) JB, + JB/.'0 jb;- , ^ + • • • + 

Dort baben wir diese Formel allerdings nur unter der Voraussetzung 
von ganzzabligen /x, v abgeleitet. Wir konuen aber leiebt ans dem 
Ausdruck (2) die Formel allgemein beweisen. Denn es ist nacb (2) 
JB^0'-fv)_ + JBo(‘‘')R,(0+ 5,00 JB, (0^ 

die Formel (3) also ricbig für n = Oj n = l. Wir nebmen sie als 
ricbtig an für irgend ein n und leiten sie daraus ab für n + 1. Dazu 
fübrt die Formel 

(4) Ca-^z)5J.-) = (^ + l)5,r;!i, 

die sicb aus der Définition (2) unmittelbar ergibt. 

Wir multiplizieren also nun die Formel (3) mit u v — 7ij und 
zerlegen diesen Multiplikator in den einzelneii Termen der recbten 
Seite in der Weise: 

a V — n = (x’ — 7i) -t- 

= (v — n + 1) + (/X. — 1); 

= (v — h + 2) + (fi — 2), 


Daclurcli ergibt sicb 

- «) - w + 1) B ,:'- 1 + (y-n + 2) 2 H 

+ .U BM + (ft - 1) A'''> ■»«- 1 + • • • 

oder mit Benutzung der Formel (4): 

(n + 1) = (^ + 1) ^ + n 5,00 5, (O + (n - 1) 5,005;’l i * 

• -b 5,005/)+ 25200 5,;i!i + .... 

Wenn man bier die untereinanderstebenden Terme addiert, so 
laBt sicb der Faktor (n + 1) wegbeben, und es folgt: 

5 ^ + 5^00 5T2i + • • -, 

was nun in der Tat nicbts anderes ist, als die Formel (3), wenn 
darin n in + 1 verwandelt wird. 


4. Wir wollen die Summe der Reibe (1), deren Wert im 
allgemeinen nocb unbekannt ist, mit (p (u) bezeicbnen, und nun multi- 
plizieren wir zwei solcbe Reiben: 



cp (fc) = + • • • , 

<P (,) = B,('^ + !!,<'■> ^ + + • • • 

uuter der Voraussetzung, daB j a 1 < I isfc, nacli der Vofsc.hrit't des 
§ 125, 5. und erhalten fiir die Glieder der dus l’rodnkt danstolleiideu 
Reilie; 


also nacli der Formel (3): 

(6) 93 (,a) 93 (i') = 93 (jt + '0 • 

5. Dies ist die charakteristisclie Eigeiiseliall der l'olieii/.en, ans 
der man, wie früher, die Bedoutimg von (p{(i) ahleikui këmite. Ist 
Z. B. fl eixie positive ganzo Zalil und v — — /i, so ist iiaidi doiii 
binomiscliea Lehrsatz fur gaiize l^xpoiieiiteii 
<P(0) = 1, 93 (p.) = (1 + 

und es folgfc aus (ü); 

œ(_u)= ^ =- (1 

Der binoniische Lehrsatz bleibt also rieliti^,' aiicii fiir ii(‘<fati\^r 
ganzzahlige Exponentenj wenu der alisolute VV(M-t V(mi kleiiuîr als 
1 ist. Wir haben z, B. für ==^ — 1, —O?, -- 


1 

1 + 



1 

[i -(- ;J)“ 

= 1 

- 2s -t- - 4, F' + 5,r' - 

1 

= J. 

.-“••■‘.-I J* -'^.2 .11 

a + 

<2 ' ‘2 


Ist II gebroelien oder irrational odor solbst koinplex, so btduUt 
q)(fi) immer seiue Bedeiitung, die gloicbfalls luiter doji Poteiizcîii 
zu suclien ist; da aber dieso Poteuzeii mehrdeutig siiid^ so ist ihn^ 
Bedeutung noch festzustelleîi. 

Die genaiie Untersueliiing der Biuomialroihe rülirt von Abo! Iku*, 
der ihre Bedeutung allgenieiii, aiich fur koniplex(‘. klargc'stellt hat'l 
Wir wollen uns hier der Eiiifackbeit halber aui* deu Eull eiii(‘S 
reellen ^ beschranken. 


1) N. H. Ahel, Uutersucliungeu übcr dio H-eihe 


m 

1 + ^ 


m {m — 1) in {tu — l) m 

1 • 2 ■ 1 ■ 2 ■ 
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§ 129. Stetigkeit der Binoiuialreilie. 

1. Man versteM unter einer Funktion 0{jc) eines Argu- 
mentes oû einen Ausdruck, dessen Zahlenwert durch irgend eine 
Rechenvorscbrift bestimmt ist, wenn der Wert des Argumentes x be- 
liebig gegeben ist. Da das Argument x verschiedener Werte f'âbig ist, 
so wird es auch die Verânderlicbe oder Variable geuannt. Die Funk- 
tionen und das Argument konnen aucb komplexe Werte er- 
balteu. Beispiele solcber Fuuktionen sind die ganzen Funktionen 

die wir im elften Abschnitt betracbtet haben, ferner die trigono- 
metriscben Funktionen sin^, cos a; oder die Exponentialfunktion 
Man benutzt aucb Funktionen von mebreren Veranderiicben. Dabin 
geboren die symmetriscben Funktionen des § 70 oder die Funktionen 
X, r in § 72. 

2. Eine Funktion (p(x) lieiBt stetig, wenn sie die Eigenscbaft 
bat, daB der absolute Wert ibrer Ânderung 0(x')—'^(x) unter 
jede beliebige Grenze z/ benmtersinkt, wenn die Ânderimg x — 
dem absoluten Werte nacb, unter einer hinlanglicb kleinen GroBe d 
liegt. Man drückt dies kürzer aucb so aus: 

Eine stetige Funktion ist eine solcbe, bei der einer un- 
endlicb kleinen Ânderung des Argumentes eine unendlicb 
kleine Ânderung der Funktion entspricbt. 

Plotzlicbe, sprungweise Ânderungen sind bei einer stetigen 
Funktion ausgescblossen. 

Ebenso sind stetige Funktionen mebrerer Verander- 
licher solcbe Funktionen, bei denen unendlicb kleinen 
Ânderungen aller Argumente unendlicb kleine Ânderungen 
der Funktion entsprecben. 

3. Sind X und Y zwei stetige Funktionen des Argumentes x, so 

sind aucb die Verbindungen X + Y, X — Y, XY stetige Funktionen. 
Denn bedeuten cc und /3 die Ânderungen von X und Y, so sind die 
Ânderungen jener drei Verbindungen a + ccY + pX + 

und diese werden aile drei unendlicb klein, wenn a und ^ unendlicb 
klein werden. 

Durcb eine wiederbolte Anwendung dieses Satzes ergibt sicb, daB 
eine ganze Funktion von stetigen Funktionen immer eine 
stetige Funktion ist. 

4. Wir bezeicbnen mit îCq, . . . die Glieder einer un- 

endlicben Reibe stetiger Funktionen des Argumentes x, die ibrem ab- 
soluten Werte nacb aile unter einer bestimmten, von x unabbângigen 


Grenze g bleiben. Wenn clanii r eiu positiver echter .Briicli isfc^ so ist 
= Wq H" ' ‘ 

wie wir geselieii baben, eine unbeclingt kouvergeiite unencllielie lleiho^ 
deren Summe U eine Funktion von x ist. Es solL Ixnviesoii wordeu^ 
dafi es eine stetige Fiinktioii von x ist. 

Zu diesem Zwecke nebmen wir eine positive gauze Zabi n au 
imd setzen: 

Un = '^^0 + H 1" 

U^Un + lin- 

Dann ist nacb Nr, 3. eine stotige Funktion von .r, abor ist 
eine unendlicbe Reibe, deren Sumni(i (1er Ungbiieliung genügt: 

;-R„| <.<7(r"+‘ + r" + - -h -h • • •) - ■ 'i’'".',.'- 


Da nun r ein ecbter Brucb ist, so koiinen wir n. so groB aii- 
nebmen, daB | | kleiner als eine boli(d)ig kloiiicj (JrbBe .r/ wird, 

und dann ist aucb die Anderung von 11^^ bei (ûiuu- Andenmg von 
X déni absoluten Werte nacb kleinnr als 2. J, denn es ist, wcnni II' 
den verânderten Wert von 11^^ bedeutet, 


I ^ ) i '^bt ! '-A 


Da nun U.,^ eine stetige Fiinkticni ist, so kanu nian dii‘ Anderung 
von X v^ieder so klein nelmien, daB die Âiid(u*ung /// ' gbucdifalls 

kleiner als J wird, und dann wird die Anderung v(ui (/ kleiner ais 3^, 
d. b. beliebig klein. Damib ist die Stetiglcidt von (1 al.s kbinktion von 
X erwiesen. 


5. Wir konnen ü aucb als Funktion von, r b(d;racbt(‘n, und aucb 
als solcbe ist sie stetig, so lange r kleiner bleibt als <dn ang(îl)barer 
ecbter Brucb, und wir scblic^Ben, daB (due Poteii/ndln^ 

8(0) = Cq + -J- -| 

innerhalb ibres Konvergenzkreises eiiuî stcd.ige l'uiiktion von ist. 
Denn ist r der absolute Wert von g der Itadius dos .Konv<u'g(uiz- 
kreises, und r<p, so kann man einen Wert (>„ zwiscduni r und p 
finden, der der Bedingung genügt: 


Vri> < (>o < ii, 


und da alsdann 


^ idu. 


'Jo. Die Dinomialreme. 
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or ^ 

- < 9o < ^) 


ist, so konvergiert die Reihe 

‘‘ï ■*■ “=©'+■ ■' 


und es ist 


= 0 . 


Für das allgemeine Glied der Reihe S{z) kônnen wir setzen: 



und weiin wir also in dem Saize 4. r durch qJç, durch 
ersetzen, so sind die Voraussetzungen dieses Satzes erfiült, und es folgt: 

Die Potenzreihe S(y) ist im Innern ihres Konyergenz- 
kreises eine stetige Funktion von 

Hiemacli sind auch z. B. die Exponentialfunktion und die tri- 
gonometrischeu Funktionen sin 0 und cos ^ als Potenzreihen stetige 
Funktionen von 0 . 

Der Abelsche Satz § 122 hat den Inhalt, dafi, wenn die Reihe 

^^0 + + ^^2 + «3 H 

selbst konvergiert, U = Uq + rii^ 4- + • • • auch für r = 1 eine 

stetige Funktion von r ist, wenn man die Veranderung von r auf 
eine Verkleinerung beschrankt. 


(>. Die Binomialreihe 


beliudet sich, so lange der absolute Wert von ^ kleiner als 1 ist, in 
dem Falle von Nr. 4., und da die Binomialkoeffizienten als ganze 
Funktionen von ^ stetig sind, so ist (p(a) eine stetige Funktion 
von a. 

Wir wollen nun, wie schon gesagt, zwar g, als reell voraussetzen, 
aber komplexe Werte von ^ nicht ausschlieBeu. 


§ 130. Smiime der Binoniialreilie, 

1 . Wenn z = x + yi komplex ist, so kÔnnen wh- setzen 
^ = r(cos'0'4- ^^’sin#), 

worin r positiv ist und -0’ einen Winkel bedeutet, der nur bis auf 


Vielfache von 2 % bestimnit ist. Um iliii goiiiiii zu beHl.iiuincn, kôiiuen 
wir festsetzen, daB î?' zwieclieu — % iiiul -|- % lioij;-ou soll: 

( 1 ) — TC <. 7(' ■ 

luBerdem nebmeu wir iii unsorcr fol^eudcu Bot;raclil,tuifj; 

(2) '• < I 

an. Die miter diesen VorauKS(‘t/aiug(ni k()uv(vrgniit(^ Uiiiomiulreilio 

(3) 9(i^) = 1- + 'I- i' H 

bat im allgemeineii gleicbfallB koinpl(3X(^ VV(‘ri;(', und da 
^ 'r"(coB uAï + i Hiii 

ist; iind die 7)^-'^ reell siiul, su orgibt sicdi; w(3iin wir 

9 (g,) A' Yi 

setzen: 

X == 1 + 7)\('dv’ (iOH .{> COH 2î)' + ^‘<>H ‘bi)’ H , 

y = 7>\^'"^r shi 'i)' "k sin - | • /)y‘')r' hIii îbj)' k • * • • 

2, Wir setzen 

(5) A^ == /b eoH fJy - Il si U Oj 

Z - yi + • //(c.os {) k / sin (I), 

worin 11 reoll und positiv, (I ilIxh* nur bis auf (du Vieira(*.b(‘.s von 2jr 
bestimmt ist. 

Es handelt sicdi uni di(^ Ib^siiinmuiig von II und (I aLs kuuktioiieu 
von g. Uni ilire Aldiiingigkin’t von g. auzudeuüni, Hi‘tz(‘n wir auch 
0 0(ii) und. boinerk(‘)i, dab II, c.ns 0, .siii 0 Htetigo 

Funktionen voii g sind. 

Wir kdiinen auch ()(fL) als Bt(d;ig(' l<kinkti(ni voii u auscbeiL 
Daim aber liaben wir es nic.lit nicbr lii dcr Iland, dtnn (l(a) ein bo- 
liebiges Iiitervall von dcn* (jrülio ikr ziiziiwin’.sam, Hondmi, w(uiii für 
irgend eineii W(>rt von g, z. B. füi' ^u <k bcslimnib's Intervall 
für festgesetzt ist; so kaiin Inn* Htotig<‘r Vcrüiubu’ung von g iiud 
6/(iu) der Winkc^l (l(ii) aus di(iseni Iiii(*rvall brrauHi-rcf.cii, In diciscni 
wollen wir hier nebiinn», iiiid durunlm’ alsn eiiui stf^tige 
n von g versteliou, 

g = 0 ergibt sic.b A 1 , O und folglicdi 
cos 6>(0) I ; siu - O. 

Es ist daher /?(()) oi]i Violbudios von "JtTj inid wir knnueii alsO; mu 
6 (il) vollstandig zu bestiinmen, 

^^(0) ^ 0 

annebmeii. Eilr li(0) ergibt sicJi d(ir Wert i. 




3. Zur Bestimmung yoû B und 6 führt nun. die Fundamental- 
formel § 128, (6): 

worin wir unter ^ mid v irgend zwei reelIe Zalüeu verstelien. 

Damacl] erhalten wir bei der Benutzung der Moivrescben Formel: 

B{j^)B{v) [cos {6 {il) + 6{v)) + i sin (/9(^a) -f ^(»)] 

== B{ii + v) [cos i BmO{^ + 2 ;)j . 

Da ein Winkel diircli die Werte des Sinus und des Kosinus bis auf 
ein Vielfacbes von 27t bestimmt ist, so folgt hieraus 

B{^ + v)=B(ii)R(v), 

6{ii + v) e(^) + e(y). 

In der zweiten dieser Formeln konnte nacb 2. noch ein Vielfaclies 
von 2 TC hinzugefügt werden. Da aber Ô(ii) stetig ist, und dieses Viel- 
facbe sicb nur sprungweise ‘ândern konnte, so ist es von ^ und v un- 
abhângig und ergibt sicb gleicli Null, wenn man v = 0 setzt. 

4. Aus der ersten Formel (6) ergibt sicb zunâcbst die Bedeu- 
tung von B{ii) ganz wie in § 36. Es folgt namlicb durcb wieder- 
bolte Anwendung dieser Formel, wenn n eine ganze Zabi ist: 


also fur = 1 : 
und für ^ = m/n: 

folglicb: 


R(n^) “ 

Bill) = Bil)\ 

m 


wenn darunter der einzige positive Wert der Wurzel ver- 
standen wird. Es ergibt sicb ferner, wenn man in (6) i/ = 0 setzt, 
J?(0) = 1, und für v ^ ^ 

Da nun jR(/i) eine stetige Funktion von ^ ist, so gilt aucb für 
irrationale positive und négative ^ dasselbe Résultat: 

(7) Bill) = B(iy, 

■worunter, wie in § 36, der einzige reelle positive Wert der ,(t*“ Potenz 
der positiven GrôBe iî(l) zn verstehen ist. 

Wobor U. Wellstein, Encyklopadie I. 2. Aufl. 
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5 . In der gleiclien Weisc crgilit siiili îiuh dor zwoiten l'onnol ( 6 ); 
tf(,u + J') - -I- <)(.>') 

dui'cli wiederliolte Aiiweiuluug. 

= nIHjO’ 


also für ,u = 1 : 
•imd für n = m/ii- 


0()i) -■=- nO(i) 

0(^m) — nO Ç'i j ««/>( !), 


also zimlichst für oin ratioualcs ft uiid (Imiii \v(«g(^ii dor Stotigkeit 
aueh für jedes irratioiiale: 

(^S) d(fi.) = - f<.d( 1 1, 

imd es Weibt nocli illadg, /.’(l) und d(l) zu hivslimuiuti, dio iiocli 
■von d. h. von r und ff aliliâtigoii. 

6. Zur llestimmung von /.'(D niid d( I ) liahoii wir ans (-1) die 
beiden Gleiclmngen; 

CDS d( 1) 1 I r <-')s !)', 

/i’(l) siii «( 1 ) rsiiiib 

woraus zuniichst, da fiil) j)osil.iv H(du iiiiiü, dundi Qitadricroii uiul 
Addieren 

(9) ./iH’l) ^ I I' 

folgt, mit positivoin Z(mc1i(mi dm- (iuadrai.wiir/.id. 

Es folgt fenier diircli Division dcn- liciilcn (Üoiiduiiignn 


tg d(l ) 


r tîiti 

1 ■ \ - r t‘<»H U 


Ist (lie Tangente eiin^H VViiih^lH g(‘g(‘l)nn, so isl. damil. dm* Wiukel 
aber mir bis airf eiii ViellnelieH von n bestinunl, und 7.u judeni Wert 
der Tangente gibt (îh (Ûikmi und nur uiinui VVinkid, der '/wise-heii 
xmà -\- l'TC liegfc. Wir InïHlimnuui also eineii Wiidn»! oj eiii- 
dentig dnrcli dio Hodhiguugini : 


(10) 


tg (O 


r siii -{)■ 

1 -•( • r GOH {)' ^ 


'.r 

►> 




O ’ 


wo die Grenzworto ^ l-it dadureh îUingeHcldossiui sind, duU d(‘r N(‘imer 
1 r cos -O* fur ein echt gcibroidiones r nicht Nidl soin kann. Dana ist 


^i(l) o)\hjr. 

worin h eiiio nocli iinbGkannte gaiize. Zabi ist, dio wir jot/t aoeli zii 
bestimmen luibeii. 



Y = sin iii(cû -j- JiTi:), 

und für r — 0 ergibt sicli liieraus 


sin iiliTt = 0. 


Diese Grleicliung soll aber für jedes beliebige il stattfinden, und 
dies ist nur môglicli, wenn die ganze Zabd h = 0 ist. Demi wâre 
sie nicbt =0, so brauclite man ja nur == 1 : 27/ zu setzeu, mn 
ein = 1 zu ertalten. Deninacb. ist h = 0, und wir baben damit 
die Summe der Binomialreibe unter Yoraussetzung eines ecbt ge- 
brocbenen r vollstandig bestimmt. Es ist 

(11) < 5 p(ja) = (yi + ârcos'ü’ + r-) (cos aoi + isinfiœ), 


worin 09 durcb (10) bestimmt ist. 

Wenn z reeU ist, so ist -9’ = 0 oder == % und folglich. 03 = 0 
(nacli (10)), und es ist 0 = x positiy für 9" = 0, uegatiy für 9 = jr, 
folglicb a; = rcos9, x^ = r-, also ergibt (11) für diesen Fall 

(12) 9(fi) = (l + æ>'', 


worin unter (1 -[*- der einzige reelle positiye Wert dieser Potenz 
zu yersteben ist. 

Trennt man in der allgemeinen Formel (11) den reellen yom 
imaginaren Bestandteil, so erbalt man die reellen Werte der Reiben 
X, Y: 

( 1/1 _|- 2r cos 9 + r^)' cos ftco = 1 -1- cos 9 + cos 2 9 

+ J?3^'‘'^r^cos 39 

(yi + 2r cos 9 -|- sin |aai = sin 9 + sin 2 9 

+ sin 3 9 -f • • • . 

8. Nebmen wir ft — so ist 

75 ^ ^ ^ JB . . . 

; x>2 — 2 • 4 ^ 2 • 4 • 6^ ^ 


(13) 



= (-!)«- 


1 . :-i • 5 • • • {2n — 3) 
2 • 4 • 6 • • • 271 


und folglich ergibt sich für ein eeht gebrochenes reeUes x: 
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1 

ii"- 4 


(14) •l/l + a' = l + 


n I 

-h 


i • 1 • n • 5 

J — - 1 - . 

‘2 • -l . G ‘2 • -t • lî . s i • • • . 


Ferner findet man für .« = -- l- 


__ 1 

yt^x 



1 • i( 


+ y i l 


1 . . f. 

y . -1 . Cl 


1 ■ a • Tl ■ 7 

y ■ -1 ■ Il ■ H 


Man kann diese Fonneln zur li(n-(H-.luuni<j: voii QiuKlrafcwuvzidii bc- 
niiteen, und dieso Bereclmung isi, boHOiidcrs ('iiil'acli, wi-mi es fiieh um 
Quadratwnrzeln aua Zahlon haudidi;, dii' von der ni'udisi.nii (^uadrat 
zalü wenig versebiedeu siiul. 8o ist z. ib 


■)/9!) = ■j/lOO - I - 10| 1 -- 0,01. 


Man seize in der Formol (14) .c - 0,01 und orb.-ili: 

— ‘ ,c . O.OOf) 

!. ,(•“ 0,000012.") 

— .c'O - (bOOOOOOOC.l';") 

1 +^. 7 ;- i/' i 

]/m ‘),iMiis7-in7r), 

woriu nur die letzto vStolle etwuH zu groü isL Dundi l)ivisi()u mit 
3 erhlllt man 

y II ;vU<d;L'd7i) 

auf ïieun Stelleii geuau. 


§ 131. Die Biiiomialreilie au der (xreiize <ler Koiiver»;^^. 

1. Wir Iiaben in § VJH gencdu'ii, daU (1[(^ IbiianiialnMlia (diien 
Koiiyergenzkreis vom lladiiiK 1 bai-. Naab. (ban VnrluilUni (bu’ Hiuo-^ 
mialreilie aufiorliall) (liewes Krinst'H zu (Vagfni, ba(. kcaïuai Sinn. Wohl 
aber ist es von IntcresBe zu nniicn-suc.lnm, ob dit* {ûdiia lur Ibuiklie 
des Konvergenzkveisos B(dl)si, d. b. fiir Wtadr mit dmu abHoluleii 
Werte 1^ nocli konvm'gent isi. Isi dins den* {‘all^ so kann luan 
die Summe dor Roilu'. fîlr di(!S(^ VVcudaî na{‘b tUun A in» lH(‘J]en 
Saize (§ 122) ernilttiRii^ lnd(un inan in dnin An.sdrne.k (‘iir 
<p{y)y den wir im vovignn Ibiragraj) li(»n gn. (’nnd(Mi IulImmi, deu 
Grenzweri für 1 au[Hnidii. 

2. Erster Fall > 0. 

In diesenn Ealle kou V(*rginrl. dit* Riiuimialndluî fur 
= 1 nnd jedon W(îri von 0* nnlu^lingi. 


s Irfi. 


23. Uie Joinomialreihe. 
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Dies wird ervriesen seiii; wenn wir nachweisen konneii; da6 für 
eiû positives ^ die Reihe der Binomialkoeffizienten 

(1) 1 + 5/.") + + . . . 

unbedingt konvergiert, denn da siruz-ô' und cos ‘/^'^ eckte Brüche sind, 
so konvergieren dann auch nack § 120, 6. die beiden Reiben 

X = 1 + cos O- + cos 2 -O* + cos 3 0- + • • • , 

Y = sin d' + sin 2 O + sin 3 -0- -f- • • • . 

Diese Konvergenz wird aber nacb § 118, 7. dann erwiesen sein, 
wenn sich eine Zabi h ermitteln laBt, die grôBer als 1 ist, für die 

(3) Lim RJ'') = 0 

n — 03 

wird. 


3. Um einen solchen Exponenten h zu finden, setzen wir, wenn w 
und Ih a n zwei ganze Zablen sind, 


7? («) ~ (M' — ^) • • • ( ^ — 

« ' ' 1-2.3-..W 

= 7? (‘0 ^ — '^^4’ 1) 

..n 


Bezeichnen wir mit K den absoluten Wert von RJ"'), so ergibt sich 
hieraus, wenn lc'> ^ angenommen wird, der absolute Wert von 

h — Il U — ^ + 1 n — fl — 1 


( 4 ) 


I I = E 


le +1 lc + -2 


worin K eine von n unabhângige positive Zabi ist. 

Nun ist nacb dem binomiseben Satz selbst, wenn 7n grôBer als 
1 ist, 

+ i) ' 

^ -j I 4~ 4“ J: (^ + ^) (^ H~ ^ ^ j 

m ' 1 -.2 1 ' 2 • 3 

^ /i (blLA\ I d~ + 2) _i A ^ 

r m 1-2 7ir\ 3w2 ; 

(f l + 1) (^ + + 3) (^ + JL A _ ‘blL£\ 4. 

1 . 2 . 3 • 4 \ 5wi / ‘ 


und wenn ^> 2 - > ^ + 1, so ist, wenn l eine natürlicbe Zabi ist: 

m(l—l)^l — Ij 7nl ^ 7)1 + l — 1 > fl + Ij 
und folglich sind die Differenzen 

1 __ ^ + ^ 1 _ +i 1 _ ^+ j . . . 

aile positiv, also 
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III. Aiialj.si.s. 


8 131 . 


wofür wir aucli 




m — l i- - 
m 


fi -I- 1 


^ / ))i Y" * 

" -f 1/ 

setzen kouneii. Wonclen wii' clics iiul )ii /r 1- l , 2, 


Il an, .so Iblgt; 


k — (c. 
/.•+l 
k — /i -1- 1 
k + ü 


/k 1- lY""'' ' 

U -I- 'J ’ 

. (k I • Il Y" I- ‘ 
\/. -| .-ii > 


il • - (. 1 ,-- .1 

n 


und demnach ergibt sicli ans (4): 


( 5 ) 


4- 

f- y k \ ;i 


. ,, /k-\ iv" ' ‘ 
U-i-i) ’ 


/ il Y 1- 1 

U-l ly ’ 

il Y" *■ ‘ 

il . } ) 


also, weim k eiiie belinbigo ])OHil;iv(^ Zabi isl.: 

(6) • 1)'* b 

xmi dies nilbert sicli mit uiKUidlicb wiudiHiMuliaii a dn* NuU^ 

weim 

h < I I !( 

genommen wird. Bu die Aiuialuru* h "• 1 mit (licsor IbMiingung vcv- 
traglicb ist^ so ist liiormit mudi (d) dit* Konvi^rgi'ii/. fur dit’.seu Wl 
bewiesen. 

Die Formel (5) zoigt, daU 

(7) Lini./)Y"^ O 

n ( 

ist, niclit niir wemi jHcsitiv ist, .sonclcrn ancli ucniii a i I iicisitiv, 
also aucli wenn /t cnn negativcr cu'hl.cn- Hnicli i.st. Xnr n-iclil, daim 
das Abnobncn von niclit inclir ans, itni die nnliiMlinglc Konver- 
genz der Reihe (1) zn vcrhüi-gcii, du h ■ ; 1 j u nnter 1 Idcild,. 

4. Das führt uim anf don zwccitcu Kall 1 • « ■ .(). 

In diüscni Jç aile kon vcvrgic'rt dic‘ |{in(iniialr(!ihc anf 
dem Konvcrgouzlcrcisc auU(>r l'iir 1, uhe-r ini all- 

gemeinon niclit iiiclir nnbedingt. 

Der Beweis stiltzt sicli aiil clic allgcinc'inc l'Ornicl 57, (Ti) 


( 8 ) 


/;r„i I y;(„l 


deren Eicbtigkeit für bediebige g sic.h dircki, au.s dcii Ansdnicken für 
die Binomialkoefiizieiitcn ergibi:, naidi dciicii 
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J5 (.") = ~ +.1 JB {/-) _B if, + 1) _ 1 _g t„) 

ist. Setzen wir jetzt für ein beliebiges z 

S^OO ^ 1 + + • • • + 

so folgt durcb Miiltiplikation mit 1 + nach (S): 

(1 + = 1 + + , . . ^ 

+ ^ + . . . + 

= 1 + + + ^ + 

== + + 

Ist nun der absolute Wert r von ^ gleich 1, so bleibt + ^ endlicb 
und wird nacb (7) gleicb Null^ wenn n ins Unendlicbe w'âcbst. 

Da aber ^ + I >0 ist, so bat nach 2. einen endlichen 

Grrenzwert, nnd wenn daher 1 + z nicht == 0 ist, so bat auch 
einen solchen, d. h. die Reihe cp (p,) konvergiert. 

Für Z = — 1 kann aber die Reihe in diesem Falle nicht kon- 
vergieren, denn für ein reelles echt gebrochenes z ist der Wert von 
(fi) gleich (1 + und dies wird unendlich groB, wenn fi negativ 
ist und 5' == — 1 wird. Also kann nach dem Abelschen Satze 
für Z = — 1 keine Konvergenz stattfinden. 

5. Sehr leicht erledigt sich der dritte Fall fi^ — 1. 

In diesem Falle ist + 1 negativ oder Null, folglich n — fi — l 
positiv und grôBer als n oder mindestens == n. Es ist daher 

— ir— >1^ 

und folglich sind die Binomialkoeffizienten nicht kleiner als 1 
und nàhern sich nicht der Grenze Null. Es werden also auch die 
Glieder der Reihen Y: 

cos m 0* , sin m d' 

nicht unendlich klein, und diese Reihen kônnen daher nicht kon- 
vergieren. Die einzige Ausnahme, die aber als selbstverstândlich kein 
Intéressé bietet, ist die Reihe wenn -O* == 0 oder = 7t ist, wo dann 
Y ^ 0 wird. 

6, Um in den Fallen der Konvergenz die Somme zu finden, 
hat man in § 130, (9), (10) und (11) r = 1 zu setzen. Dann wird 

l/l ^2r cos d' + r == 1/2 (1 + cos -0') = 2 cos 



da cos^O’ positiv ist, wenn, wie voruuHnresetzi; war, zwiscLcn 
und + :jr liegt. Es ist feriier 



was, wie von co verlaugt war, z\visclu‘ii - .Ijt uikI -| > jr liegt Deiu- 
nach ergibt die Formol § lîiO, (11) diiroli l'nMuniiig des reelleii vom 
imaginaren Bestandteil: 

!^2 cos Y -O-y cos|a =-- 14 - .///■" h‘, os 11 2 îl -)• />y"t*()H ^ 

t^2 cos J sin ^ siii 11 - 1- 7)^"- siu 2 11 t 7 siu. d 11 ^ 


und diese Fonneln gelfcen fiir /i > - 1; d(*r U riur/, wt'rL 11. :[.; jr ist; 

für ein positives ^ auch iioe.li zuliissig. 


Vierundzwanzigster Abschnitt. 

Logaritliinisclie Eeilieii. 


§ 132 . Logarithmische Reihen. 
1. Wenn wir in der Binomiakeilie 


(1) (l+xy=l+ a;' + 


jX (u. — 1) (g — 2) s , 
1.2-3 ”1“ 


worin x ein positiver oder negativer echter Bruch ist, = 0 setzen, 
so ergibt sicL. beiderseits der Wert 1; bilden wir aber daraus zunâchst 


( 2 ) 


(l + a;)"-! 


= a;+- 


1 • 2 




(fL — l)(,a — 2) 
2-3 


Æ'* + 


und lassen jetzt jt in NiiU iibergelien, so geht die recbte Seite in die 
Reihe über: 


(3) 


mZ /y,4 éytù 

m w . «X/ iJU t 

^ = ^-V + X-T + -5--' 


die ebenfalls konvergent ist, wenn x ein ecbter Brucb ist. 

Die Reibe (2) ist aber nacb § 129, 4. für ein ecbt gebrocbenes x 
eine stetige Funktion von und es ist also k der Grenzwert des 
Quotienten ((1 + xY^ ~ 1): ^ für fx = 0. 

Es handelt sicb nun also darum, diesen Grenzwert noch anders 
als durch eine unendlicbe Reibe zu bestimnien, um die Summe der 
Reibe (3) zu erbalten. 

Obne weiteres gebt dies nicbt, weil in dem Brucb ((1 -f xY' — 1) : iit 
für fx = 0 Zâbler und Nenner verscbwinden, und 0/0 keine bestimmte 
Bedeutung bat. Wir kônnen aber mit Hilfe der Grenzwerte, die wir 
früber bestimmt baben (§ 119), aucb diesen Grenzwert indirekt er- 
mitteln. 

Wir setzen 



imcl wenn clann (i bis Nxill ahniiunit, so wüc.lisl; // iiis Uiunulliche. 
Aus (4) aber folgt: 

Cl + .<■)'" =-■= I -I- , 

uud wemi wir beiderscits in eiiieni bclichigoii Sysiciii dlc Lngiiriilimen 
nebmen: 


1 ( 1 : 


( 5 ) 


( 6 ) 


lofr(l -l-.r) 


Ans (4) niul (f)) folgt, îil)ür: 


(1 + .rV' — 1 _ 1^’n “1 ^ I 

'' ‘) ■'«(' I jy 

Nach § 119, 5. ist 


Li,n(l-| 'y 
,, = 0.1 .'// 


Lini 

n “ 0 


y)j uiul rolgli(‘.li int Uîic.li (d) 

^ 1 

/4 U>Mi r 

Diese Formel wird uni oiiiüudislon, wmin wir r uIh Hunis des 
Logarithmensystoms neliiiuni, Logarithnnni IkmBoii nui; fi rl ielio 

Logaritlimeii, Sie worden /iiin Hntersehied von don uiidin'eii, z. H. 
den BriggiscFen, verscliiodon In^zidrlmoi, olwu mil log nul./’ (xhn* 1 (;r). 
Wir wollen hier das gleifhfiillH gidnhncliliclH» Zinchmi In ./* lumuiziMi, 
Wenn wir also jetzt dus mitiirlirlm Logurilhmimsyslmn '/ugniudo 
legen, so liaheii wir 

(1 -1” ^^0-' 1 


ijim 

== 0 


lu (\ 1 ./■). 

Wir erlialten dalier uns (î5) di(‘ Fiiiwiidvluiig 

(7) ln(H-aO^=a,-~y + y - .j. 'f 


Eiue nocli etwaw hociiuunerc ergihi siidi, wUnii wir j' in 

X verwandoln: 


X x* 

a -i 


(8) 

uud daim (8) yen (7) subtralucri'ir. 

^ 2 1 — x ' a * 5 ' 7 



Setzt man 


= y und folglich a; = ^ -J 

so erliâlt man für jedes positive y ein echt gebrochenes iind 
zwar, weim ^ > 1 ist^ ein positives, wenn î/ < 1 ist, ein négatives x, 
und man kann also ans der Reibe (9) den natürlicben Logarithmus 
einer jeden positiven Zabi finden. 

Für a; = 1/3 ergibt sicli ans (9) 

(10) - In 2 = -- + —--g + + 9 , ^ + ÏÏT 3 H + Î 3 T 3 Ï 3 H ? 

woraus man auf secbs Stellen genau den natürlicben Logarithmns 
von 2 gleicb 

0,693147 

erbalt. Eine groBe Genauigkeit auf diesem Wege zu erhalten, ist 
ziemlicb mübselig. 

2. Die Reihe ( 7 ) ist divergent für x^ — l, denn für diesen 
Wert wird sie 

-{'■ + \ +T+T + T + -")- 

Dagegen ergibt sicb für + 1 : 



und diese Reibe konvergiert, wenn aucb nur bedingt (§ 121, 5.). 

Nacb dem Satze von der Stetigkeit der Potenzreibe (§ 122) 
kônnen wir aber die Summe dieser Reibe bestimmen, indem wir in 
der Summe ln(l + ^) die Verânderliche x=l setzen. Wir finden so: 

( 11 ) 1^2 = 1-1 + 4 -| + |----. 

Diese Reilie konvergierfc aber noch viel langsamer als die Reibe 
(10), und um damit eine Genauigkeit von mebreren Dezimalen zu 
erhalten, müBte man eine ungebeuere Zabi von Gliedem berück- 
sicbtigen. 


§ 133. Cykloinetrische Reiheu. 

1 . Nebmen wir in der Binomialreibe s rein imaginer, gleicb ix, 
so ergibt sicb 

/ ^ -i A. J: n- ~ rS » ~ a;8 1 . , . 


1 • 2 



tind den Wert dieser Summe erliiUt mun ans § IHO, (U))^ (U), wemi 
man dort ■9' = ± Itc setzt, Avorin das olnsn^ /ioioliou l)ni jiositivem, 
das iintere bei uegativem x stelit. Ks Avirtl daim, woim x din eoliter 
Bruclî ist, r = \x\ und 
( 1 ) tK <■' 

und folglich 

(p(ji) = (]/i + (oos ;uu -I- i siii ;u.)). 


Trennen wir den reelleu von deiu imagiuilren 'l’oil, ho idlgt; 
(]/l H- a:7 cos ftM = 1 — J 2 - Æ + > 


(]/! + !B"y‘ sin fxco 


' (IX 


^ (.a -- 1 ) (f‘ — “) 


1 • a • a 


nQi— i)(/t u)(/i I) , 

I • a • :t • -1 • r. •' > 


und Avenn Avir dio zweite dioser lloilieu durc.li (t dividioren: 

--1 !(»••■ ‘J) l/i 


(yT+^' -I- 


I . ‘J • ;{ . 4 . n 


Setzen wir |tt==0, so ürgil)t œchh' (li(‘ lUKuidlicho lloilio: 

(2) æ- 


, ur 
,n 5 


ir* 

1 


.r’ 

il 


die für jedes eclit gebrocliene rr konvin-giorl'., luid ihrt‘n VVorl lindon 
wir wie bei der logaritlniii.sclieii Hdûlie, W(‘iiu wir d(‘ii (in'.nzwtu'l; der 
linken Seite far ft = ü avifsacJuai. 

Es ist aber nacli 127, 2. siu 1 für a O, und weim wir 

also a ^ lica setzen: 

T • sin IL Cl) , . Hin a O) 

Lim 0 ) IjUU {•), 

,,=« /<■ ü 

uiid (yi + x^y' Avird — 1; also lialicn Avir 


( 3 ) 


CO == ir; 


a 


f) 


;r' 

7 


i) 


2. Wemi die Tangente Winkel o) irg(nidwi<^ uIh jiositive 

oder négative Zabi .'v gegelieii ist, so ist dadiindi (bn* Winktd Holbat 
nur bis auf ein Vielfacliea von tv b(‘atiunnt. Kr wird alun* vell- 
standig bestimmt, woiui no(‘li die B(*H<*lirüukuug lîinzug(‘[iigi wird, 
dafi er zwischen — -J-tc mul + lit liogen Hell. Mau bezeic.huet den 
Winkel (in Bogemnali ausgodrüciki) uuter diese.r VorauHS<^tz\ing ala 
den Bogen, dessen Tangent^î .r int, mit areu h tan gêna ;r 
(riebtiger arcus tangentis a:) und H(direil)t aucii ahgekür/t 

(^) fo — are tg 

und denanach ergibt dio Formel fHj: 


( 5 ) 


arc X ■■ 


T 


+ 


~V 



Da die Formel (5) aber nur gilt, Solange x zwischen — 1 und 
+ 1 liegt, so liegt der Winkel arc tg ^ zwischen — und + \:r 
(zwischen — 45^ und + 45°). 

3. Die Reihe (5) bleibt wieder konvergent, wenn x = 1 wird^ 
der arc tg x geht aber dann in den Weri über, und wir erhalten 
so die Summe der berühmten Leibnizschen Reihe: 


( 6 ) 



0 


einer Reihe^ die freilich, der langsamen Konvergenz wegen, zur prak- 
tischen Berechnung von ^ nicht geeignet ist. 

4. Besser konvergierende Reihen zur Berechnung von tc erh'âlt 
man, wenn man einen Winkel nimmt^ der in einem bestimmten Ver- 
hâltnis zu 7t steht und dessen Tangente einen gleichfalls bekannten echt 
gebrochenen Wert hat. Nehmen wir z. B. den Winkel von -J-ît = 30^ 
(die Halfte des Winkels im gleichseitigen Dreieck), so ist dessen Tan- 
gente l/yS, und die Formel (5) ergibt: 

(7) =: 1 — -p. ^ ^ ^3 + 9-3^ n'Tp ' 

Noch besser konvergierende EntwicHungen werden sich spater 
ergeben. 


§ 134. Die Fuuktion arc tg oc. 

1. Wenn wir in der Reihe § 132, (9) x durch îx ersetzen, so 
ergibt sich, von dem Faktor i abgesehen, gerade die Reihe § 133, (5), 
und es liegt also nahe, auch 

(1) arctga; = ^logj~-^ 

ZU setzen. Diese Gleichung gibt uns zunachst nur eine Définition des 
Logarithmus einer imaginaren GroBe; aber vermôge dieser Définition 
vereinigen sich die beklen Reihen § 132, (9) und § 133, (5) unter ein 
gemeinschaftliches Gesetz. 

2. Nach der Formel (1) bleibt die Gruncleigenschaft der Loga- 
rithmen bestehen, da6 nâmlich die Summe zweier Logarithmen gleich 
dem Logarithmus des Produktes der Summanden ist. Setzen wir 
namlich 


1) Über die Entdeclmng dieser E-eibensnmme durck Leibniz vergleicbe 
man Cantor, GescMchte der Matbematik, Bd. III, Kapitel 86. 


a = arc tg x, ft arc ig //, 
a.' = tg K, y = tg /■], 

so ist nach cler Additionsformel fin- dio Tangente 


m 

folglich 


tg(K+/^) 


1 — 1 -- .r//' 


, i •'* + y 

+ /) = arc tg , , 


arc tg x + arc tg y ---- arc, tg 


I .r// 


Hierbei ist aber nocli zu boiucrkcii^ daB, w(‘uii (li(‘ Hunimc a + (i 
aus dem Intervall berauBtriti, aiif (l(*r üiiIctmi S(‘il;c noch 

7 t hinzuzusetzen oder abziiziehcn ist. 

Wenden wir aber die .li'oriiiol (I) auf (;>) an, so ('rgi))L sicli: 

ln; + !" + ln; + ':-''-^ln;“-"-''^^ 

1 — IX i — i y ,1. — xy i (X - J )/)' 

imd es ist 

1 -~.r.v + vH'-^ + ?/) ^ (ï + 1 iy) 

1 — xy — i (rr -|- y) (1 ix) il ///) ’ 

also^ wie das Gesetz der Lugaritluneu v(U'langt: 

in;+!%:in;+'-" lu'+v. ! I 

1 — i X 1 — ly il X 1 I y 

3. Dieses Gesetz kaiui luau inui Jinweiubni, uni di(‘ Ivcilu' li'ir 
arctgii; in eine Summo von iilinlicdien l{(*ilH^u zii zcrb'gnii, die (âne 
viel hobere Konvei-genz lial)(‘ii, luul di(i also zu ciiKo* gonaueu He- 
rechnung von 7t geeignet sind, 

Bestimmt man x und y aln (uditi^ Bi-ücIk^ so , daB 

( 4 ) 1 

t — xy 

wird, so ist nacli (3), da aia; tg 1 =■ = ,|jr ist, 

Y = iin; tg X + ar<; tg y, 
und aus § .133, (5) folgt: 


.) I> t 

Um X und y zu hestimmeu, leitet man au.s (4) ali: 


" > 



und wenn man x" — 4- setzt^ so ergibt sich y = und daraus die 
besser konvergierenden Reihen von Euler: 

4 2 3 2^ 5 2^ 7 2''’’* 



1 __ 1 _ 


+ 1 \ 
~ 5 


1 1 
7 3^ 


+ •••• 


Wenn man zn der Formel (3) noch einen dritten Wiiikel^ arc tg ^ 
addiert, und die Formel dann nochmals anwendet, so ergibt sich 

arc tg a; + arc tg y + arc tg ^ = arc tg , 

und wenn man y, z als echte Bruche so bestimmt^ da6 


X y + Z — xyz = 1 — xy — xz — yz 
wird, so erhlilt man 

“ = arc tg a; + arc tg ^ + arc tg z 

in drei unter Umstanden noch besser konvergierende Reihen zerlegt. 
Nimmt man z. B. x == y = ~ i ; so wird 


( 5 ) 


== arc tg -î- + arc tg -J;- + arc tg -î- « 


Nach dieser Formel hat Dahse gerechnefc, der die 200 ersten 
Dezimalstellen der Zahl tc ermittelt hat. 

Eine noch bessere Formel war bereits früher (1706) von John 
Machin angegeben und zur Berechnung von auf 100 Dezimalen 
angewandt. Sie beruht auf der folgenden Betrachtung: 

Es ist^ nach (3), wenn man ÿ == ~ 1 setzt für ein beliebiges x: 

(G) " =arctga;-arctg^“-j- 


Wenn man hierin für x eine Zahl nimmt, die nahe an 1 liegtj so 
wird (1 --iï;)/(l + .r) ein kleiner Bruch und für das zweite Glied der 
rechten Seite ergibt sich ans § 133, (5) eine gut konvergente Reihe. 
Damit aber auch das erste Glied durch eine gut konvergierende Reihe 
dargestellt werden konne, setze man arc tg x = n arc tg a, wo yi eine 
beliebige ganze Zahl ist. Je grôBer n wird, um so kleiner wird a 
bei gegebenem x. Setzt man n = 4, so erhalt man, wenn in (2) 
a ^ [j gesetzt wird: 


tg 2/1 


2tg£_ 


tg 4/3 = 


2tg 2|l 

l-tg^2p* 


Setzt man a == tg /3, x = tg 4/3, so ergibt die Formel (^'6): 


TC 

T 


= 4 arc tg a — arc tg 


tg 4 |3 + 1 ’ 



ïind wenn man das nocli willkürliclie « gleicli l/;") aunimmt, bo folgt 
.«=120/110, woraiis endlicb: 

(7) |- = 4 arc tg - arc tg ; • 

DaB die Formel (7) zur Reclinuiig iiocli zwcckmilUigcr iat ala (5), 
leuchtet ein, da die Reihe § lilB, (5) l’ür a; 1/0 ac.liuollcr kower- 
giert als für a;= 1/2. Nacli der Formel (7) liât iKaicrdiiigs Sliaiiks 
die Rechnung bis auf 707 Stcllen ibrtgotïihrt;. ') 


§ IBf). ïrigonomctri.schc Ilcilicii. 

1. Wenn wir in den allgeincinon Anadrüc.keit l'iir X, Y KM), (KM) 
fl in Nnll übergehen lassen, ao erhaltoii wir ncue. lù'iluaKMitiwic.klungon 
Ton sebr merkwürdigen Eigenscliaftcai. Wir tadiali.iMi ’/.uiiiichat;, woim 


wir 

bedenkeii; dii& für 0 





• (il -■ )i 1 1) 

(- i/'"' 


~ 1 • • 

• • il 

il 

ist: 




T . COS IbCù — 1 

Lim - = r cos i)‘ - 

■ .1, r ('.OK -J t)- 1 

r* iM)H J 

( 1 ) 

/, = 0 


T . p-'* sili a (ù . „ 

Lim =- r siii - 

• .1 siu 2 t)' ' 1 

1, siu B i)’ ^ 


weim 


r HÎn tl 

1 • 1 r <’oH îf 

(2) 

^ = '|/l 

• r, i.g (.) 

ist 





1) Üin von der (lenaiaglcoit, die : 

B. Hclion loo 

S((dlen grlnni, eine. Vor- 

stellung zu gowinnen, bat 11. S clin b tu 

'[, in llaïulmrg 

idn kiiluu‘H Bild orHoniien, 

das 

man in dcm Anfsat/e ,,I)i(‘. Quadratur don Zirkehr^ 

in drr Saininlung wisHCii- 


sclmftlichor Vortriigc von Virchow unil UnU/.iMnl o r fT, <>7, nndol. 

Die Zoiclioii a fur dio IhiHÎH di^.s niitürlirluMi liOgiLriMuiu'tisystrMiH imd n 
für clas VerliiUtniH doH IvrciMundiiiigOH 7,uin hnr(dmH‘HMi*r :iind allgouudn in (îe- 
brauch gelcominon , .soit hîo fDiIor in oinor in den iScjirii‘l<*n der i ’(*(■<* ru hnrgcr 
Akaderaic von 17;iÜ orHcliiout'mm ScliriR „Vuriiu‘ <d>o(U’viili»m('ii rin-îi HiudoH in- 
finitas“ angowaudt luit Daw Ztdc.luin tt liinhd, kIkIi (duniH.» gi'hranrlit hcIioii ITOli 
bei William Jouoh. 

Die Zabi tt. wird die IjiidolpluHclu^ Zabi genanid, nacb tiidnlpli van teuleri, 
1610 als ProfcHBor in Leiden geHiorbmi, dm* dii‘Hr Zabi auf .‘U'i De/inuibui bo- 
rechnefc bat In dm* Petm'HldrclK* /,u Liddon war IHto nncli eine nidldem nicbi; 
wiedcrgofundoiic luHcbrift, die diese Za-bl angab. Hm-ecbnungmi tlîesrr Zabi 
gcbon abor bis auf Arcliimedes 7uriir.lv. Dan for, lîd. II, S. OliHf. 

Die Zabi von Dalme lindcti sirli in (Irell<‘.s Jmirnal, Ibl. :îV ilHMi, <lie. von 
Shanks in den „PrücoedingH of i;be Ifoyal suriely'* in Lunduii, Hd. ‘Jl, mit eiiier 
Berichtigung in Bd. (18711). 
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§ 135, 


24, Logarithmisclae Reihen. 


Nacli der Formel 


cos Uùl ■■ 




ist aber 

Q'' cos fl w — 1 O M sin 4 fi- w . , 

( o) == 2 0“ — sin 4 aœ, 

^ ^ fl ft ^ fl i . J 

und da nun, wie wir sclion oben geseben baben^ 


T • sin fl, û) T- • £>■** — 1 1 

Lim = cû , Lim == m o 

f,=0 ^ ' u = 0 

ist, so verscbwindet das zweite Glied auf der recliten Seite von (3), 
und wir ei’balten aus (1): 




lu]/! + cos -9’ + r- = r cos 9 — 4 r“ cos 29 

+ •} cos 39 — cos 49 + * * * ; 

arc to* - -4 - = r sin 9 — 4 sin 29 

° 1 -|- r cos 9 - 

+ J- sin 39 — 4 sni 49 + • • • . 


2, Die intéressai! testen Resultate ergeben sicb bieraus aber, wenn 
wir zur Grenze der Konvergenz r == 1 übergeben. DaB die Reiben 
auf der recliten Seite von (4) für r = 1 nocb konvergent sind, folgt 
aus einem allgemeinen Satze, dessen Beweis wir hier einscbalten. 

Es seien C 2 , . . . positive Zablen, die den Beding- 

ungen 

(5) Cl > Cg > C 3 > > • • • , Lim c,, = 0 

rt = 3c 

genügen, also eine Reihe abnebmender Zablen, die schlieB- 
licb unter jede Grenze beruntersinken. Es sei ferner 


U,, U,, . 

eine Reibe positiver oder negativer Zablen von der Eigen- 
scbaft, daB sicb 

(6) + ^<2 + + * * • + 

mit unendlich wacbsendem 7i zwar nicbt notwendig einer 
bestimmten Grenze nâbert, aber docb dem absoluten Wert 
nacb unter einer endlicben Grenze g bleibt. 

Unter diesen Voraussetzungen ist 

(7) + Cg-îig + 03-?% + . • > + 

konvergent, d. b. es ist Lim S,, = S' ein bestinimter Wert. 

Weber u. Wcll steiii, Encyldopildio. I. ' 2 . A.ufl. 30 



üm diesen Satz zu beweisen, ,s(d,zcn wir uacli ((J): 

lly — h y , 

«2 = IL -- Ui, 

H, =--= U, - //», 

M„ = //■„ - 

und erhalteu daraus: 

s„ = + c,(u,-u,) + /g -I I r„(ii„ 

= -I I- .d'-n I 'g -I 

Da nua die unendliclie Eoilio 

"I- I "’i 

ans laiiter positiven Gliederii und und da dio 

absolut ^nuioniiiKUi kloiiuu- ;il.s (/ Hiiid, ho isi. aucli 

die Reibe 

U^((-i (‘^ 2 ) "I" I ^* 1 1 1 ‘ ‘ ' 

konvergent (nacli § ().), uiid da siub dur Grou/i* Niill nillKuli, 

so ist aucli Icoiivorgeiii;. 

Setzt mari in dioHoui Salize (*(ir dio IumIk* Uj , //<,,//.,, //.i, ... din 
Zahlen d- 1, — 1, + 1; - î , (udiiUl inaii darauH das 'rii(‘on‘iii 

§ 3. 

3. Um don Satz airi' dio Ivoihou (d) au/nwoiubni, H(d//(ni wir 
,1 . ^ ^ ^ 

' 1 ? ^ iî -J ^ ^ ^ ^ ^ -i ’ * ' * » 

wodiirch die Vorausstitzung (bj IxdViodigi. isi-, mid (*s i.si daim uocb 
zu zeigeu, dafi di(‘. Siuumon 

(‘OB 1)' ■ - C.OH d O.OS II P‘ . . . i (•(>H }i !>', 

Bill '{)' niii !^^ {)■ I 3 ()• • • • l siii ti !)• 

unter einer endlichen Omuzo bbdbou. Ditai orgibl .siidi bdtdil. a, us doji 
trigonometrisclioii Foruudu : 

2 cos .V-f)’ (iOK 'ïiA)' (!os (n .V) ît | (‘.os ( )/ j ! ) i)-, 

2 cos l'd' HUI U'i} — sin (n - l) D* 1’ (;/ | v 1 • 

Wendet man dieso Formolu auf di(^ (diizolmm (iliialcr dur Siimiuoii a, a, 
so ergibt sicb: 



2 cos Y ■9' = (cos Y&+ cos y ■8’) — (cos y ô- + cos -9-) + • • • 

± fcos ----- d- + eos - --7— 
= cos ± cos — d ' , 

2 7^ cos Y = ^sin -O’ + sin — (|sin y ^d- + sin 0-^ + • • • 

± ( sm — ~ — ê' -(- sin — - — 


• 1 e\ _J_ • 2 ^ O, 

= sm ± sm - — -O- . 


Wir mûssen nur den Fall ausnelimen, da6 cos-^--0* = 0, also 
d' = ± 7t ist. Abgesehen von diesem Fall zeigen aber die vorstehen- 
den Formeln, da sin (n •^-) imd cos -1- •^) 0* zwar bei Tvacbsendem 
n nnaufhôrlicb scbwanken, aber docb imnier positive oder négative 
ecbte Brüche bleiben, daB CT"^ und 7^ niemaLs über bestimmte Grenzen 
Finansgeben. 

In dem ausgeschlossenen Fall '^ === i werden aile Glieder der 
Reibe U oleicb — 1, und wird also negativ nnendbcb. Die 
Glieder von 7^^ aber werden aile gleicb Nnll und folglicb 7^ selbst 
ebenfaUs. 


4r. Nacbdem also die Konvergenz festgesteUt ist, kônnen wir 
nacb § 122 den Wert der Summen (4) für r = 1 ermittelu, wenn wir 
auf der linken Seite r in 1 übergeben lassen. Dadurcb wird 


]/l -f 2r cosD- + = l/2 (1 + cos d-) ^ 


- cos 


•2 ^ 


arc tg 


r sin '0' 

, , -X = arc 

1 + r cos -a 


tg’ 


siu -a 
1 -|- cos -O* 


== arc tg 



ê' 


^ . . 

In diesen Formeln ist — jt < i)' < jr und folglicb cos y positiv, 
^ d' zwiscben — ^tc und gelegeii. 

Damit erbalten wir also ans (4) die Entwicklungen 


( 8 ) 


log (2 cos = cos i9' — cos 2 ■9' + -J- cos 3 ■9' — \ cos 4 ■9' + • • 


ÎL 

2 


: sin 9 — •?,- sin 2 9 + sin 3 9 — -J- sin 49 + 


Was den ausgesclilossenen Fall 9 = st betrifft, so hort in der 
ersten dieser Reilien die TConvergenz anf, nnd ebenso wird die linte 
Seite unendlich. In der zweiten Formel bleibt die Konvergenz zwar 
bestehen; der Wert der Summe ist aber nicht gleicb 4+ sondern NuU. 

30 * 



5. Setzen wir in der zwoiion l^’oruiol (S) - .r iitid ... jc __ 

so erlialtcn wir zwei Fornicdn: 

^ X == sin.^• — siii lü X’ -|“ .. siu )) x — ^ siii •[ | 

(9) ^ 

siii.r sinl?.r + siii ;î.r-|- | «n» d .r | , 

von denen die orsto in doni Intt'rvall 

(10) 

die zweite in dcm Intervall 

0 <a; < 

gültig ist. Die beiden Fonnelu IiîiIkmi îiIso niwn gvim'iii.suiiKai (Jiiliig- 
keitsbereich: 

(11) ()<a*<;T. 

Wenn wir sie addi(M\Mi, so :t\)lg(. (Tir dirses Inlrrvall 

(12) ^ = sin ’X + sin 1) x -[- ! wbi 5 x \ sin 1 x | • • • , 

und es zeigt sicii liier das nicrkwürdlge lù'sull.îil, d;iÜ di<‘ kouV(‘rg(‘id;ü 
Reibe der réel ifccni Soi b', d(‘ron (lli{‘d(‘r slriigi* iMtnki iomai von .r siiul, 
eine von x uinid)biiugig(^ Sunnoo liai., 

(). Voii dcan Vorlialbai diosca.’ lu'ihoii kanii nia.n sii’li ('Îikî geo 
metrisclie Anscliauniig bildnii. 

Wir woILon sotzcai: 

f[x) ==•' sin a: sin 2 x | sin î) x * sin d .r \ • • 

(p(x) == sin a: -f ], sin i\ x 1 ! sin T» x | !. sin 7 ./• \ • • •, 

und da die Roilnai auf (ka* n'chhai S(‘ii(^ di(‘snr Imm'iih'Ih nicliL hloB 
in den Intervallen (Ib) und ( 11 ), .sondorn (ïir alh* x konvoi'gif'ron^ so 
sind dureli (IH) zwen J<\inkiionon von .r doliniorl., driaai \\'or((' in déni 
Intervall (il) diircdi di<‘ Ibirmeln (9) und {I 2 i bf'st.ininil sind. 

Niiii ist aller filr jinli^s ga.ir/zaldigo u 

^in (‘ '/^^’) sin )iXj sin // (x | 2 ;ri sin nx, 

und folglicli genügtni di(‘ .l<’unktioînni / (./ ), 7 (./ i don Ibslingungcn 

~ 7'( 

2 ;r) - 2 >t) (/.(.f). 
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24. Logarithmiscîie Reihen. 


Aufierdem ist 

/"(O) 0; g?(0) = 0, /■(jr) == 0, g)(jr) = 0 

und 

= çifæ) = 0<a;<3r. 

Hierdurcli sind aber die Werte von f{x), (p{x) für aile Werte von 
X bestimmt. 

Trâgt man den Wert voii x als Abszisse auf und 
y f(x) oder y = (p[x) 

als die zugeborige Ordinale, so erhalt man wie in § 102 eine graphiscbe 
Darstellung dieser Funktionen, die in Fig. 25 für f{x) und In Fig. 26 
für cp{x) gegeben ist. 



y 








1 


\ \ 

\ 1 

i 1 

■JJT 

~^.r 

-.T 


0 

-T ji.r i.f 

1 







I 

Fig 26. 


Man siebt, daB f(cr?j und (p{x^ unstetige Funktionen sind, 
obwohl die Glieder der Reiben, durch die sie definiert sind, stetige 
Funktionen sind. 

Eine klare VorsteUung yon dem Zustandekominen solcher Un- 
stetigkeiten gibt die Figur 27, in deren yier Teilen die ausgezogenen 
Kurven durch die Gleichungen 

y = sin^c, y= sinaî + y sinBrr, 2 / = sina; + y sinSa’ + y sin 5 æ', 

, 1.0 ,!• - , 1 ..- 

y = ^mx + --- sin ox + y sin ox + y sin i x 

dargestellt sind. Aile diese Kurven gehen durch die Punkte 0, àzTCj 
di 2jr, • • •; jede folgende steigt in diesen Stellen steiler auf als die 





ïî JLOO. 


vorhergehende, miel sie nilherii si(*li solir morklicli unt(u* wtdlen 
formigen Schwankimgen der iii Fig. durgi'sUdlhui dnisbili'. 


Diese Reilien shid ypoziidhî Kiilh? drr uiii.pr dmi Nunicri I^Mirier- 
sche lieilien l)(‘kiLmit;{*ii Kjihvickliiiigcui , dii* iii d^r nudh(*niîLLiHc.lu'ii 
Ph3'sik liludigo, Vorweiulung iiiKkiii. 

1) ü|Tfuron dicHt'i* Art; huhI iu gr<djt'iii MiLljHl;il»n uticl iu {jO- 

stalt untor F. KloinH ii(‘.ii,ung îiiiHgclïilirt . hii* ‘J7 i.A (icni Werko vm 

W. E, Byerly, „An cU'iiK'nku-y ircsitisi* (»n l-'niiricrM .HmhI.dh iHii.'n, (snt- 

uommen iind Ihulot Hiidi auck in diîiu W'vvVis v(m K. „AniilyiiH(!li- 

faiiktionoJibh(‘ondiHclio Vorh'.suiiüTii'^ iliidn/î<r I'iiidi 



Fünfundzwanzigster Âbschnitt, 

Unendliclie Produkte. 


§ 136. Konvergenz eines uneiidlidien Prodnktes, 

1. AuBer durch uiiendliclie Reihen kann man manche Funk- 
tionen, besonders die trigonometrischen, auch durch uiiendliche 
Produkte darstellen. Die Prage nach der Kouyergenz solcher Pro- 
dukte laBt sich auf die Frage nach der Konvergenz einer unendlichen 
Reihe zurückführen ; denn nimmt man den Logarithmus eines solchen 
Produktes, so erhâlt man eine unendliclie Reihe, deren Glieder die 
Logarithmen der Paktoren siud. Es ist aber vorzuziehen, die Pro- 
dukte selbst und nicht erst die unendRchen Reihen der Logarithmen 
zu betrachten. Wir schicken einen Hilfssatz voraus: 

2. Hilfssatz. Wenn {/oj (^ 3 ? • • •? Reibe von positiven 

echten Brüchen ist, und 

Qn = (1 - (h) (1 - (h) • • • (1 - gj 
gesetzt wird, so ist 

(1) 1 > 1 — ((Zi + ^2 + b 

DaB < 1 ist, ersieht man unmittelbar daraus, daB aile Pak- 

toren 1 — 1 — (/ 2 , * • • positive echte Bruche sind. Für n = 2 ist 

^2 = 1 (^1 + ^ 2 ) + dldî) 

und dies ist offenbar grôBer als — üngleichung (1) 

ist also für n = 2 richtig. Wir nehmen sie daher für irgend ein -n 
als erwiesen an und bilden 

Qn+l = - în + l) > 1 - (îl + + Î3 + • • • + ^a + l) 

+ QlQn + 1 + 9'29k + 1 + • • • + ?hÎ7. + 1) 

also, da + 5'2'7„ + i H ^ ^InQn + i positiv ist, 

Qn + i > 1 ■“ (îl + 22 + • ■ ■ + 2n + l)) 

wodurch (1) allgemein bewiesen ist. 



3 . Bildeu die positiven ochleii Uriiclie f/,, 7., 7.,, 7.,, • • ■ luue 
unendliche lieilie, die eiiie konvcirgeiite Siitiiiiie liiii, so hal: 

(2) (h + <h -I' ‘h -1 1' 'A. 

für uncudlicb wacliseude n oiiu'u L>tw(iiuml,(Mi On'ii/.werl. 7, uiul 

ist, wie groB n scia aaiy, groBar als 1 7. Aiuloii^rscit.s werdou 

die Q„ mit wachseiidem n immer iilincliniea, ilu I 7,, ^ cin (r.hter 
Brucb ist, und folglieh 

*1^11 + 1 '/« i-i )' ' 

Es baben also die Q„ oine la^stianate uiitcrc Onai/.c utul es ist 
für jedes n: 

Q„>Q, Q- 

n -- 

Man neunt in dioHorn Fallc (‘in k on ( (‘s uikmkI- 

liclies Prodiikt uud aucli^ illinlio.li \vi(‘ hoi don \imn\dlii‘.luin 

Reihen: 

(3) Q (1 “ (h) 1 1 -- f/s ) ( ■ '/s ' • • • • 

4, Bôtracliten wir unt;er (kînsnlln'n Vonuisn(‘Unn‘ 4 : nhor (li(^ ((riiLieii 
Su Q^j Qsj — • ].\odukt 

== (1 + f/l)(l +f/s) • • • 0 I '/ j - • I , 

so ergibt sicli diircli Mulliîplikal.ion : 

Folglicli isfc 



und die habon dalnn- (duo olxuu^ (unur/nï P: 

Liiii l\^ V. 

Demnacli ist aiicli 

(4) P- (1 -|-7,')(L-|-'/s)( 1 l-f/s)--- 

ein konverg(uvt(^.s uneaid licdu^s Prodnki unitn* d('r \'oraussoi//.ting, 
daB die unendlicho lt(nlio (-?) koiiv(n*gi(‘r(.. I lit'riiJic.li lilül, sicli dor 
Satz 3. folgeiuWinafitai (‘r\voit(n*n: 

Wena die r/^, q^, . . ., 7 ,,, ... beli pokîilivi' od(u* 

négative GrëBen sind^ fur di(i di(‘. Ivoiln^ (li i u n Immü ngl. kon- 
vergiert, so ist das unondlir.lKi Produki (;> k cm v c rg(‘ii i. 

Denn nimmt niaii (li (3 positivini (j zuHîunnHni und dii‘ nt'gn.tivon 
zusammenj so erlullt nnin cin Produkt von d(*r l'’onn (.‘i) nnd (‘ins 
von der Form (4), deren jt^lcs für Hicli konv(îrgi(*ri. 



25. ünendiiche Prodakte, 
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§ 137. 


5. Fur die Konvergenz des Produktes Q erhalt man dasselbe 
allgemeine Kennzeichen, wie in § 120, 3. für die Konvergenz einer 
unendliclien Reihe: 

Bezeichnet man mit das Produkt 
(1 -În + O ■ ■ ■ (1 + 

so ist Q konvergent, wenn B^^^ der Einkeit beliebig 
nahe kommt, sobald n und n ^ m beide grôBer als eine 
binlânglicb grofie Zabi N sind. 

Der Beweis ergibt sicb ans § 120, wenn man den Logaritkmus 
des absoluten Wertes von Q gleieh der Suuime der Logarithmen der 
absoluten Werte der einzelneu Faktoren setzt. 


§ 137. Darstelluiig des Sinus durch ein uuendliclies Produkt. 


1. Wenn wir in der Moivreschen Formel 

cos ny + isin ny ~ (cos // + isin?/)" 

für irgend ein positives ganzzabliges n den binomischen Lebrsatz 
anwenden, so ergibt sicb 

(cos ^ i sin y)” = cos” y + ;^sin y — cos”"^?/ sin^2/ 

— cos”“^ y sin^ -f . . . 


und daraus: 


I cos ÿ = cos” y — cos” ^ y sin^ y + cos” ^ y sin^ y • ** , 

(1) I Mil m y ^ n («) CO s" - ^ y — CO 3" - * 2/ ~ ^ 2/ ‘ y • 

\ sin ?/ ^ 


Setzen wir zur Abkürzung 


Z = sim y, 1 — ^ = COS" ?/ 


und nebmen jetzt n == 2m + 1 uls ungerade Zabi an, ^ so sind 
cos”“^2/; cos”“^i/, cos^-^i/, ... ganze Funktionen von ^ Von den 
Graden m, m — 1, m — 2,..., und die zweite Formel (1) ergibt 


sin 7/ ^ ' 


worin -F(^) cine ganze Funktion von s vom Grade m bedeutet. 

Wenn wir die Wiirzeln 4; • • •; 
kÔnnen wir nacb § 66, 9. setzen: 


sin ny 
sin y 


— 0^0 (-^1 «^) (^2 





worin a„ voa s unabhiingig ist. Uni zu iK'st.iiimuiii, sol, zen wir 
î/ = 0. Dann wird = O und (uacli (b) siii iiii : siiv y •- ii, i'olglicli 

und wir erlialfceii: 

(2) sin ni/ = «siu // “ I J (' ■ ■ ) ' ' ' ' 

Nim verschwiudet abcr sin n// aubor (ur // — = 0 daiui und nur 
dann, wenn ny oin Vielfaodios vuii % isb; tblglicli sitid (li(\ VVuizelu 
von F{i) aile in der Forin eutbalbon 

/ . //5r\- 

( 3 ) == (‘^”1 n ) ’ 

wenn h eine ganze Zabi ist; h = O fiilirt ala-r nichl; zu (‘iiior VVurzol 
von F(/), weil F (pi) = n ist; auBordoiu ist 

— <•-'-» U ; •’h ' « - /< 7 *' h '' ■■■ n \ h ) 

und wir erhalten also aile vonoiiiîiiidiu* viu'sc.lutidtuuui VVorU^ von 
wenn wir in («'^) h ^ l, m sotzcni. 

2. Setzen wir mj^x, so er<i;iht sicli ;iuh (2): 

(4) sinic==«siu ;;(i- (i - y ••• (i -j, 
worin 



zu setzen ist. 

Halten wir nun x fest und hisscni ins Uinnidlioho waclisen, so 
ist nacli § 127, 2. 

Lim V?- sin = Lini ^ • 

n ' Zf^ lr:r- 

Die Anzahl der Faktorou von (•1) windisi. nlsdunii juicli ins Ihi- 
endliche, und es ergibt sicli ans (4 ): 


( 5 ) 


sin X 





Es ist also sin .'r dur(di (mi uinindliidn^s l‘roduI<t ausgrdrilclvt, 
von dem überdics feststelit, dîd.^ (‘S konvorgicrL Dtnin s(d//on. wir 


§ 137. 


25. Unenclliclie Produkte. 
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~ ist nach § 118, 7. konvergent. Derunach ist 
nach § 136, 4. auch das Produkt 

konvergent. 

3. Die Riclitigkeit der Formel (5) ist aber biermit noch nicht 
voUstandig bewiesen. Denn in den spàteren Faktoren des Produktes 

(4) wird h in sin^ gleiclizeitig mit n unendlicb. groB, und da ist es 

also nicht ohne weiteres erlanbt, den Sinns durch den Bogen zn er- 
setzen. TJm den Beweis zu vervollstândigen, setzen wir 

« w = (1 - 5 ) (1 - .v) (‘ - â ) ■ ■ ' 

ftw - (i - :;) (i - ») ■ ■ (i - A). 

^*(^) = (^ “ (4+l)î.ï) ~ (1 + 2)-.=) ■ • ■ (l — 


und die Reihe ^ 


und wegen der Konvergenz von Q(x) kommt der Einheit be- 

liebig nahe, wenn k und m hinlânglich groB sind. 

Es sei nun 


R^ix) = ( 






und wenn wir also zuerst 1 festhalten und n ins ünendliche waclisen 
lassen und dann auch le ins Unendliclie waclisen lassen, so ist 


( 6 ) 


Lim Ç; = Lira = <3- 


4. Nach. § 127, (1) ist aber 

sin a < a, 

und man kann leicht zeigen, daB, wenn a zwischen 0 und 

sin a > -^ cc 


ist. Denn nach § 127, (9) ist 

und wenn nun a < 4 - 31 ; ist, so sind die Klammerausdrüeke 




O J 




l-c 


1 


s . *) 


0, 


imd folglicli sin û: > î Deuuiîii'li ist, wüiiu h <i lu isi^ 

h ;r ^ h TT 


und folglich. 


folglicli 


Es ist also 


. il/ 

sin 

n 

< 

'il. ^ 



Hin 

X 




■IL 

^ i .7: 



h TT 

^ //TT ’ 


HÎn 





il- 


1 - 



1 - r"l • 

Irn 

-l.r- 

\ 

/, 

•1.7- \ 

(F+l)^ 

TtV 


{k-\ 2)^7r7 

1 > JX 

(.;) 



('■ Ji). 


also 

(^) 

Polglich kommt jR/(^0 d.er Einlieii; l)eli(d)ig nii\u^, W(‘im /* uiid n 
groB geiiug aiigenomnieu wenlon, \u\d ans (h'.r gcuiaiu'ii (4): 


siri X U sin " 


iind ans (G) iind (7) folgt, da(] dim VV(t(.(' von sin ;r : ho- 

liebig nahe gebracht werdnn kaun; wtnin /,• \ind u gn)L» gonng siud. 
Q;^(^ kommt aber auoli boi liinlilnglic.h grolitnn /r d(‘in VVind.n (i)(;r) 
beliebig nahe, und daraus foigt 

m\x . . 

wodurcli die Formel (5) bewiosün ist. 

6. Wenn man in (5) x = Itc, also siu x l s(d.zl, so in-liiilt 
man eine Darstelliing von 7t dundi oin niniiidliclH'S I^rodnkl von 
Zahlen. Es ergibt sich ziinllchst: 

™) ■ ■ 

Es kommen also in dcin Produkt lauter !<7iktoren von dor I<\)rin 




i!;/- -1 ‘J;i4 1 

2 }i * 2 n 


vor, und wenn man also mit dem re/aproken VVtnd dioH(^s l’rodukteH 
multipliziert, so foigt 




uiicuuliouü i ruauKLe, 


4: i i 


TT J . *2 *2 4 4 6 6 

— = Llin -L- * - 

^ « = oo 1 ^ 3 0 5 7 


2 n — 1 2 + 1 ■ 


roan kann dies au ch so darstellen: 

( 8 ) 


2 a-- 5^ • 7- . . . (2n — 1)2 2 >i -4- 1 


oder auch, da 2w : (2n + l) den Grenzwert 1 hat, 


^ =Lim 


2--4--6----(2w — 2)- 


Dieser Ausdruck ist bekannt unter déni Namen der Wallissehen 
ZalilA) 

Dividiert man durch und zieht die Wurzel, so folgt ans (S), 
da man -^( 2)2 + 1) für ein unendliches n durch n ersetzen kann: 

J. 2-4G**2h 1 . 

â: 6 rf77:(^n~ï) ’ 

oder auch, indem man den Brach mit 

2 • 4 • 6 • • • 2ii = 2^' • îi! 

erweitert: 

(9) =1. 

J, = cc (2n)! yuTt 


§ 138. Unendliches Produkt für den Kosinns. 

1. Durch die Formel (5) ist der sin a.* zuniichst nicht in lineare, 
soiideru in quadratische Faktoren zerlegt, man kann aber diese qua- 
dratischen Faktoren nach der Formel 1 — = (1 — fc) (1 + «) augen- 

blicklich iu lineare Faktoren zerlegeiq und dann ist sin jr; in derWeise 
einer ganzen ration a len Funktion in lineare Faktoren zerlegq 
ans denen die „Wurzeln^^^ d. h. die Werte von für die sin x ver- 
schwindet^ sofort zu ersehen sind; der Unterschied ist nur deiq daB 
die Anzahl der Faktoren unendlich ist. 

Es stellt sich so sin x als der Grenzwert des Produktes 


1) John Wallis (161G — 1703). Zuerst Theologe, seit 1640 Professor der 
Mathematik in Oxford. Die Formel 

4 3-3'5*5-7-7--- 

TT 2-4-4-6-6-8-‘* 

fîndet sich in der 1655 gedrucktea „Arithmetica Infinitorum“. 


( 1 ) 


+ «) + h)'" >1^) 

für ein unendlich waclisendes n dar. 

2. Man kami liieraus eiiie aîinliclio Darstolluiiijç für d(în (u)s .-r 
ableiten, wenn nian Gebrarich inacdifc von der Foriru'l 



Ersetzt raan in dem Prodiikt (1) x durdi W — .r, so or^’ibt sich 
daraus : 



Der Faktor 


TT. 1 :i 5 I 1 

* 2 ’ 2 ’ 4 ‘ 4 ’ * ' 2 -fl * 2 fl 


bat aber nacb § 137, 5. den Urcnzwc^rt 1, wiilinaid wir dio ührigtai 
Faktoren von (2) in der Weise zusaiïuiKînrasHt'ii kciimen: 




Lassea wir bierin -n ins Unondlidie wacliKcni, S(» nilluM’l, nidi (hn* 

2.'t' 

Faktor 1 — . , . der Gr(MiZ(^ 1 , imd wir (irliali.en duH unoiullidie 

71 lJ7t 

Produkt für den Kosinus: 


CO s ,x == 




2r);rv ’ 


ans dem man wioder nninittelhar die Wurz(di) voii (‘.os ;/■, nilinlidi 
^ = emielit. 

Man. hâtte diesen Produkt auc.h aiil’ diüiiMcJlicii VV(‘{V(! wio dati 
Produkt für sin æ direkt erhaltcn koujuiii. 


§ 139. Die Bernoullischen Zahlen. 


1. Wenn wir die beiden Darstellungen für sin x durch eine un- 
endlicbe Reibe und durch ein unendliches Produkt miteinander rer- 
gleichen^ und die Analogie zwischen den ganzen rationalen Funktionen 
und der Funktion sin x no ch bis zur Berechnung der Potenzsummen 
verfolgen, so ergeben sich sehr bemerkenswerte Resultate. 

Wenn wir das Produkt 


«. = (I - ÿj (1 - £’.) ■ ■ ■ (i - jh) 

ausmultiplizieren, so ergibt sich 

( 1 ) = 1 + + a^x^^j 

worin 

— + a.2, — a^, + (— 

die symmetrischen Grundfunktionen der n Wurzeln 

(2) --- - V • • • ■ } - 

d. h. die Suinmen der Produkte von je zweien, je dreien u. s. w. sind. 
Setzen wir aber 

Sh"'‘ = pï + 237 + 3^,-! 

SO sind 

s, = A 5., = 1 = 

die Potenzsummen der GrôBen (2), und es bestehen nach § (6) 

die folgenden Relationen: 

= 0, 

^ S, 00 + = 0, 


2. Lassen wir nun n ins TJnendliche wachsen, so geht in 
sin X : x über, wofür wir nach § 127, (9) die Reihenentwickluiig haben: 


(2 = 1 


und es ist also 


I ^ ^ 4_ 

3! "5! 7! 


Lim = — 
Lim = 
Lim ao = — 


1 

sT ^ 
1 

5! ^ 
1 


( 4 ) 


Audererseits geliou (lin A/,'"' '""'l'dliclH'ii linilu'ii 


(«) 


’l 1 = ■ 

'■ ' .'i 

-1 

, t 

1 ' I- 


'2 ' , 1 

‘J ‘ .5 

' 1 1 


1 ' 1 

1 ' 
' .i 


ttber, dio, wie wir im S II") gi'Hclu'ii IimIicii, :illn kdiivcririi'i-cii und 
bestimmte nuitu'risc.lK! VVcrIn IkiIich. I)i('si‘ kriminii wir uun be- 
stimmen, venu wir in (ü) glniclifalls >/ ins riiciidliclin wacliNcn 
lassen. Es ergibb sic.li niu-b id), |:i): 


(G) 



X, 


7r ■' N. 
II! 


.7 ' S. 


Il, 



(I , 


wodurcli iriau dio Siuinnon Nj, N.,, K., . . . lou’li dnr andi'ni lio- 

reclineii kaun, Mail orliiilii /. Ik 


(') 


s.. 




;r ‘ 

‘Hl ’ 
Kl.-r'’ 
:î • 7 ! 


1! i:. ’ 


Man dclininrt niiu oiii Zalikoisystom unlcr (l(‘in Naiin-ii dor 
Bonioullisolioii Zaliliui diiroli dit^ iMirnod 


i: • H ) ! 


iind nian crlialt filr dio (o\sirn V]\\\r 


X , 

71 " 


Die Zalilon J)\y ,/)k, Y/.j, . . . sied, wi(‘ niuii niidii, raUonale 
Zalilen, m nehniou aiifaii^^s nul. ^va(dls^*nd^•Ill Indas al), waidisni ahor 
spliter sehr ranidi iiiH l)!i^’<dioiua*(‘. Mîik» 'Fafcd di(^s(a* Zalilni hi.s /»*;o 
ist von AdaniH boreohnoi; (( 'ndh^s dotinial Hd. Sf)^ ISTSi. jitdspi»dH\v(Mse 
füliren wir dio sicbcu ori^teii diiw^r Zabi on an: 


^ ^ 691 7 

6 ^ SO’ 42 ^ 30 ^ 66 ' 2730 ' 6 ’ 

JBqo liât den Neuner 30 iind einen Zaliler, der mit 110 Stellen ge- 
schrieben wird.^) 

3. Auf die Bernoulli schen Zahlen stoBt inan, wemi man durch 
eine abermalige Reibenentwicklung aus den unendliclieu Produkten 
unendliche Potenzreilien abznieiten versucbt. Wir wollen ein Beispiel 
für diese Entwicklungen geben. Nach § 138, t3) ist, wenn man beider- 
seits die uatüiiichen Logarithmen nimmt: 


In cosa;=^ln( l-{^,3“), 

worhi V die Reibe der positiven ungeraden Zahlen durchlaufi 
So lange mm ist, lassen sich aile die Logarithmen auf der 

rechten Seite in Potenzreihen entwickein, und man erhalt, wenn n 
die Reihe der natürlichen Zahlen durchlauft, nach § 132, (S): 


-In 1 




Nimmt man die Summe aller dieser Ausdrücke, indem man ailes zu- 
sammeufaBt, was mit derselben Potenz von x multipliziert ist, so 


folgt: 





AVenn man nun aus der Reihe der sâmtlichen natürlichen Zahlen in 
die Reihe der geraden Zahlen 2m wegnimmt, so hleibt die Reihe der 
ungeraden Zahlen v. Demnach ist 





? 


1) Diese Zahlen treten zuerst auf in dem nachgelasseuen Werke von 
Jakob Bemonlli „Ars oonjectandi", das von des Verfassers NeÊFen Niklaus I 
Bernoulli 1713 herausgegeben wurde. (Deutsche Uberaetzung mit Anmerkungen von 
Haussner iu „Ostwalds Klaasikeru“ Heft 10 i, 108, S. 99 des ei'sten Teiles.),, 
Archimedes will die Sandkorner zahlen, die in eiuer Kugel vom Radius des Welt- 
alls Platz haben. Rebmen wir statt Sandkoruer Kôrperchen, etwa wie nach 
neueren Ansichten die Elektronen, dereu 10^‘ in einem Kubikmillimeter Platz 
haben, und für das Weltall eine Kugel vom Radins einer Siriusweite, l0>“Kilo- 
meter, so erhalten wir für die Anzahl dieser Koqjerchen erst eine Zabi mit 
95 Stellen. Wir müBteu also diese Zabi noch mit bundert Billionen multipli- 
zieren, um eine Zabi von der Grôfienordnung der 62. Bernoulliscben Zabi zu 
erhalten. 

Weber 11. Wells tei U, Encyklopiidie. I. 2 . Aufl. ol 
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IIL Analysis. 


§ l.-îU. 


und nacL. der Bezeichnung ( 5 ) und ( 8 ) 


. c)3« ^ 

•1- ^ — J- a 


also: 

( 9 ) 


2 ;^ 

— loçf: cos X === 




(2 2 " — 1 
^ 27r“ (2>/.)! 




Diese Reilie konvergiert, wie schon bemerkt^ so lange :?; < l-jt 
ist. Reihen dieser Art lassen sick noch melir al)leiteîi, und es g(i- 
hôren dahin aucli die Potenzreilien für die trigononietriscluiu l^xnk- 
tionen tg Xj cotg x^ sec x, cosec x. Ziir Ableitung diesin- Fonnelii 
bedient man sicb aber zweckmaBig der Regeln der J.)iiîerentialre(diuimg. 
Als Beispiel diene die Reihe 


tn; X 


2^^' (2^^' ~ 






die sicli ans ( 9 ) ergibt, wenn man heidersoits die al)geleit(‘l.en l^mk- 
tionen nimmt. (Vgl. den 27 . Abscluiitt.) 

4 . Wir haben schon frülier gesehen, daü die Zabi mit uii- 
endlich waehsendem n starker anwiichsfc als die Pot(mz irgmid 
einer noch so grofien Zabi (ij 52 ^ 2 ,). Die Wallisscdie Zabi, bietid; (du 
Hilfsmittel, die Art dieses Amvachsons mxdi ualuM* zu iM'Hiimnnm. 

Wir gehen von der Rorinel ans (§ 137 ^ (üi): 


Setzen wir 

( 10 ) (p(n) = 
so wird 

nnd folglich ist 

(11) 


Lim ^ l. 

,1 = 00 ( 2 ) 1 )! y MW 


<p( 2 n) 

M'‘+iy2w ^ ^ 


<p(«) 


(2m)! 

2 -"+Sr"+i y„’ 


(•«!)“ 2- 


cp{'in) {'in)iynn’ 

Liiii \ = 1 • 

n = ». <?(“«) 


Auf der andern Seite ist 

cpj n) ^ n 1 (« + !)''+ :] 

9> (« + 1) ~ (« -h 1) ! n” + j ~ ^ 


(*+:.) 


1 \n+À 


1) Die elemoataro Ableitung dieses Grenawortos rfilirt von J. A. Sorri'.t her. 
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§ 139. 


ISfimint man hierTon den natürlieliea Logarithmus, so folgt 


9 (» + 1) - + 4) (l + {■) 


Nun ist nach § 132, (7) 

bi (l + --) = A _ 1, + i L I J 1 , . 

\ 'fi/ 'ff' * 2 ?^- ‘ 371'"^ 


und fol<îlicli 


(w + 2 ) lû (l + + 4 . . . 


-f -1 L. J- L _j 1 

2 71 472* * 6 7t^ 872 ^ ‘ 


^ - (t ~ ij i + (i~i)è-({-^}i + --- 

1 -L i- i L- Jl j_ _A_ a _j_ . . . 

‘ 12 71* 4 • 6 72^ “ 5 . 8 72'‘ 6 . 10 71^ ^ 


Die Glieder dieser Reite 


3 ï 


3 . 4 72* > 4 • 6 72* ? 5 • 8 72'‘ ^ 6 • 10 72* ^ ^ 

die nacli dem allgememen Gesetze 

2v(v-^i)^ = 2, 3, 4, . . .) 

gebildet sind und abwecbselnde Zeichen haben, nebmen mit wacbsen- 


dem V ab; denn es ist 
-1 




A A 

• 8 M* 


A-. A\ 
i • 10 «V ’ 


v{v -\- 1) (v 4“ 1) (v + 2) v{v 1) (y + 2) ' 

und es sind dater die Differenzen 

/J^ j. ^ 1 \ /_^ 

\12 72* 4-6 72*/ ^ \5 • J 

und die Differenzen 

/J„l_ 1 M ... 

\4-0 72* 5 -8 72 7^ \6-10 72* 7.12 727^ 

aile positiv. Es eutsteht also + A^ la (l + Aj aus 1 durch Hm- 
zufügen, aus 1 + durcli Abziehen positiver ZaUen, und es ist also 

1 < (>^ + y) lu 1^1 + 4 < ^ + 12 ’ 


31 * 


'±0'± 


und folfflicli 


" , </ >ii< . I , > 

1 < lu M ■ 

^ <f} [il I J.) ‘ “ " 

Ersetet uimi u durcli ii -1 L, >i \ • -, -» 1. lolirl: 


1 < lu 



1 ' ^ ^ 

1 - 

1)1 (il -l- •^) 

liîi// 1 IV 

* II»// 

'(>("-1 / 1 

1 ^ 1 

1 ' 

(/) (// -\ il) 


’ t lî // 


1 ‘ - 1 

1 ^ 

(() ( "i a'i 

' I ' ‘J a 1 V 

' llî/.'- 


und weiin niiiii dioso üiijflcicliun^'un acIdiiTl : 
und daraufl, vvejiu niari ziini MimuMais lilirrnclil 

K . " “'f..- 

(/M.ii il • 

iuM:-« .1. 


und folglicli 

(12) 


luin 


ff 


llioniiis (ïrgibli Hic.li 


il) , . ,, , f/ i 

.Ijiin . liitii r"f/‘( a ) 


} . 


und folgiidi midi [\L) 


Idlll l. 


oder 


Inin 


» I t O . 

// r ti I .7 

Donimidi wird filr groLU* WCili' von // iiilhrning.Nuri.si' g«'Hd//.l. 
werden dürfcii: 


(13) r »• ' 1 :j;r \ 2;r 

4, Die S uni me 

'S, ■i -i j.„ 1 i . 


I i 1-K.; 


î . 


niiliert «icli mit luiciidlidi vvadismidriii Wrr{. vnii // <lrr (Inuizu 
und folglidi ui'hiÜi: uian au, s (S) uud {l‘î| fiir g(*nD(* WitN* vun ti 
den genulioricn Wni'i, dor Hcnioiillisdimi /ahl // : 




•• ;r 





NGlimeii wir in einer siebenstelligen Tafel die Briggiscben Loga- 
ritlimen, so ergibt sicli nâherungsweise 

^71 2 log 2 + 4' log ^ + 2n(log>2. — loge — log;r) + 4^ log n, 

imcl wenn man n = 62 setzt, 

log B , .2 = 108,50429, 

Es wird also, in Übereinstimmung mit der Adamsscben Tafel, Bqo 
eine 109-stellige Zabi, und die drei ersten Ziffern ergeben sicb ricbticr 
gleich b 19. 


§ 140. Eiilers Beweis von der nnendlicheu Menge der Primzalileu. 


1. Enler bat eine Formel gegeben, durcb die ein unendlicbes 
Produkt in eine unendliche Reibe umgewandelt wird, die in ihi'er 
weiteren Ansgestaltung in der Zablentbeorie von gi’oBer Wicbtigkeit 
geworden ist. Unter anderem kann man darans einen Beweis des 
Satzes ableiten, daB die Anzabl der Primzablen unendlicb ist. 
Weim aucb der von Euklid gegebene Beweis (§ 17, 3.) an Bündigkeit 
und Strenge nicbts zn wünscben übrig liiBt, so ist dieser zweite 
Enlerscbe Beweis darum von groBter Bedeutung, weil er sicb ver- 
allgemeinern lâBt und dadurcb den bis jetzt einzigen Weg liefert, 
um andere tiefere Gesetze ûber die Verteilung der Primzablen zu er- 
kennen, so z. B. den Satz, daB es in jeder aritbmetiscben Progression 

&, et -\-l) J 2ct 3^ï + 4^^ + 6, • • •; 

in der a und h beliebige teilerfremde Zablen sind, unendlicb viele 
Primzablen glbt.^j 


O 

Reibe : 


(1) 


Wir gehen aus von der Snminenformel der geometrisclien 




_L + 


+ ••• 


und verstehen unter p eine Primzahl, unter s einen positiven Es- 
ponenten, der grôBer als 1 ist. 

Wir wenden diese Formel aùf mehrere PrinizaFlen p, Pi, 2hj ■ ■ ■ 
an und bilden das Produkt 


1 —P ■’ l—Pi 




; 


1) Diriclilet, Abhandluugeu der Berliiier Akademie 1837, Werke Bd. I, 
Seite 313. 


indem wir die Reihen atif der rechteii Soite iiacli g 1:^5 initeinaudia- 
multiplizieren. Wix' erhalteii so, weuii wir 


( 2 ) 

setzen: 

( 3 ) 




1 

r 


1 + >: 


1 1 


worin sicli die Siiniixie 2J aiif aile Zahloii })i btr/iohi, di(‘. durch lav 
liebig wiederholte Multiplikation (1er iii (2) v()rkonniu‘n(l(‘n Priin- 
zsîhlen pj îh) - ■ entstelien. Suiuiik^ ist nacli § 117, îk 

nnbedingt konvergent^ so lange .s* > 1 ist, iind iliri‘ {iliialcir siud aile 

unter den Grliedern der Summe eni;lialt;t‘U, in d(îr allô ])OHitiv(‘u 

ZaUen n voikommen. 

S/Nimmt man in das Produkfc P all(^ (‘xisi;i(u-end('n Prinizalibiji 
auf, so wird P, falls die Anzalil dic^ser Prinizahbui uiuMidlicJi groÜ 
ist; ein unendliclies Prodnkt, niid ]au.di § KUi cdn konvorgcndioH, 
abermals so lange 6* > 1 isk 

Die Formel (3) gilt aber aiudi danu noc.h, niid si(^ (M*gll)(; 



worin sich das mit II bezeielinehcî Produkl; links auf alh» Prini- 
zablen die Siunme redits auf all(3 [lositiviui Zabi en n (U’sLnM'kt. 
Um sicli davoii. zu überzengen, geniigt lnlg(nid(‘ (dnfacdu^ nixu’b'gmig. 
Man erstredce das Produkt II ziuiiicliHt iiur ülan* a-lli^ dit^ Prinr/abbai, 
die Ideiner als eiiie endlicdn^ Zabi /.: sind. Dana bbdbl. die k'ornnd (d) 
ricbtig unter der Voraussctzung, daB n iiur soIcIkî Zabbni dureblauft, 
in denen keine Primzahl avilgelit, (li(‘ grüLbïr als le isL Wvnii man 
also dann le ins Unendlidie wacJisen lilBt, dann niiln'rn siidi lande 
Âusdrücke den Grenzwerten, die in (4) vorkoninuni. 

4. Wir untersud-ion jetzt, was ans d(‘n AiiHdriic.kini (4) wird, 
weun sicli s der Grenze 1 iiahert. 

Wir bezeidinen mit r (unen poHitiv(ui (‘idilaui Hruch und la^- 
tracbten die Dilierenz: 


.1 




Durcli Eütwicldnng dos zweiten luid driUcti (li(‘.s('r Ausdrüi'kc nuc.l» 
dem binomisclicn Satze orgcheii Hic.li dio Unglcic.Iiungi'ii: 


( 5 ) 


- --- — 


!)'■ 


r 



Ist niin 


^===1 + 


1 

2/-4-1 




1 




; 


so folgt, wenii maa die Uagleichungen (5) für »4 = 1, 2, 3, . . . auf- 
stellt und addiert: 

((î) 1 <rS <l +r. 


5. Setzen wir also r=-=s — 1, so ergibt sich: 


(7) Lim (s — 1)V-T = 1- 

i.=i «' 

Daraus folgt nach (4): 


Lim(s- 1 ) JJ— = 1 . 

.« = 1 J- JL 1 — -p 


Es wird also, wenn 5 in 1 übergelit, 


(«) /7C-7)='-‘> 

also gleicli Null. Dies ware aber nicbt mdglicb, wenn die Anzahl 
der Primzahlen endlicli ware. Denn dann würde das Produkt (8) 
für 6* == 1 in il(l— übergeiien, also in das Produkt einer end- 
lichen Anzahl von Paktoren, deren keiner verschwindet. 


Seclisuiid zwii.li zigwtGi' A I tsch 1 1 i t. 1 .. 

Transzendeiiz von e niid .T. 


§ 141 . Wm Derivicrtoi oiiiOT l<'inikiiou. 

1. Man imterscheidefc iii dor Aritliinniilv rai sc.li niul iraiiH 

zendente Zalilen. Eino Zalil u) lioiBl; alp‘])raiHc.h , woiiii nici dia 
Wurzel einer Gleiclinug 

(1) C,+ (\co + (W O 

ist, deren Koeriizientoii r’j , . . ra-t.ioiiah^ ZaliliMi siiid. iMaii 
kanii darin hunier n\id von Null vorKcliiiMltni aniudinuMi und kaiin 
überdies G'j,..., (\^ als ga,nz(^ Zaliliiii oliin» gnu vi usa in(‘n 
voraussetzen. Donn liahen dicîH('. Zahhni N(niiio.r, so kaiui inan mil 
dem Hauptneiiuür multiiilizieron, uud liahen ninnu gninidnsaïutni 
Faktor; so kaiin maii die ganze Ghddiung diuadi dii'Hen dividiinuni. 

Eiue Zalxl, die koincr solclien (ikdcdmiig gmiîigl;, lun'BI. I ran s- 
zendent. 

2. Jede Zalil kaiin als dan VerliilliaiiH zwin’nr {Sl.rec.knn darg(^.sl(dh 
werden. 

Wemi nuLi die eine diesiu* Stircudccni ans (hn* andmai (lurnli gini- 
metrisclie Kon.straktion mit Zirkcd uud Linnal konni ruirrhar ist, so 
ivSt diese Zalil gewiB algebraiscJi, uud zwar uoc.h vou lavsoudonn- Natur; 
denn eie nmfi dureli cino Kettii (( uad raiisc.li c r (i ! oie Int nguui la^- 
fitimmt sein, weü aile .DurcdiHc-liuhdio vou Khuhou uu(.<‘n*iuaud(*r odor 
von Kreiseii uud geradcu .Liuicu dureJi <[uadniUse.lu‘ ( i Udclnmgcu dar^ 
stellbar sind uud woil jode Zalil, di(i (lundi (duo Ivhd.l.o von <iuadrat- 
wurzeln bestimmt ist, die Wurzid (‘imu’ GI(d(diuiig (1) isi (t? lO-S). 

Wir werdoii iu der Eolge lanvoisim, daB di(‘ Zahlnn r und .t zu 
den transzendeuteu geliürcni, und daiuit ist daim a.iudi das alie he 
rübmte ProbJem d(U* Quadratur dos K nuises orhuligt, iinbun g(‘Z(‘igl 
is«; daB die Seite eiues mit doui Kndse inhalisgleiclum i^tiadrados in 



keiner Weise clurch geometrische Konstruktion ans dem Durchraesser 
des Kreises abgeleitet werden kann^). 

3. Es sei f{x) eine beliebige ganze Fuuktiou Grades von Xj 
deren Koeffizienten znnacbst nocli ganz unbe- 

stimn'it gelassen werden: 

(^) /(^O ™ ^7/i-i c^x Cq. 


Wenn wir an Stelle der Venin derlichen x ein Binom x + h 
setzen^ so konnen wir auf jede Potenz dieses Binoms den binomiscbeu 
Satz anwenden^ iind wir konnen dann die Fimktion f(x + hj ancli 
nacb Potenzen von h ordnen. Die Koeffizienten dieser Poteczen sind 
ganze Funktionen von x, Wir haben: 


^0 




^2 

3) 


1 = 1, 

X + /^ == ‘^ + 

(x + A)- = x^ 2 hx h^j 


(a,’+/0”‘-^ = a;’'‘-‘ + (?« — h*"*"’; 


{x + /«)"' = x''‘ + + mÿn - 1 ) Px"‘-- ^ h 1r, 

1 • 2 


uud wenn wir diese Ausdrücke mit den beigesetzten Koeffizienten 
iniiltiplizieren und addieren, so folgt: 


(4) f(x + h) ^ f(x) lif(x) -f 
worin 


F>"(^) + r;r(^0 




f{x) = ^ H H ^ 0 , 

f (x) = m X ”' “ ^ + {m — 1) ^ + {^n — 2) _ 2 ^ ^ t r G ? 

(5) f' {x) = m {m — 1) a;’" " - + {m — 1) (ni — 2) 1 a:"* “ ^ H h 2 * 1 c., , 


fV»-) (^x) = m (m 1) (m — 2) • • • 1 • 

Setzt man bierin x = 0, so folgt: 

(G) /-(O) = c„, /'(O) = Cj, /-"(O) = 21^5, . . /-("‘KO) = )«!<■,„. 

Die Fimktionen f, f", f", . . ., die von den Graden »s - 1 , m- 2, 
if)i — fjj . . . sind, heiBen die erste, zweite, dritte u. s. f. Derivierte 
der Funktion f{x), und die Formel (3) ist ein spezieUer Fall des 
Taylorschen LeFrsatzes (sieFe unten § 149). 

1) Dev Beweis für die Tianszendenz von c ist von Hermite 18T3 gefunden, 
fur die Transzendenz von % von Lindemann 1882. 


4, W^ir bozciclinôii (li6 DoriviGrtGii îiucîli hiswoiUui diirch don 
Buclistaben D mit ehiem Index, also 

(7) D,f{x) == f{x), lKJ\x) = • • -, 

Die Formeln (4) odcr audi die Entst.ebun|i;H\v(‘is(‘ der Di'rivioidcn 
zeigen sofort die Ricbtigkeit dor Forinoln 

D^AtV) = 

wenn A eine Koustaute ist, 

+ cpix))^ H- 

wenn f{x) tind çp(x) zwoi ganze Funktioneu siiid, odt'r allgmmdner, 
wenn FnivktiojKMi, ^1 , vlj, .Ej /l.j, ... 

Konstanten siiid: 

(8) D^iA + A,i\{x) + d./tOri + d,/;(.n ‘ 

==d,D,./;(.0 -vaj)jax) 

5. Setzt rnan in (5) die Koeriizieuteu v mit A.usiialuno voii 
gleicli Nnll, so ergobeii sicli die Derivierien d(M- Poliaiz 

I)^ x"^ ^ 7)1 x'" *" \ J K a<’"* Vl> {7)1 - 1 ) .v:"‘ ■■" 

^ 7)1 {m - L) (w 

was wir aucli allgcmein so ausdrüeken küinieii: 

= 7)1 (m l) • • • {})i - n 4“ i . 

Diese Formel gilt mitürlieb nur, so lange' n tiiebt grüLb'r aïs m 
ist. Ist V klelner als so küinieii wir daltir sidzeu: 

'''' . 

Dagegen erlialten wir für î/ 7)1 

=-- 7)ll 

imd Avenn v groBer als 7n ist: 

- 0. 

§ 142. Eigcnsehaften dei* Expouentialfunktion. 

1 . Wir liaben in § 12(5 geseEen, daü die». Fotonz r'’ (’ür jed(‘H 
reelle oder komplexe x durcli die Summ (3 


Yvu t una jr. 
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^ ^ 2! + 3! + 1- V; H 


ausgedrückt werden kann. 

Wenn wir unter v irgend eine positive ganze Zabi verstehen 
uiid diese koraiel mit vl muitiplizieren, so ergibt sich 

(1) ^ ^ + . . . + . _£j_ 1 ^ 

worm U,, selbst eme unendliche Summe ist, nâmlich, da 


v\ 


(•vH-l)! v-\-V (v + a)! (i>4-l) 


1 


+ 


ist, 

(2) i7 = a;- + -l + 

v+l {î'+ 1) ("d- 2) (î--f4) (v4-2) (k-P 

Mit Rücksickt auf § 141, 5. komieii -ivir die Formel (1) aucb so 
darstellen: 

V ! e* = B^x'’ + -P . . . + B^x" + U, 

oder abgekürzt geschrieben: 

V 

v ! e* =* ^ B^x'’ -p U,. 

x = l 

In der Summe 27 geht s von 1 bis v. Ist aber m irgend eine 
gauze Zabi, die groBer als v ist, so sind die Abgeleiteten B^^^x'' , 
B^x” gleicb Null, und wir konnen diese Glieder’^ nocb 
beifügen und daber 


( 3 ) 

setzen. 


v!e^= JJ, 


3 = 1 


2. Wir stellen jetzt die Gleicbung (3) fiir 1 / = 1, 2, . . m auf, 
muitiplizieren der Reihe nacb mit unbestimmten Faktoren Ti, ïm 

und addieren. Dann ergibt sicb: 

<f (3^1 11 + y^2l + 3/38! H P 3^,„jk!) 

m 

(4) = ^ JD^iy^x + y^x^ + 

+ yi 0^1 + rs + f- 3^,„ JJ,n- 

Fübren wir nocli die Bezeicbnung eiu: 

(p{x) = y^x + y^x^ + ■ ■ • + y„,x’‘\ 


so ist Ç)(a;) eine (1er l'xMliiio-im.u; (/ idi ii nvnÜLivudi-. snnsi 
kürliclie gaiize lAiiikiimi voii x. 

VVird dîxnii 

(5) 7/(ir) + (/•''( Vi I i - • : 7' ‘ ' ' 

gesetzt; so ist 

(/)(0) J’, -I- 1 i'-.J'"'. 

iind weun (îudlirii luicli 

iHx) r,/’, ^ 

ceset/.l; wird, so liillt sirli die (^ll•ildlllIl;'; il* su il;ir .i' Huu ^ 

(■'■</>(() I I ' / ./'t. 

î{. In (l(‘r /.iiln(./.(. aijg<'l<'ih’(rri {‘’nrnirl, (jn* dits l'‘inhi.'iiiu‘ui iïir 
ailes folgoii de hildd, isl von ./■ mnildiinnoir, ^ ' vÀ oino n;iir/o 

Fuiikliion voji x voin (iradi’ n/ 1 nnd / i.d *’ino ilnroh cino uu-. 
cjullieho lloilio a,nsgodrt‘u’lvlr }’'tin)ilioi} mdi r. 

Fiir d(ni uhsolnlnn W ort ■ ( ' iln* '-r l uniJinn knmirii ujr ahnr 
eino obéré (Jreir/i* angidien, yov ’ 1 lil/.i au(' ibni S;ii/, dal.» dri* aij;i()li}(,,, 
Weid (‘.iiKvr Sunmio uicnuals u'Wdjoi- \ A al . du* >111010.* d.-r ab nlulf'ii 
Wert(^ ( 1 ( 0 * Smniiuinden. 

Fh isii niiiiiiiVli fiir jtMioa po-aiivo r 

. 1^1 J I I 1 

7 ;-|.. 1 t ' (J* j t O- i U l •* J ; I » • V : 

luid waniii wir also nnl r d<*ü ab .'dnion \\ ori \<.ii . b.’/.arliio'n, alsn 


sotoij so (blgii ans l'Jn 

• r'(l : 

also 

Bezeielmeu wir dahor mil 

S ’ ' : 

die absolu i(‘ii Werli* \on 


so (Tgibt sieli ans der 1 Ir-limlion \<ni / 

['i.t') - î.j/- ' 


/Mn 


oder wniin wir 

(7) 

setzen: 
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( 8 ) \U{x)\<F(r)e. 

Hieiiii oeht dann FÇt^ aus <p(^x') dadurcli heiTor, daB laau für 
die Veranderliche x und die Koeffizienten y„, . . . die absoluten 
Werte r, Cj, Co, ... setzt. 


§ 143. Trauszeudeaz a'oh e. 

1. Um nun zu beweisen^ daB e eine transzen dente Zalil ist, 
gelien wir indirekt zu Werke. Wir nekinen an, es sei e die Wurzel 
einer algebraischen Gleicbung Grades, 

(1 ) (7q + C-] c + + • • • + = 0, 

Avorin die Cq, C^, C[^ ganze Zalilen sind, von denen die erste 

iind die letzte von Null verscbieden sind; ware namlich == 0 , 
BO niüBte 10 an die Gleicbung ( 1 ) durch eine Potenz von e dividieren, 
uni eine Gleicbung von derselben Form zu erbalten, in der das von 
e unabbilngige Glied von ISTull verscbieden ist. 

2, Setzen wir in der Grundformel (§ 142 (G)) a; == 1 , 2 , . . ., n, 
so ergibt sicb: 

e 0 (O) = ^(l)+ ?7(1), 

^“^( 0 ) = 0(2) + ü(2), 


e^^0(O) = 0(n) + ü(n), 

imd wenn wir diese Gleicbungen mit C^, C», . . multipliziereu, 

addieren und beiderseits Cq0(O) zufügen, so erbalten wir wegen (1): 

C,0(O) + 6; ^(1) + Go ^(2) + * . • + G, 0(:?i) 

(2) + Gi U(l) + G, U(2) + • • • + C;, U(:n) 

= (fo + + • • • + ^( 0 ) = 0 , 

oder aucb so gescbrieben: 

(3) + 

r ==0 v -1 

und bierin ist nacb § 142, (5) 

riL 

(4) = 

fl = l 

worin (p(x) eine der Bedingung g)(0) = 0 genügende, sonst aber willkür- 
liche ganze Fnnktion von und die f(,“ Ableitung von (p(x) ist. 



3, Wenn Avir luin ktiniuMi, dali laa’ ir^’(‘ii(l (‘iiuu* Aiuialirno 

über die iiocli ganz Avilllvürlirli(‘ii lûu'iliziVntcii ;’j, ,| 

über die willkilrliclie k\iukti()u (/>(./') dit' ( ^ hdchuni: \ :\] uniudglic.h ist^ 
so folgt; dîiB die Auualinio eiiuu- (Ht'icliung (l') uiizuHi.s.sig dafi 

also c eine traiiszendento Zalil isi-. 

Dies Avird aber erwiesi^n stdn, Avi'ini wir iilx'i- (/ (./•) so vcrlïlgtni 
konnen, daB 

1) die orste vSuiunio dM^') tdut^ iiichi. vorsclnviiidt'ndt^ ganzt» 
Zalil^ also dom a))Soliiien Werii* nacli wt'iiigsii'ns gloitdi 1 isl., willirtaid 

2) die zweitü Sunnntî l!(\,lî{v) tlt'ui abstdith'ii Wtadt' nacli kloiiior 
als 1 ist; deiiii daim künnen dit* beidt'ii Sumnitai zusaniiut'ii lurlit 
ISTull ergobeii. 

4. Nacli § 17, )}. gibi t'S Prinizîdib'n, dit* grtiBt'r siiul als tant' 
beliebig gcgobono Zabi. Wir n(*biiu*n hit'niaeh t'iiu» Priai/.abl }) au^ 
die groJJer isfc als n und stdztai; 


wodnrcb dio Bodiiigung (/?(()) n bidVitMligl isl. 

Der Grad m dit^snr bbiiikiion isi ;/// i ;> I. Wir uollrii uns 
diese Funktion gtiordiud; dtaikt'ii luudi auIVdtMgtoitlcn Ibdou/cii von x 

oder von x 2, . . h. Wir orbalttoi diuui Iblgtaulo vt'r 

scliiedeiio I) ai'.s l;el lu n g< * 1 1 : 


(jp — 1) ! 93 (a:) a:^' ■' ^ (a* • l ( x 2 • i .r ti h 


(5) 


">..i \ <>,X' 1 i 

>>X ‘' l - ‘ 1 • • ■ I 

{ r 1,2,2» ;/ ). 


1')" 


Niedrigore Poieuzon vttn und voii ./■ v kfuunuui nitdii. tlariu 
vor, da cp{x) dundi ‘ uiul durtdi [x 1 ./ hdlbar ist. 

Es sind darin A,, ^ ^ ^ ^ gaiiz»^ Zalilt^n. 

5. Auh (f)) (U-gibL sit'h diindi I)ivir.ioii mil 

(a:™ If (.i>- 2f , j ii,x : . . 

und Avenu mau iii dii‘se-r idtuii isrbou llburhung - 0 

, J -1: F' « 2^’ ■ • ' }X ■ ■ < ;/ ! 

Dics ist, Aveil /) eint^ Priur/.alil uml gri'Luu' ab )i i d, alst» in kt*iiu*ni 
der baktoia.ai 1, 2,..,, ;/ auigt'hl, (dut* durrh jt uiriil t»‘ilbar(* 
gaiize Zabi. 
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26. Tranazendenz von e und n. 


Es ist aber weiter, weil (p{x) erst mit der (^ — 1)‘«" Potenz voa 
X anfâugt: 

ri = 0; • • yp-2 = 0, 

_ «jjj 

y? ~ ■■ ■) — (pin;)! • 

und demnacli, wenn man die Abgeleiteten von q){x) für x — 0 nach 
§ 141, (6) bildet: 

9 ( 0 ) = 0 , 9 '( 0 )“ 0 , 9 "( 0 ) = 0 ,---, 9 '^-''( 0 ) = 0 . 

g,(p+i)(0) = p(p + l)ap^j, 


^(">)(0) =ij(2) + l)- -ma^: 

Es sind also die Derivierten ganze Zahlen, 

(p(p-^)(Q^ ]3iclit durcli|; teilbar, und aile andern 9 ?^‘'Y 0 ) sind 
entweder gleicli Null oder durch p teilbar, njid folglich 
ist aiicb die Sunime ^(0) = eine durcb p nicht 

teilbare ganze Zabi. 

6. Wenn wir in der Formel § 141 (4): 

7,2 

<p(x + h) = q){x) + ]icp'{x) 4- y, fp''(x) + • ■ • + ^ 

X h = X — V setzen, so ergibt sich 
(p{x) = q>{v) + (æ — v) q>'(v) + (p"(v) 4 + ^ V^”'K'>Ô> 

und aus der dritten Darstellung (5) folgt für v = 1, 2, . . h: 

(p{v) = 0 , cp\v) = 0, . . q>^-%v) = 0, 

Ç,lP)(j;) = 2 ^\> 

(p(p+i)(v) =iîO + i)&p+i, 


und folglich sind aile (p^f'^(y') entweder Null oder durch p teilbare 
ganze Zablen. 

‘ Es sind also aiicb die Summen 
®(1), $(2), . . 0iv) 
durch P teilbare ganze Zahlen. 


7 . IlioruiLs folgi); (IjiL) ain'li 

n 

-l- ) \ i - . i 

v = l) 

eme giui/o Zabi isi., und W(miii wir j) so giolj aiiiioimicii, dj,» 

Niül versdiiodeiK!) Zabi iii(di(, dttrcdt /t icilbaf ist, sn isl îui<di didse 
Simniuî nicld diirch /> {ioilhar, also voa Nul! v rsr h i rd<Mi. 

Dies ist uacii H. der tu'sli' d’(dl des /.u rdiiiaMidcn Ib'waMsrs. 

8. Der zwtdb^ Ttdl^ d(îr sitdi anf dan \d'rballtMi voii (' lavjdddi 

ist mm einiadi niudi d(‘r Ungluic-linng* ^ I dl^ (Si vm lïihmi. Ms koiiiud; 
hier ziniilchst darauf au, diu iMinkiion /<\r\ zu Ididcn, die siidi ans 
(p{x) orgibt, W(vmi nain. , y,,,. , dmrli ilm- absululm Wdrl.o 

Wtuiii uiau (‘iu(^ INmkl.iou 

J- (^ ^ J I , 

demi fîlicM.Uu’ al{;(»rni('.r(uul(‘ habni, mil .r jj midi iplizicri. 

so orliillb mau wie<l(‘i* (m’iu* i'kniklinii md al(<M‘uirr<uidru \*or/.riidmji* 

• (a*, I />)./ ■ i ( j /ii.r' * . . 

imd weiin, iiiaii di(‘ Vnrzuichun in Imidmi kaklomi i»;lm(di matdii, aiso 


I a.../' 


iiml 


: /> 


mitoiiiandar inullipli/aVrl., su m-hilil man mu l’rt»dnkl 
‘ I («I I i U ., ; /Jiy 

(las ans (Ituii m'.simi dadundi md;drld. dal.i man darin idirndalls alla 
Vomuddnvii n-l(d(di macld, 

W(‘un imiu dia.smi «‘iidai-limi Satz uirdm-lndi an\\(md»d, so 
foigt, daü das ausgcu'iuduHd.o uud gmirdurlo l’rtjduki. 

" .r I '■ .r /' ■“ 

,1 

alteniiünuuk^ VorzinVIimi bat uud in das ib-ndiikl 

y b .. ! i V ; .. , n 


/-•(.r) 


y I 1 ' a- 
■ r 


übergolit, womi amii all(>n KM('ni/.iciii,.ii ,j:is |M,.,iiiv,- Vur/.M.'licii gi 
mit aiukn-cu Wortcii, daÜ uns liuN l'nulnU ilii- giMii.’lih' ^'llnKlinn 

Fu-) i ^ 

Jieforfc, uud daB ainn ^ 

(«) 

ist. 


( {-l'j 
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26 , Transzen d en Z von e und îr. 


10. Setzeu wir zur Abkûrzung 

v{v + 1) (v 4- 2) • • ■ (v + )t) = 


so ist nach (()) 


I U{y) ; < 


v[p — 1 )! 


e\ 


Niin naliert sicli aber^ da die Reilie für für aile .u kon^ 
vergiert, ilir allgemeines Glied mit unendlich \yacliseiidem 

m fïlr jedes x der Grenze Null (vgl. auch § 52, 2.), Man kann also 
aiicli die Primzalal p so groB nebmen, daB 


. ?/_ 


1)! 


beliebig klein wird, und da : v endlicb ist, so kann aucli | U {y) i 
und folglich aucli die Summe ZC^,U{v) beliebig klein, also ins- 
besondere auch kleiner als 1 gemacht werden. 

Dies ist nach 3. der zweite Teil des Beweises, und es ist also 
bewiesen: 

Die Zabi e ist eine transzendente Zabi. 


§ 144. Transzeiideuz vou rrr. 

1, Auf den gleicben Grundlagen berubt der Beweis, daB die 
Zabi :?r eine transzendente Zabi ist, und zwar stützt sich dieser Be- 
weis auf die durcb die Gleicbung 

( 1 ) ’ 1 + = 0 

ausgedrückte Beziebung zwiscben e imd % (§ 127, (12;). 

Wenn % eine algebraiscbe Zabi ist, so ist auch iit eine alge- 
liraiscbe Zabi. Denn ist |( 7 c) =- 0 eine rationale Gleicbung, der die 
Zabi it genügt, so ist auch 5(— :?r) ^ 0. Ist nun y = iic, so ist 
= 0, und die Koeffizienten von yiy) sind reelle 

rationale Zablen. 

2. Es sei vom Grade und 

(2) ÿu 2/2. 2/3. • • Vr 

seien die Wurzeln von y, unter denen also die Zabi tcI vorkommt. 
Demnach ist wegen (1) 

(1 + (1 + (1 + •••(! + 

O der, wenn wir ausmultiplizieren: 

( 3A 1 _j_ + y/, + + . . ■ = 0, 

Q ♦> 

Wol) c r U. We 1 1 s 1 0 i n , EucyklopiuUe L 2. Autl. 


woriii die ersi.o Sniînuo sich aul alh' W ur’/.dn ( ^ 

zweite uuf aU(^ Ivonihinalioiim jp zwi'irr ij, [ //, (ohn,. Wiodc^- 

holmig), die dritto '*•"/. * -'t aiil‘ allr Kdiiihiiial y.u drri.*ii u, s. \\ 

3. Die ByiniiioiriHcduMi KunkiidiKMi d(‘r r sind n,.,,.}, 

iinserer VoraiLSseizung j-îiiionalr Zalilm (ganz odrr g<'l»ri)rhrii i, nmj 

die V GroOen jf. geuüg(at dcr rîiii<mal<'n (Ihdidinrig irtn (). 

Die .syiiniudadHclieii J‘'uiiki i'oikmi dta* .1 /m /• I) (irdüoa //_| 

(z. B. ihre Poi-onzHuiii miai ) sind zugleirli sv ninnd risrhr l'kinkl iniuai 
der alsn ebcjdaîls raiioiïak' Zalileii uiid es snid alsu di(^ 
ebenfolls die Wur/idn (dinn* ral.ioiiahni Glciehinig f/j ( ' l n, 

Das (kbdche gilf; vnn diui Simiiuen ! //. ; // . d.-nni Aiizalil 
•jl n (7/ — 1) ( isi, nnd aindi dies(‘ siml die W'nr/rjn cificr Gk'i 
cliung 7/;y(a:) O u. s. (’ 

Das Produki 

(4) //’(./') z/'ji.e) //'.,(■/•) • - • 

ist also ciue gaiizi'. (‘kinki.inn von ,r, die verseli w iudri , wenn für ./« 

aine dar Zuhlaii 

(^) Vi^ Vi \ - Hk^ /k ! ’ /^r 

geeotzi; wdrd. 

4, Unfcor diesani Zaiihai (At kann dio Zabi N ni! nn «mIit meiir- 
mais oniihalbm sein. WiMUi udr aniiehmen. dal.î r | m-j ,|jV 
Nnll darmiior vorkonmie,, so isf (' eine po.si(i\e ;*an/r‘ Zabi, min 

defliaJiH ^ I. Sia uird nur daiui 1. wcîui dn^ \nll iintm* den 

GHiüoii (n) îii(dil. vorkoinnd-. 

-Dan Produki. (d) md.biili daim (' 1 mal «irn 1 uld.ir ./•, nnd 

woni) wir diaHan abHoiideni uml dio Korrii/imirn «lann dnndi Midii- 
])likatioii mil daiu 1 lanpineniier A zn i',an/i*u /.ahbni luaenrn, n m'eüif 
sicli üiiia Pniikiion mil ganzen ralionaleu I\ MpHi/jml .-n : 

yj.r) X.r^ '' i/n a 1 //, i .r i j • , 

dc3raji (jirad wir glaie.b u Nei/en, den-n Wur/rjn 

(/k) .aj , ./• , . V . 

die voii Null verse h i ede-ueii untta’ d«*n «.»• sind nnd 

nacli (3) (l(u* Gleii'.bnng gimiigen: 

( 7 j (' i \ r - . . . . Il 

.Da Nnll nnim’ den Wur/.eln .<iî ni.dd ^Mikumun. -n i .{ von 

Null varsediiade-u. 


Es kommt niclit darauf an, ob unter den GrroBen (6) dieselbe 
Zabi mebrmals vorkommtj jedenfalls kommt aber die Zabi tci 
darunter vor. 


5. Nun geben wir znrück auf die Gleicbung § 142, (6): 

(8) ü(x), 

setzen darin oc = addieren und fügen beiderseits G0(O) 

hinzu. So erhalten wir nacli (7): 

0^(0) + + . • . + 

(9) + ü(x,) + ü{x,) + . . . + ?7(ag 

= Ç&(0) (0+ e^^ + e'^- + [- e^n) = 0, 

imd der Grrundgedanke des Beweises ist nuii ganz derselbe wie bei 
der Zabi e. Wir beweisen, daB man über die Funktion cp(x) so ver- 
fügen kann, daB 

n 

1) GQ>{Q) eine nicbt Yerscbwindende ganze Zabi wird, 

v = l 

n 

2) 2 U(Xj) kleiner als 1 wird; 

r = l 

daun erweist sicb die Grleichung (9) als unmoglicb, imd die Annabme, 
7C sei eine algebraiscbe Zabi, ist widerlegt. 


6. Die Funktion x(x) bat die Form 

l(x) = 4“ 4 - . , . -f ,7^^, 

worin die Koeffizienten a, a,, ganzzablig, a und von Nul! 

verscbieden und a positiv angenommen werden konnen; multiplizieren 
wir mit und setzen 

so ergibt sicb eine Funktion 

(10) = 0 ( 0 ) === 0 '^ + + ' • • + 

deren Koeffizienten. ganze Zablen sind, und deren Wurzeln 

(11) <^1? ^2? • • •? 
die Produkte 


( 12 ) 

sind. 


H 2 


!>: 


ax^f ax^j aoc^f . . ., ax^ 


7 . Wir miiclien jctet übor (li(! zur von iu ili>r 

Formel ( 9 ) verwemlefce Fimktiou (/'(.c) ili<‘ Auimlunc: 


(IB) 


{1> 1 )! 


,i fl - 1 fl I 


(3^ ( JM K’ 


U' 




worin p eine liinlilnglicli grolJc Prinr/ahl ist. (Innl ni v(ui 

ist gleich np + p - i, nud îiiilit‘r(lc.în isi 91(0) (I 

Es sei cknn, wenu wir iin(*h Pol.oir/iîn von : ordnou: 


-- + ./IjO.r I i 

worin die Jo; • • • Znhlen siiul, uini wonu inan 0 

setxt;, so folgfc 


Es ist also von Niill vorseliit'don. Eh \vir«l («nairr 

Q)-^l)!(p(;r)-yloa ^'-" 1 “.r/- ' ‘ j 

nud folglicli 

9 /( 0 ) -- 0 , n, 9 ’/' *Ni}} O, 

9 ;(/'-^)(()) ■ - Aj'n/' E 
(fA’\i)) ■ pA^ai\ 

9 ;(;' ■^ 0 (^ 0 ) })(})-[ I ) ‘ E 


8. Nidinnui wir nlso /< gi’ijjjt-r alo il 10 g)'r>i*if*ro dt'r 
"beidoii Zahlou no înI 9''' ‘'M)) nioht diiroh p (cil 

bai*; wltlircaid ni le tlhrigon 9‘"^(n) <Milu(‘d{T gîoicli Niili 
odor dureh ‘p inulhar siud. I‘’nlgli(*h irf 




"S. 9 '‘ !( ( )) 


oine durcli ji nicdii. {.(‘ilbnro g;ur/.o Zul 
{). Naeli (>(9 ergild- ni ch 


^ ^ Vr-” : ‘h 


worin die Koenizienton 
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, 

Ü2 = + h J 


ganze lunktionen von mit ganzzaliligen Koeffizienten sind. Hier- 
nacli erlialten wir, wenn wir die Potenz nelimen, mit 

miiltij^lizieren und dann nacli anfsteigenden Potenzen von 0 — s* ordneu 
nach (ir,): ' 

{p~~l)l(p{x) = + . . . 

worin die Koeffizienten jBx(^i); • • * ganze Funktionen von 

sind, Z. B, 

■Si W = ftw + + /3^(V + • • 

mit ganzzahligen Koeffizienten 
Darans folgt nun wie oben: 

9(«i) = 0 , 9"(;ïi) = 0, ..., = 0 , 

q5(P-n)(;jj^) = p(^.p ^ 


nnd folglich, 

wenn wir 

7 


Q{e^) = ctPB^ 

(■^1) + (j> + l)a*’+ 153(^1) + 

setzen: 



(14) 

®(®i) 


worin 


1' = 1 


Qi^i) = ^0 + *2i^i + + ^ 3 ^ 1 * + ■ • • 


eine ganze Funktion von ist, deren Koeffizienten Qqj Qd ‘ - 
ganze Zahlen sind. 

Diese Formeln gelten unverândert, wenn durch :/’o, 

. . ersetzt werden. 

Wenn man dann die ans (14) sicb ergebenden Formeln addiert, 
so folgt 

n 

^ Ç (^ r ) = ^^^0 + + ^ 2^2 + < 38^8 + * * ’? 

r = l 

worin 5^ = Ez^,, 63 = Ez^, Sg = Ez^j ... die Potenzsummen der .r 




sind. Diese werdeii aber nacli ( UM auH deii N (mv ( oiisc.lieii 
(§ 71, (6)) bestiniint: 

4*' 

K. H !>/;, 0, 

.s‘., 4- ,vj>i I .s‘,/>o 4 

iind ergebcii bMi also als gaiizr Zalihwi. Danms rnln*(: 

10. Die Suiuiuo 

n 'J 

V l r l 

isti cille dur cil p i,(i i 1 lia t’(^ Zahl. 

Nehmen ^vir dalior p |j;r(ilb*r an als dir (von Nnll vt'rf;(4n(‘d(*iu-) Zalil 
Cj so ergibt sicli aiiH S. iiud 10.: 

11. .Die H mil ni O 

0d>(0) 4 I i •■• ! 0\J\p 

isi: ci:nc durcli j) iiielil. leilbaro gai)‘/(‘ Zalil, also ilir ah., 
soluté r VVert ,ui i ndi^sl (Mi m gleirli 1 . 

Daniit Ist uaeli f). der (u-sle 'IMI dia; licwid.sia; Ln-iVibrl. 

12. llrn aiudi don zwi’iiini Teil /u arhalinrn^ niii:a<-ii wir tli(^ 
Funktion .7'’(r) belirachten , dii^ nnin arliall, umn niaii in (!rr gn 
ordneteu Finiktion (fi(:r) die Variable ./• iind <li(’ K(H*llizjrii(iMi dundi 
iliro absoluion W(n4e erselzl. 

Zu dieseni Zweeki^ sidzen wir 

y^{a‘) • (f { a‘ - ./‘j ) I .r i • ■ • t ./ .r,. t , 

iind erlialtcn li’ir nneb fjb) die l''nrniel: 

(ji— l)!f/4.r) : . 4./ .r^,n.r .rj^ 

Die K()elii/i(‘iiten dii'ie.s AurdniekeN enl.sirben durcb ,M ait iidikai ieii 
iiiid ^Vddiiinn aus diai DroBen: 


imd die ubsnliden V\ erie dieser Kofdlizienten mjhI nal.ej’ jiaeh ^ iO, 0 
Ivleiner (odi^r jVdinilalls niehl î.‘rrdje)') al.'-* d.a’ Zahlrn, di«' nian erbiill, 
weim iriiin dieni^ (in'djcii (lundi ihri' aleiduien Wrrle 


ersetzt, d. h. sie sind nielit gi-ôBer als die Koeffizienten der Fimktion: 
a-p+P - + r,)r> {x + r,y • • • + r^. 

Setzen wir also 


ç{r) = a« + ir(,- + ,-0(r + r,) • • • (, • + ,„), 
S O ist für jedes positive r 

FCr) < 


iiiid kann dalier dnrch kinlangliclie VergrôBerimg yod. p beliebig 
klein gemacbt werden. 

Es kann also aucli nach. § 142, (8) der absolute Wert von ü(x^ 

m 

nnd damit der absolute Wert der Surame beliebig klein, 

v — X 

also auch kleiner als 1 gemaclit werden, und damit ist aucb der zweite 
Punkt in 5. erledigt und vollstandig nacbgewiesen: 


Die Zabi % ist eine transzendente Zabi. 


Siei)enund'/,\ViUi/,i};’sl,i'r Ahschnili. 

Funktionen, Diffcroiitialo inid Inld'^rulo. 

§ 145 . (Jeomclrisclie von l^^iiiklionen, 

1. Wir liîibcu nus sc.lioii IVülii'r 1<>1^ drr KourdiimldMi Ix*- 

dieiit, um (lie Al)luingi<jfiv(‘ii (Ûiht ^•an/.cii lMinkii<m v(»n (Um* \’îiriabhMi 
Binnlich. anschîuilic.li y,n luachnii. Da nun dit* l'irlvt'nnl nis dt-r Ah- 
Blngigkeit oinor inoJihanai (irüLh' von tdin*r aiidiM-iai, dit* vcrscliin- 
dener Werto filliig, also vt* rilii d(i r 1 i c h is( , das \ or/.fii»;linli.sl(* /irl 
aller Anweiulimgnn drr Mal lu'Uial.ik aiiT dio \ or;j;;inLî;i‘ dta* Aidb'n* 
welt ist, so isi; aucJi dio Darsltdluiig dt'r iMinklininni diin*h lûirvt'ii 
ein iineritl)ehrlicliOH 1 lili'siniUdd , uni inii^ (hnrin l’dick ud'wis an’inaLhni 
eiîi Bild von. d( 3 in V(îrlaur lu’ne.s \’organg(‘M o<h*r iiliiTliaii|d V(ni d<*r 
gegenseiliigen Ahliiingiglvial. vi'randcrlichcr (h-rdbni vm gt'winncn. 

Die beoba(‘.Iii(Mi(Ion Nalairwissi'nschalTon, dio Slalislik und andi*n* 
Disziplinen bodiojKUi siidi hiuI. langoni dirsos gra|diiscliiMi 1 1 ilCanulh'l.s, 
um aucb in Killb.*n, wo das (Ifsidz d(*r Abldlngigkoil. nicld gcnaii la** 
kannt diusn A.bhüngigkidl. durt'li Knrvnn dar/u drlhui , dio dnndi 

Messungüzi odor aucb diirch dirnkln BngisI rnuinuo'/i , jjoi dcinui din 
Photograpliin oin ausgi‘/,oi(dni(d(‘s lliirsinilltd hiolrl, gouonmai siinl. 

2. Hier lioseliiliXigoii wir nus /.unilidi.si mil ihu* «.p’omtlriacInMi 
Darstellung dr.r einiaohon g(*.s(d/iniiüig«‘n k'nnki ionon , <iio wir in (h*n 
vorhergobojulen AI)H(dinit.k‘ii koninui gidnrni luihiMi, 

Eine ganzo Punkkion crsl.t'u (Iradt's tidia* oiiio linoar»* kbiiik- 

tion 

(1) // ‘ (ij- ; h 

wü'd durci) cille gi^radi* Linie dargt‘si(d!t. I)ios winl in dur ana 
lytisclien Geoineirie d{‘r I^jIuuu* uiilnu* «*r<irt(Mi, lilBi sitdi ahor un 
mittolbar aus dor l’dgiir 2S l'rsiduni, ans dar sich dn* {ib‘ndiung 
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§ lt5. 


ergibt^ die durcli die Substitution 
a =-iga in (1) übergebt. Der Ab- 
schnitt 1) auf der ;?/-Acbse wird ne- 
gcitiv gerecbnet, wenn die y-Aohse 
imterbalb des N’ullpimktes gescbnitten 
wird. Ebenso ist a negati\", wenn die 
Gerade mit der positiven ^-Achse einen 
stuLiipfen oder negativen spitzen Winkel 
bildet. 



Fig. 28. 


Eine ganze Funktion 2^®"" Grades 

y = /'(rr) wird; wie wir schon früber geseben baben (§ 102 ), 
eine Parabel dargestellt. Ist f(cc) von boberem als dem 2^^^ 
so gebort immer nocb zu jeder Abszisse x ein bestimmter 
von y. Man nennt diese Kurven aucb Parabeln bôberer 
nuug. Ist beispielsweise 
y = ax^^j so lassen sicb die 
den Werten n = 0, ±1, 

±2; i 3, ... entsprecben- 
den Kurven durcb das 
folgende rekurrente Ver- 
fabren auseinander ableiten 
(Fig. 29). Man erricbte auf 
der A;-Acbse in den Ab- 
standen OE=l und OCr=x 
vom Koordinatenanfang die 
Lote li und i?, trage auf li 
die Strecke EQq = a mit 
Uücksicbt auf ibr Vor- 
zeicben ab, das in Figur 29 
positiv aiigenommen ist, 
briuge OQq mit y in 
zum Scbnitt und faite 
Pi _L h] bringe O mit 
Tj in p 2 Scbnitt und 

finie P 2 Ço J- bringe O Q 2 
mit ry in Pg zum Scbnitt 
und faite Py _L h, u. s. w. 

Von Pi rückwllrts gebend 
finie man Qq Pq -L y ; bringe 
OPq mit h in ()_i zum 


durcb 

Grade, 

Wert 

Ord- 



Fig. 29. 


Sclmitt und MLe ()_ , ^ .L l)ritiiî;(‘ OP ^ tui(. A in ymj^ 

Scliuitt 1111(1 fallc Q_.r__.A y, n. siimLlicluî 

Piinkte der beidorscdts uiib(.î^TOii'/(.(Mi liv.Wio 

J) /) /> /> /> /» /> 

auseijiand(3r durcJi da.M.srdhii Ium'V(m\ und wir 1 m» 

liaiipten, daJ3 d(‘r zur Al»sziss(‘ x ,L;'<‘linrli;v Piuikl. drr Knrvi» 
ist^ die duroli die (ilcMcdniii”* y (tP* ist. hcnn isi. //^ dj^v 

Ordiuate voii wo also v {iusil.iv<‘ odnr n(‘M;a(is<* ^’aii/.r Zalil 
oder aiicli Null soin kaiiii, so lolu;!; ans d('r A (uili«diknit dnr 1 )n'i(*(‘.k(5 
OGl\ und OPQy. 1, dal3 i 1 ^ îd.so //, xy^ ^ i.s|. AIsu inh 

Hr- ‘01 y ;! •' 'k P 


uiid 1 ) fur V H : 

2) für P ^ 0: 

//o 




a:" (>/__ 


//. K 


w. Z. b. w. 

4, Als Heinpicdc} für ral ionalr 
tracliteu wir; 

r.r'' 


./"■'U, 


f/ ./ 


Hud) rnrbrnr f' U n k t ioaca lie 


l 


( 


Bei dor (u\si;(‘u ist y posiiiv, waniu ./■ * 



if, und in’iuitiv , wriui X • a 
isi. Ms uird y D Hir 

n uiul y liai, da (‘iiinii 

Mlnimuniw rr(, wrll es 
ui<’hl vun pHsidvrn W'erb'ii 

7.U n»*U,atj\rU lilu'r- 

p'idjl, MUid<*rn vnu Nul] /,u 
pnsiIlVtMl w rrtrii '/liriu‘.k' 
kilul. Ik'i)’ J- (I nnd Inr 
X ' X wird // uncndliclu 
t l ' iiX ib •. 1 h«‘ K ui'\ r isi (*ina 

I i \ |M l'ind. î 

lin /.uiMti-n l'allc* isi. // 
{Hssîfn, wnin x zu is/daîu 
■ i uihi l li«‘i,';l uiid 
wird uinujdlndi liij* dirs(* 
brubui ( I ri*n/u rrh*. // isi 
in-t^atÎN, wnin ./ 1 odar 

1 il und viTMdiwiii- 
dri fiir fui uni-inllieli 
umljr» a’. iiian iii 

du*' «un l’Alb' 
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... .. uinerennale uad Inteo-rale. 


2 l-œ’ 


1 1 
"2'ï+a'’ 


ist U + y i, uricl den Ordinaten entsprechen zwei orleieh- 



seitige Hyperbeln^ aus denen die zu y gehorige Kiirve sicli leicht 
durch Superposition ergibt^ wie Fig. 31 zeigt. 

5. Wir baben in § 126 die Exponentialfunktion 


( 2 ) y ^ (f 

keuiieu gelernt; y bat nur 
positive Werte nnd wâcbst be- 
standig mit X] es wird un- 
eiidlicb klein für a? = ~ oo und 
uneiidlicb groB für it* = + c», 
ferner y =^1 für ^ = 0 und 
y = e für = 1 . Die Fig. 32 
zeigt in der punktierten Linie 
den Verlauf der Kurve. 

Die Kurve 2 / = a-^’ = rf 
bat einen ganz abnlicben Ver- 
lauf^ nur sind die Abszissen x 
im Verbal tnis Irloga zu ver- 
kleinern. 





Zu einer gniphiscli dargi'sti'llii'u ('rliüH; niim djis \V\U\ 

dei* inversen Fniiktion eiufacli diircli SjMVgtdiiiig d<‘r (‘rs(ni l^’igur ;ui 
der Halbiemngslinie des ei\st;(Mi und driii.nu f,)u.'idranl,<‘n. In k'ig. 
ist auf diese Weisc ans dor piinktii'rieii Knrve // r‘ di(' Ingju-ij,)), 

misclie Knrve y = h\:v ahgideibd,; <lie dütinin* gc/.ngviK» Liui(‘ (mtr 

spriclit dem Briggiselien. Logarilliunis. 

6, Wciiii man in 

(d) 7/ - si 11 r 

den Winkol a; in Bogeiunab iiiilM;, so (*rliilll niaii t'iiu^ Kurv(‘, dio 
nnter dem JSTamcii SinusJiiiie manniglîirln» An\v«‘iiduiig lind(‘f. Die 
Ordiiiate y liegfc iminer zwiselien • 1 und | 1 uml (‘itjmcIiI, (hV.sj; 

Werte abwecliseliul i’ilr die unge.radtMi Vicllaelimi v«ni J, a , williianul 
sie für die Viclbudum vun tc gleicli Nidl wird. Dif Kurve !K‘:s|i(‘ht; 
ans imeudlicli vicbm kongriKUilini Bogini, di'nni jrtbn* \vi»Mlcr in zwan 
symmetrischc IliLlftim Z(‘.rniII(. (sin ./• sin lyr ,n i i Wir 

neimen die Ivurve [xudod iseli mil- der Deriode ' 2 . 1 , 



Die KosiiUisl inie liai. ilit'Hidbe (b\slali. Si(‘ «nitshdit diindt \'(‘r' 
scbiebiiiig der îSinuHlinie parallel dm* x Arh;s(‘ uni «lii* Slia-eke Ut, 

wie sieli ans dor Ikirnud (‘os a’ siu (.r ! ) «'rgild. 

7. Wir wolleu noeli die Kurve fiir 

(4) n l,!j; .<■ 

betrachton. Diego liestolii; ans uiieudlitdi vi<deu kniiirnundm 'rialmi 



UlK' .'il 
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imd ist ebenfalls periocliscli mit der Période Die Ordinate wird 
uüendlich, wenn a; eiu ungerades Vielfaches von J-.t ist (Fia 34-) 

Als weitere Beispiele mogen nocli die Funktionen 


y = cosec X = 1/sin x, 

(<>) y = .i.(e.* + e-^) 

angetnlirt sem, die in der Fig. 35 und 36 durcF Kurven dargestellt sind. 



Die Ivosekantenkurve y' = 1/sin a; entspringt ans der Sinuskurve 
y = sin Xy indem man yy = 1 nimini 
7j\\ dem Zwecke trage man die Ordinale 
eines Pmiktes P der Sinuskurve auf der 
Ordinatenachse mit umgekekrtem Vor- 
zeiclien auf; ist A der erkaltene End- 
puiikt und 06' auf der a;-Aclise gleick 1, 
so trifft das in G auf CA errichtete 
Lot die ?y-Achse in einem Punkte A^ 
dessen Ordinate zu der von P reziprok 
ist, denn 00^ = OA ♦ 0A\ Zu A ge- 
liort dann ein Punkt P' der Kosekanten- 
kurve, der OA' zur Ordinate und die- 
selbe Abszisse wie P bat. 

Die durcb (6) dai'gestellte Kurve 
ist die Gestalt, die eine an den Enden befestigte frei lierabbangende 
Kette annimmt; sie wird darum Kettenlinie genannt (Fig. 36). 



§ 146. DiltVreutiale imd l)illVroîïtial(|uoli(Mi<<‘u. 

1. Eine Strcckc PÇ; i^inlvti(‘ Kiirv(^ 

verbiudet^ heilît SelinO; odcVj wmui luîin si<‘ nnlx'Hiimmi 
Sekante der Iviirvo. 

Siiul x, y die Koordiiiateii von I\ ./' | ././*, // | -. /// dw voii 
Qj uud 0 der Winkel^ den PQ mil; der posilisani ./ -A(dis<‘ eiuH(dili(^ljl;^ 
so ist 


-((y 


(Fig. 07.) Die Zuwilchso Jx, J y von x iind y aindi die Di l'IdMOMr/en 

Yon X imd y uiid ilir QnoLieid; ,lyj,îx d(n’ Di ri‘(MM‘ir/en<j uoiieni, 

Ncdiîuen uir (dinni l)(di(ddg(Mi Piinid. 
atiC d(M* durcdi P gidunideu ParaJh'Dn 
/ur .r Aehse mid hezeicdonni PS mil 
IdriKU’ di(‘ Sl.na'.ke SS’ mil. d//, so isl; 
djL di(‘, l)r('i(Mdve PÇP nnd l^S'S illm- 
ludi siiid^ îimdi 

in./; -bp 

r/.r 

WAiiri non d(‘r PnnkI (y gegen P hiii 
waiidei-l, s() vtM'iindcTM sieii . /.r luid .///. 
llall.iMi \s‘ir alan’ il,t' jesi, so wanderi, S' 
a,nr (lo.v Linie S’P und konuni (d.wa 
inudi S . { )er W inkel (I lindtM'l. sie.h 

gleicdil’alls iiiid wamn er in fl' lihi'rgehl, 
so isl Ig /)' (Y ij (ix. 



Wenn siidi nun der Pnnkl dtnii 
Punld; P iinbegreiiYdi aniuiluMd, ho werdeii .}j\ Jy uiieml lieli 
klem. Der J un kl ;S miliei’l. sieJi einer dren/, lage 7, luid die 
Greiizlago P.7' ihv H^dcand^ lieiül die Taiigenle der Kiirve. Der 
Winkel 0 jiiilierl; nicdi eiiumi Dren/.w(‘ri \K und weim wir di(i 
Strecke S 7' mil; ily hezeielinoii, so ist 


dy ig ih/./-, 


(g I) 


./// 

J.r ’ 


Die Str(i('.ke dy wird das D i 1 1(* reiil i al dm* I’’iink(.ioii ?/ genaiiid. 
Es ifît abliaugig von dvs laigi^ fies Idinkles P auf d«'r ^vurv(^ und 
von der willkürlie.li angenoininenen Slreeke dx, die das D'il'ïo.- 
lentirJil von x IkuBL Dcu* (^indienl, dy ; t/x isl alier \on diun wili 
küilicdieu dx luuib lulngig imd IhuBI der Di fl'eren i iahj uoi. i(‘nl 



der Funktion y in bezug auf x oder nach à’. Er ist ebenso 
wje y sülbst orne Punktion von x mid wird aucb die abgeleitete 
oder derivierte Funlrtion von y genannt and mit ÿ bezeicbnet. 
Ist y = /'(.v) die gegebene Funktion, so ist 

0 ^) y-nx) 

die abgeleitete Fmiktion. 

Der Diffei-entialquotient ist ein Grenzwert, der sicb unmittelbar 
in der Form 0:0 darstellt: 


(4) 


> dy 


dx 


Lim 


^y 


J x={) 




nnd dus Differential ist, wenn dx beliebig angenommen '^ird, 

(f>) d7j = ydx. 

Wir fassen diese Betracbtungen in den Satz zusammen: 

Die abgeleitete Funktion ist die trigonometrische 
Tangente des Winkels, den die geonietriscbe Tangente 
der die Funktion y darstellenden Kurve mit der posi- 
tiven iT-Âclise einscbliefit. 


2. Zwei Winkel, die sicb um % voneinander unterscbeiden, haben 
dieselbe trigonometriscbe Tangente; sie ist positiv fur eineu spitzeu, 
negativ für einen stumpfen oder einen negativen spitzen WinkeL In 
den Formeln (1), (2) sind 0 nnd ^ durcb die Dreliung zu messen, 
diircb die man von der a;-Acbse in die Ricbtung der Sekante oder 
Tangente Icoinint, also negativ, wenn die Drehung von der positiven 
,'r-Aehse nach der negativen ^-Achse vor sich gebt. 

Wenn in der Formel (1) Zix nnd /îy das positive Zeichen baben, 
so sind y miel x von P bis Q gewaebsen; ist Jx positiv nnd Jy 
negativ, so bat y abgenommen, wâbrend x gewaebsen ist. Wenn 
mm y von Nul! verscliieclen ist, so wird für ein binlanglicb kleines 
positives zlx das Vorzeieben von ^y mit clem von y übereinstimmen, 
mid wir scblieBen: 

Wenn in eineni Punkte P die Derivierte y positiv 
ist, so waebst y mit x nnd wenn ij negativ ist, so 
nimmt y mit waebsendem x ab. 

Wenn y' in P gleicb Nul! ist, so konuen wir über das Waebsen 
oder Abnebmen von y ans y' nicbts scblieBen. Wenn aber ^ in P beini 
Durchgang durcb Null von negativen zu positiven Werten übergeht, 
so wird y aus dem Abnebmen ins Waebsen übergeben; y bat in 
P einen Mininiumwert. Ebenso bat y einen Maximumwert, 


JLl. AlliU.VWl.l. 


«U. 


wenn y' von positiven vm von V\(‘rl('ii In soIcIkmi 

Punkteu ist die Tnngeiib mit der pnniJlrL In uhn^mvii 

Fio-aren 80^ )*U, iVdj und {^ind solchr l’imldr i(‘ivld. kiniiillicli. 


§ 147. DillVrenfinlc (loi* eiiifaelion IdiuldioiioH. 

1. Uni die al)o*eloitoi;o FunkUon ('intn* r'unkl.ion // /Fr) /u 
finden^ setzt man .Jy ('{x -[• h) /(.ol imd 

( 1 ) / - Lim 

h \i 

Kami maii die Division auT der r(*e.hien Sdle dic.stn- IAmmik'I ans 
fnlireii; so darf juan inudilnn' oliin^ weil.eres h sel /en. 

So orliillt man z. Ik îuis d(*.r [''ornud § Ik», K>i: 


a — // 


d» * .|. K» I ((’> •Vê’ 


T.ini man a = x H~ //, h ■ ■ x sel.y.i: 


nnd fol ^li cil 

(2) (i{x") i/.i' k/./\ 

und all^'omoin, weuii /'(x) eine «j^au/.e l''imk(inn nnd /'e/i ihre Dcn'i 
vierto iwD 

(î')) (I /"[x)<lx, 

wie auch auR ^ (Kl herv()re;eli(,. 

2. Die l^'onmd (li) ist yiiniiidisl. nur lïlr ein ^an/./Hhlin;i\s n ke 
Aviesen. Fs sin aher y (dm* ludiebi^je rafiomde M(k‘r irralimiate 

Zalil^ und uni Melirde.uti^kcn'dm /u vinamuden, iM-M-hrilnlven uir j aiif 
positive VV(‘.rlie. Daim ist ./•" elHnifalls [lositiv nmi eindmt I m- 
stimmt. Es sin* sid j(d./.t 

/■(.r) /r.i- I /o i.r i ln“ .,“(1 ■ '[ 


/'(.l’-l /(( /\.n 


{ui'ir . 


Anf der [Ticlit.cni »S(dt(‘ dii'ser Konind ktinuen uir, o» l:m«n* h 
ist, don Innomisidimi Maiy (ij DK)) anwamden nnd «‘idnilitni : 


:i+:r o e-i, ■" 


uiid wenn wir clarin h == 0 setzen, so folgt: 

(4) -= J 

wie in (2). 

3. Ebenso ist nach der Entwickluîig § 132, (7) 

/t ” h ^ æ / 3a? ' 

also iur h == 0 

( 5 ) d]nx = ^-- 

4. Für die Exponentialfunktioii ist 

uud nach § 126: 

(6) d<f — ë‘dx. 

5. Aus den trigonometriscliea Formeln (Bd. Il, § 29, (5)) 

sin (æ + U) — sin æ = 2 sin + y ) sin y , 

cos [x /i) — cos X = — 2 cos [x H" yj sin y 

ergibt sich durch die Grenzformel sin y = 1 (§ 127, 2.), 

Æ sin Æ = cos X dx 
d cos a: = — sin a; dx. 


§ 148. Differentiale znsammeiigesetzter Fnnktionen. 

1. Sind y und s zwei Fnnktionen von x, so kaben wir die 
g en deiL Ideiit it clten * 

Ax " A 


2 ) 


à {y Z) ^ iy+A}i)S^AJÉ^~Æ. 

àx 




Ax 




JL. Éi^ Ax 

A~x'^ AX 


3) 


Ax Ax \s-\- Az 


( y + _y\ 


Ay 


Az 


Ax 
Z {z ^ A z) 

Woboru. Wellstein, Enoyklopadie. I. 2. Aufl. 


^ JlC 
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^ i ls. 


KL AujilvHiH, 


2 . Daraus 
= 0 nimmt, 

(1) 


ergcben sich imn, wiiiin luan die (irc.ii/.u'di-üi lur 
die folgcndeu Furmelti iiir die l)ill('i-etiii!il((ii(d,i(!iii,('ii: 

(/.r r/.i’ <l-r’ 


( 2 ) 


il (!/.-) <1 ■' 

dx -'dx 


il y 
■ dx’ 


und als spezieller 
stante c annimmt: 

Fall liiervüii; 

Avenu uiîiu 

05) 


d y 

(IX 

dxd 

ferner: 


d }{ d: 

(4) 

d (y : c) 
dx 

" dx ' “ dx 


gleic.li (Miuir Keu 


Mail orhillt daraiiH euisprcelieiide l''(>rtiielii fiir die 1 >ini‘n'iil iali> 


(5) 

(«) 

(7) 

(«) 


d [y ■]■::) dy 1 d::. 
r/(//;') yd:: |- ::dy, 
d(ry) ni y, 

t/ ::(h/ tj(}.: 

‘ •. 


iind kîiim don [jilnili; di(*>s(‘r IA»rm<‘ln r(>lj.>;('!Ml(‘niiaL'HMï in VVorL* 
faHseu: 

»}. l)aK I) i (‘(ViMMi ir i U, I (‘iiHM’ Snmiin' !s(. «In* 

Svimmcî <lcr DilJ’nrniil. iah^ <l<‘r Snmniand<*n. 


4. Dhb I) i ri'o riMi i: i ;i 1 o.inos I ‘ immI u k I es i.K t.î;h‘i(’.ii dcr 

iSumme ans (hun ProdukI. (1rs (‘rslen k’aklnrs mil dnn 
Dif f'orcniiia.1 (Uns iiîmI (l<*ni Prodiikj (j(\s /.wtMlrn 

Faktors mil d(‘m I ) i ITc* mm l.i a 1 d(*s rr.il.cii. 


5. Ujih I) Ü’I’omt n(,ia.l (^hml im 1 »* h i;:( ;..':l(‘i«*h drni 

NeTi.n.(3r ni n 1 lii p] i zi (irl mil- driii I ) i l’IV m* a I i a 1 <lrs Ziililrrs. 
voinniiidnri uni da-s l’rodiikl ans diMii /ühlrr mil d»‘n) 
Dif rorruliiaJ (hm NrniitM's, L»n‘l(’ill diirrli tias <^hiailra(, drs 
Nciiinors. 


(k Dmadi wimlrrlinllf' Aii\vrnilii! 4 i; (li(‘srr Sill/.r kaiin man tlir 
Differontiale albr hkinkiionrn inlilrn, dii* dnrrli ralionalr Ki-rhimn^', 
d. 11 . clurrli Addiiioii, Suhlrakl.imi, Mnliiplikal inn, llivisiou ans soli’lum 
Funktlonon rrliailon uaaakm, drrrn I )inrr(Mil ialr srlnni iH'kaniit sind. 
Nohnimi wir IndspiidswiuHr in (S) 

r()s ./■, 

siii ./■ il.r , 


J/ sm 

(iy COH ./■ iLt'j (I:: 
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so erp;ibt sich 


also: 

( 9 ) ■ 

und auf die gleiclie Weise 


^ sin X cos‘^ X + 8m“ x 

cos iC p.ns-/)^ 


d to; X 


cos-x 

dx 


cos- x^ 


( 10 ) 


d cotg X == 

sin“/ 7 ; 


Setzt man y = 1 , -e == cos x, so ergibt sicb 

sin x 


( 11 ) 


d sec X 


dx. 


7 . Ist ^ eine Funktion von x nnd 0 eine Fimktion von so 
kaim man aucb ^ als Funktion von x anseben und allgemein kann 
man irgend zwei der drei GrrôBen x^ y, 0 als Funktionen der dritten 
betracliten. Einer Zunabme ^x von x werden die Zunabmen J y, 
^0 von y und 0 enlsprecben^ die Jy^ ^0 sind dann Funktionen von 
AtXj und wenn eine von ibnen unendlich kleiii wird, so werden es 
aucb die beiden andern. 

Ist /dz für jedes ^x gleicb NuU, so ist <2? eine Konstante. 

Aus der Identitat 

Jz ^ Jjf 
^ Jx J)J Jx 

folgt : 

dz _ dz dy 
dx ~ dy dx^ 

( 13 ) 

8 . Diese Formel besagt: 

Ist 0 eine Funktion von y und y eine Funktion von 
so erhâlt man das Differential dz, wenn man den Diffe- 
rentialquotienten von z nach y mit dem Differential 
von y multipliziert. 



Oder, anders ausgedrückt: 

9 . Man kann den drei Verânderlichen x, y, z drei 
Differentiale dx, dy, dz, von denen das eine willkürlicli 
ist, derart znordnen, daB der Quotient irgend zweier 
die’ser Differentiale der Differentialquotient der ent- 
spreckenden Verânderlichen ist. 
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so folgt: 

(14) 

und ebenso: 

(15) 

(KO 


^ = In if, y ^ siu x, djf cos .c, d rjjdy l ///, 
d lu si U X --- co^-g ./■ //.c 
d. lu COB X — l-g X dx, 


d In tg X 


il fcjx X 


(I :V 


‘J (Ix 


X HÎii .rcos.r siu'J.r 


10, Dio l''ormcl (1!^) aufit. <li<‘ I till'onMil.iuli' koIcIu?,- 

Ftmlîtionen ’/u bildoii, dio sicli durc.li II m kcli ru iio- uns li'uiikl.ioncu 
ableiten lasseii, dereii üilloraitialo kc.Iuiii bukamil, siiul. VVi'iui luaii, 
nilmlich in (12) s x solzt, un 

(I X tlij I 
illldx ’ 

imd mnn erlmlt daraiis^ womi uuui ilx/dy kunnO difjdx uls dcii ruzi- 
proken Wert 

Nelnnen wir Vu B. // -■ - an*, i.g .r, ho isl. x (g//, und wir liahou 
nach (11) 

<(}/ 


dx 


(’(»:> i/ 


dx 
I I 


Es ist îiber luudi fcrigoiuuiKd.iMsc.licn I<oriiicIii (Ild. 11 . S. .‘ÎUS) 

\ 1. I Ig" // 1 I 

imd folglich dif-^-^dx/i^i uIho 

(17) d arc*, ig x 

ûder set/eii wir 

y ■■ arc; siu Xj j' hîu //^ (/x ' cum ydy, 

Sü folgt auH (îoHÿ^ ]/l Hiir y [/ 1 x'^: 

ilx 

1 1 . 

Eh ist nie, lit dor ZwcM’k dioHcu* kitr/cui Audout uuk'imî , dm la*sf;r 
îivich nur iu die Aulangagriindi* (l(*r 1 )iirrn*iil ialrrrluiiiug riu/nlVdin'n. 
Es Hüllte nur goy^eigt \vi*rdon, wio uii.s dru ;mj’ t‘b*uu‘utarrin Wrgo gr 
wonneiiou h’cdluuuuiiwickluugon sifli fasi. voii .sidlj,st, dir ( Inindhogriire 
diesor Iteclimmg ergehcui, uiid (‘s hiu ucm’Ii dit* hi:d.n)'isfli<* Btuju'rkiiug 
beigefügt, dab es Lagrange^ gcwc'Kcui isi, dor aiif tlifiit in W’ogi^ allcï 


(IH) 


d arc*, sin x 




Olï 


Schwiengkeiten, die die Infînitesimalreclmung einer strengen Bef>*rüii- 
cluug eiitgegensetzt, zu überwindeu gedaclite.i) 

Man betraclitet die Differentialrecbüung, die mit der Inteo-rak 
rechnung zusammen als Infinitesimalrecbnung bezeiclinet wird, meist 
als deu Anfang der „]iôheren Mathematik" nnd es ist fur jedes 
inatbematisclie Studium uud seine Anwendungen unerlaBlicb, sich 
mit ihren Metboden und ibrem G-ebraucb yertraut zu macben wie 
mit deii Formeln des Einmaleins. Das kann nur durcb yielfâltige 
1 bung an Beispielen gescbeben, die natürlicb auBerbalb des Bereicbes 
unseios Bucbes fallen. Es gibt yerscbiedene Aufgabensammlungen^ 
deren Grebraucb für diesen Z week nützlicb sein wird; so die von 
Scblomilcb^ von Sobneke (neu berausgegeben von Amstein), von Dolp 
(lien berausgegeben yon Netto) uud andere. Aucb jedes groBere Lebr- 
biicb der DiBerential- und Integi'alrecbnung, nnter denen die yon 
Stegemann, bearbeitet yon Kiepert^ nnd yon Serret^ bearbeitet yon 
Harnack nnd spater yon Boblmann bei uns die yerbreitetsten sind, 
eiitbalt reicblicbes tlbungsmaterial. Vgl. den Bericbt yon Boblmann 
^Ubersiebt über die wiebtigsten Lebrbücber der Infinitesimali*ecbnung 
yon Euler bis auf die beutige Zeit^^ im Jabresberiebt der Dentseben 
Matbematiker-Vereinigung Bd. VI 1897. 


§ 149. Die Lelirsatze von Taylor nnd Mac Laurin. 

1, Ist 2/ = fip) einô Punktion yon x, so ist die abgeleitete 
y = f (x) ebenfalls eine Funktion von x. Wenn wir yon dieser 
wieder die abgeleitete Funktion nebmen, so erbalten wir die zweite 
Deriyierte f"{x) von f{x)^ und wenn man so foi*tfâbi*t, erbalt man 
die lieibe der bôberen Deriyierten yon f(x): 

( 1 ) f{x), f{x), f"{x), 

Für den Fall, daB f{x) eine ganze Funktion ist^ baben wir 
diese Fnnktionen in § 141 ans dem binomisebeu Lebrsatz abgeleitet 
und baben gesehen, daB diese Abgeleiteten ebenfalls ganze Funk- 
tionen sind; nnd daB jede foigende um einen Grad niedriger ist, als 
die yorbergehende. Ist also f(x) voin n*®"" Grade, so ist die Deri- 
yierte eine Konstante, und die bobern sind gleicb NnlL 

In eiiiigen Fallen befolgt die Reibe der abgeleiteten Funk- 
tionen (1) ein einfaebes Gesetz. Ist z. B. ^ x-^ eine Potenz, so er* 
gibt sicb für die Ableitung: 

( 2 ) = 


1) Lagrange, Théorie des Fonctions analytiques. Prairial an Y { 1121 ). 


was aucli fûr négative niicl gebroehoiic Kxpoii(‘ntoii p gili,. y ^.r 

werden aile Ableitniigen wiecler r'‘ ruid ITir siii .r, eos ,/• erliüli, iiiîiii 
fur (1) die Reilie 

sin X, cos X, — sin .r, — eos .r, sibi .r, co.s - sin .r, . . . 

vV 

cos X, — sm Xj — cos Xj siii :r^ cos x, - sm .r^ con .r, . . . 

2. Es soi 


(4) 


‘V ^ ^’o ”h ^'l "I" Co ./ 'I • 


I r„,<" I 


eilie Pote.ir/reib(‘^ vo]i dcr wir voruiisscl/cii wolicii, dîill si(‘ iiuluMÜno't 
konvergierO; so lange der absoluit*. VVt'rt vdii x gb‘i(’b r ndcr klcinrr 
al B r >sei. 

Wir babeu in § 124, 8. g(r/(Mgl, dab <laiiii aindi di(‘ 


(5) Y',| 

konvergiert, ho lange 

(6) ■ 
ist. 

Wir bowolHcn don Satz: 


r" ' ' 

I l 


îî. Dio Ridlie /'(,r) ist dit' a l>gc I r i I fdo' l''ini k ti(» ii 
von (I>(x). 

Um ilui zii b(i\v(ûs'(*,u, indiiiUMi wir uiid ./• | // sn an, dab IxaMo 
der Bedingnng (d) goiuigcn. Daim isl nach ^ f)!, ji'ir jeden Ksptr 
nenten m: 


(7) — ^ (.r 4- ^ I t.c-l //)"* 4/- j ... i ./•»* >. 

(dem al)Holuteii W(‘rto nacJi). 

Sok/en wir al)(‘r 


RJx ) . 

HO ergibt «icli ans (7) 


'■« H 
H 


i il 

I .. 


+ /O 

h 


' n } 1 


! C., 


I I ‘ 1 


imd diese Dillcn'n/ 
ICouvei'gon/. von (4) 
als eino beliebig k 
niinmt. 


k.iim aiso W(‘g(‘n (bn* vorausgr.md'/dcn nîdM‘ding{,<‘n 
iniabl) à iigig \(m x und h klciiUT wi*rdt*ii 

biiiM^ (uaibe 0), wenn uian >/ binliuiglicti gîoli 


Nuu ist 


<P (x -I- h) — (p (x) (a; + /()2_a;2 (s + 7tf + ^ — 

/,, - - ^=0 + '^1— + • • • + ‘^„ 

h 

LclBt ni an liierin h unendlicli kleiu werden^ so erhlilt man nach. 
der Définition der Derivierten: 

cp'(x) = Co + Cl æ + + . . . + c„a;" + P„, 

worin eine GrdBe ist, die bei binlanglicb groBem n beliebig klein 
wird, d. 11. es ist (p'(x) die Summe der nnendlicben Reihe f(x)j wie 
bewiesen werden sollte. 

Die Funktion (x) wird die Integralfunktion oder das 
Intégral von f(x) genannt. 

ISTaeh der Regel der Différentiation von Potenzen konnen wir das 
Theorein 3. aucb so ausdriicken: 

4. Man differentiiert eine Potenzreibe dadurcli, 
daB man jedes einzelne Glied der Potenzreibe differen- 
tiiert. Der Konvergenzbereicb wird dadnrcb nicbt ge- 
llndert. 


5. Das Theorem 4. lafit sicb auf die Funktion f(x) und ibre 
Derivierten wiederliolt anwenden, und es ergibt sicli: 

f(x) ^ Cq + CiX+ G, x^ -f- X^ + X-^ -f . . 

f\x) + 2eo^x + + 4.e^x^ + -J , 

f\x)^2c, + 2-5e,x + i-ic,x^^ + 4.^0Cr,x^ + --, 
f" (^) — 2 • 3 C3 -j- 2 • 3 • 4 b • 4 • 5 C5 r^'o , 


und allgemein 

(9) == n ! ^ ^ ■ ^n+2 

I +_Si c 4- • • • 

H 3I + I ? 


eine Formel, die durch vollstândige Induktion leicbt bewiesen wird. 

5- Wenn man in den Formeln (^); (9) x = 0 setzt, so ei- 
hült man 


-m, ci=r(o), c, = ^r{0), 




nnd daraiis: 

(10) f{x)=m + a^no) + /-(o) + rm + • • •. 

Diese Formel wirci die MacLiuiriii.siOid lfcili(^ i^riiiimiL 


(). Wir ■vvollen diescr l<’orni('-l nocdi <'iiie iuidere (Icsliîilt. ffidicn. 
Es sei f{x) eiue Funktion voii ;r uiul f'{x) ihre 1 )(‘rivii'rl.i'. Wir hcIzou 
X h au Stelle vou ,r und l)etrîiold;oii diis cim^ Mal .r, dus !iiid('r(ï 
Mal h als verilnderlich. Daim ('i-ffibl'. sirli ans § MS, (MM: 


rf + /O 

il h 


h) 


,1 (.r -l'/M 
dh 




uud 'vvemi wir also nach Aiisl'iiliruii<j;' dur Diflercniiaf.ioii A 


/d /•(;,: -|-/ 0 \ 
\ dh 






und entsprecliezides gilt iïir dio hdlioron Dnriviorii^n. 

Betracliton wir iilso /'(.'t' -l" // ) uIh Kuiikiioii von // , dir sicli nac.h 
der Formel (10) in eine Polenzreihe nach h (nif-wickidii liilM., so folgi: 

(11) -1- A/’'(.r) + ''/"M.) I 1 ' ' 


und 'dieso Formol wird die Tay I o rs(*.li e ludln' giMiniinf. Ans ihr 
folgt wiedor die Formel (U)), weiin nmii O sid/l nnd dann ITir h 
sclireibfcA) 

7, Wir sind Ixvi dm* Ablciiniig dieser lOn’imdn von der Aii’ 
nalime aiisgegangeu, daü die h'nnkiioii /'(O von vornhcrcin dnndi 
Poteiizreihü deiiiuerl; «ei. Wcviui wir also nnr die M dgl i(* h kei (, («iinn* 
Reiheuentwieklniig vou der h'oriii (10) odc.r (il) a.niudimcn, so cr 
lialtcn wir diircli Bilduug der DerivicrUm don Ansdrnek dal'iir. 

Die Frago, miter widelien Voranssel/nuigcn cinr soIcIh* Fnlwick 
lung moglicli ist, reelmou wir nic.ht nndir vm den Flmnrnlcn. litre 
Beantwort/Ung iat oin(‘s der wiclitigsLoit nnd grundh‘gcndcn Oriddiniic 
der F unktionentln'O rie. 

In den beaondenm Jioilimj, die wir iin lîl?"'" nnd Ah.schnilL 

betraelitet liabcm, Jinden wir die lAinindii (lOj, (11) hdidii hestiiligl. 
Betracbten wir B. die Binoniialnnln*. ('§ Ij 

(.1 - 1 -;:;)/^ I + /;,!., Ml . . 


1) lirook Taylor (lOHf) (ÏIU) IVlo das Werk h.idti ; inn-cinrn 

toram“ horauH, iii doiu dic'Hi*. MiUwickliin^^ DiiUialti-ii ïhL Cul in Mac Laurin 
(1G‘J8 — 1740), iTctitifio of lluxiouH, 17>1*2, gab dio Kuniud in.. 



setzen z = k/x uncl multiplizieren mit x", so folgt: 

(æ + //)." = a;." + 1 7 i + BJf) x " - ^ 7,2 + . . . + -«/*» + ..., 

woraus man durcli VergleicliUEg mit (11) die h*' Ableituii g von X" 
erlialt: 

BMnlxf-” = (,a - 1) . . . (fi _ „ + 1) a'." 

wie oben. 


8, Wenu man die PoteDzreite (10) nach der Potenz von x 
abbriclib so ergibt sicb eiiie ganze Funktion Grades, die unter 
dor Voraussetzung der Eonvergeuz naberungsweise mit der Fimk- 
tion /(.‘î^’) übereinstimmt. Wir erbalteii für f(cc) eine ganze Funktion 
(p(x)j die für eiuen Wert von x (;r = 0) samt iliren n ersten Deri- 
viorteu mit /((r) imd seinen Derivierten übereinstimmt, und die für 
manolie Zwecke die Funktion f(^x') ersetzen kann. Es gibt aber aucb 
cinen andern Weg, eine beliebige Funktion F(x) naberungsweise 
dnrch eine ganze Funktion Grades darzustellen, namlicb wenn 
man eine ganze Funktion (p(x) sucbt, die für n 1 gegebene Werte 
von x\ 

CIqj 

mit /'(.r) übereinstimmt. Diese Aufgabe ist schon im § 69 durcb die 
Interpolationsformel von Lagrange gelost. Setzen wir wie dort: 

(12) f(x) = (x - «o) (x - a J (x - a,) (x - «J, 

so erbalten wir nach der dortigen Formel (7) 


(13) 


^ ^ (* — «o)/ («o) 




wofdr wir aucli sdireiben 

/I IN 

(!"*■) V W ~ jZj Or — «) f (a) ’ 


Fj'J n) f¥) 

(« — ««)/■' ’ 


und es ist, wie diese Formel uumittelbar zeigt; 

(p{a^) = F{a^, gj(flj) = F{a;), . . (p{a„) = F(ci„). 

Nelimen wir an, dafi F{x) selbst eine ganze Funktion von nieht 
hülrerem als Grade sei, so wird (p(x) mit F{x) identiscb, und 
es folgt: 

n 5 ) 9 w ^ ? w , 

^ f\x) f{a){x — a) 


Der Ausdruck (15) wird die Zerlegung der echtge- 
brochenen Funktion in (p{x)lf{x) Partialbrücke genannt. 


§ 150. lutrft'mllw'ft-riir. 

1. Scton das Altertmn luit sicli /iur Hosiimniuiiji; voii odi^r 

Rauxninlialten des Mitfcels bc'dmnt, eiu solc.lies (u'l)ild(‘ iii S(.iiflv(‘ vm zer- 
legon, die so kleiiv gedaclit \verd<‘ii, <lîiü uuui .si(‘ ohiu' iiku-UiVIumi I<\‘li{ri* 
als durcli gerade Liiiicu oder ebene I^drudini lu'gmi/J. ;uin(dini('n k;uiii, 
uud dann die Suinnîe aller die8er dVdle zu ne!mi(‘n. Das \ (u*j;ilin*n 
wird exakt durcli eiiieii (Ireiizilbergaiig oder diindi die von AreliiiiuHh^s 
angevvaiidte ,/ExliauHti uns in tOJiode^‘. Duiadi die „1 u D'gra l ree.li- 
nung^^ wird dieses Verfalir<‘n v(U’allg(uneiiierl mid in (dn S\s((nn g(v- 
bracht. Die elcmentaro Mathcinalik lud. Hi<di s(m’1. lange, g(*s(ülzl anf 
eiiie aiischaiilkdio Evidcu/-; Hobdinr l>(‘(a’a(di(,nnfj;en bedîtnit, N\('nn aiie.li 
obne die Naïueii mid Z<n(dieJi dor lni(‘gralre(dinijng anznwendcn, nnd 
der geometrisclio ïeil unseri'.s W(n-kes ('niliiilt (laITtr Indspielr. lli(‘r 

wolb'ii wir niehis \vidt(M' als den 
l>(‘griri‘des lntj‘grals in simium* 
(‘inraelisi.tMi (u‘slall nnd in sjoikm* 
anal yl-iseluni I aslcid ung in albn* 
Kiirze <larl(\gen, nni zu zeigjni, wic» 
er sieli iiainiyo'niüLi ans (Dr olc- 
nnnd.îUNni A nscliaiiniig d<‘s ^'I;ieln‘^•• 
iidiali.t's ergild. 

Ks sei 

(h if f[x) 

l)(‘li(d)ige l'‘unklioii von 
iiMk. !iH. von der wir anneliinen, dab si(^ 

zwiselien x <i nnd x h sl.elig 
wacliso. Si(‘. W(3rdü dnreh dcni K iirvaaibogini e:/) in b'ig. êkS dar- 
gestclltj es soll der Inluili, N d('H IDilelnnisl.üeks idhjic) (‘rniil Itdl, 
wcrden. 

Wir teileji dus lutervall h- n ./ in ii gbdidu* dkMl(‘ von d(‘r 

GrciBe Jfn nnd erriiditen iu (km dk'ilpunklen n, ./ j , x b i\u\ 

Orclinakn i/^, y^, v/,_. 

Uio l i^uv ith X(ïip|‘li iiriH dutui /.u'ci ;iii.s lii'cliltM’iu'n /.usmnnii'ii- 
gesetzto Miichcii ;S'[, Kj, vou iltîiKMi ili<* m'nr g.-mz in ,s' ciil li.ilfcii i.sl, 
die îinderc S tuitliüll;, uiid es ist; dalu'r 

(2) 'S • - 

wonn ^ 

'S • Oa, 1 //, I ••• I >/., i'. 

‘k'/A l Ih I i HJ- 



( 3 ) 



UjûO 


Der Unterschied dieser beiden Siimmen ist 

^ [(2/i - vo) + - yj + • • • + (y„ - j)], 

mul wenii a die groBte uuter den Differenzen fVi“-^o); — 

0/n--?y«-i) ist, BO ist " 

W S2-Si<^z/. 

Da die Fimktion ?/ stetig vorausgesetzt ist, so wird a nnendlich 
Idem, wenn n unendlich groB wird. S, imd S, naliern sich daher 
eiiiMuder beliebig an, imd sie bilden emen Dedekindscben Scbiiitt, der 
ims eme — im allgemeinen irrationale — Zabi S defiiiiert, die zugleicb 
die obéré Grenze aller nnd die untere Grenze aller & ist. Diese 
Zabi S driickt den gesucbten Flâcbeninbalt aus. Sie ist bestimmt 
durcb die Fnnldion y - f(x) und dnrcb die Grenzen a, b des Inter- 
valls 

Diese Zabi S beiBt das Intégral der Funktion f(x) zwiscben den 
Grenzen a und b. Sie wird bezeicbnet mit 

6 

(5) 8=Jf{x)dx, 

a 

wobei man sicb nnter f(x)dx==ydx den Flâcbeninbalt eines nnend- 
lieb klein gewordenen Elementan*ecbtecks denkt und unter / ein 
Summenzeicben verstebt. 

Wenn die Funktion /‘(a;) von a bis b nicbt wâcbst, sondem ab- 
nimmt, so ist der ScbluB derselbe, nur mit dem Unterscbiede, daB in 
der Ungleicbung (2) das Zeicben < durcb > zu ersetzen ist. 

Wenn aber die Funktion f(x) zwiscben den Grenzen a, b aus 
dem Wacbsen ins Abnebmen übergebt oder umgekebrt, so teilt man 
das Intervall in zwei oder mebrere Teile, auf deren jeden einzelnen 
dieselbe Betracbtung angewandt wird. Immer ist 

O O 

h 

(‘‘O J = Lim ^ (2/0 + 1/1 + • • • + 

a 

= Lim ^ (yi + ys H h y„). 

n z=~^ 

3, Als Beispiel nebmen wir die Funktion y = c^‘*, worin x eine 
ganzc Zabi ist. Wir wollen auBerdem a = 0 und folglicb’ z/ = & 
setzen. 

Es wird dann 





und folglidi: 


= I »') 


i l (/„ 
},k I I 


C^) *^2 — .„<•■+ 1 

Die Summandeu iii cler liicu* vorkenmMîiidrn SiinuiM^ 

... 1 /^- -I- H- 1 - 

bilden eine aritlimctiscdie lieilie Ordiiung uiu! liit* SumnuMi (/j , 
(?o; ... selbst eiiie îu-ifcliineiisclKï (/.• |- 1)^'"’ Kh isi; 

also üach § 6!^, 2. eiii Ausdruek von (l(‘r h\)v\\\ 

(8) o;, == av/V''^ + ^ 

■worin die <lio Biîioinialkorlliziiinl.rn und diu vuu /f unab 

baiigig sind, Dariu tiilU) Hitdi ^ bncJd, bestiinuicu, demi l's isi, 


-k-i 

() 


(J,, ■ - O,, , ^ 

alsü nach § 57 (7): 

(0) 9/’ + (i:., la,,,/';;" “• 

Djese Gleiclmng iriuH iïir j(‘d(‘.s /; belVii'digl .sein, uml da eliu* 
Gleiehimg Grades iiiehi; luehr als le Wur/.idn lialnni kami, su 
mufi aie iii bezvig aiit* ■;/ ideul-isidi sein. Die Dinuinialkoerii/AndiMi 
1)^ . . .^ siiid al)(‘r alli^ iii l)(‘'/.ug auf ;/ vuii niiMlrigt'reni als 

dem Grade, uiid niir 

fiin-h. 5/ iM.;; /• 

^ k\ 

ist voiti Grade, uiuî demnacli <*rgil)i die \'(‘rgleiehiuig dei* reeliien 
iind liiikeu Seike in (i)): 

(10) <C,y, ■ !,■[. 

Güheii wir aLso iu diau (^u(d,i(nil.(ni zm* Gren/.e n x. 

über, so veraeliwindon 

i>V"^ />V"^ />V"' 






y I m 


woil die Zllbler aile in h(‘./,ug auT ;/ vun niialrig-ei'iuu G rafle ‘liml al.s 
der Neirnor, dagegeii isi, 

il {n ~ Din . t a /. , 


k -|' 1 


?,*■ ' ' (/• I- 1) I 


und der Grenzweri davun isi; l/(/r | 1)!. Kh isi dalnn 


ijini 


/•-i - 1 


I I i 

f/’ I if! /.' k r 


unu iuütîgra.ie. 


iiud wir erlialten ans (7) dea Grenzwert von 6',: 


4 -. Ans der Erklarung des Intégrais clurch die Summen (6) er- 
gibt sieh. nnmittelbar, indem man y als Summe von zwei Fnnktionen 
+ C 2 9>2(«) annimmt, wenn c^, q konstante Faktoren sind: 

b f} 

(1^) / («1 (®) + Ca % {X)) dx = c^f(p^ (*) dx + c,f (x) dx , 

und entsprechendes gilt aucli für Summen aus mehreren Grliedern. 

Demiiacli kann man aus (11) ohne weiteres das Intégral einer 
ganzen Fiinktion ableiten: 

Is t 

==ro + fiso + + * • • + 

eine gaiize Funktion Grades, so ergibt sicb: 

( 13 ) = + ^ + + 

0 

Fassen wir diese Summe als Funktion c&(6) von b auf, so ist 
O (b) die IntegraLfunktion für f(b) in demselben Sinne, wie wir diesen 
Ausdruck in § 149, 3. gebraucbt baben. Dui’cb Zerlegnng der 
Summe S ergibt sicb: 

h ' b a 

(14) Ç f{x)dx = Ç f(x) dx — J" f(x) dx = 0(b) — 0(a). 


5. Die Wertereibe für x von a bis & beiBt das lutegrations- 
intervaU. Man kann dieses immer auf die Zablen von — 1 bis + 1 
ziirückfübren durcb folgendes Verfabren. Man setze: 

(15) t == ^ = ^-(^6 — a) + 0 + «)) • 

Wenn x die Werte a bis b stetig wacbsend durcblâuft, so durcb> 
lauft t die Werte von — 1 bis + 1 gleicbfalls stetig wacbsend, und 
eine bunktion y^f(x) von x ist zugleicb eine Funktion q)(f) von t, 
wenn wir 

(16) y- f{^ (t{b-a) + b + a))^cp (t) 

setzen. Den Teilpunkten a, 6 in Fig. 38 entsprecben die 


11. Alor.hni. 


151. 
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Teilpimkte - 1, -1 + 1, - 1 -h I 1 l''"' > "'"1 ‘li" Ordimihui 

2/o = 9’(- 1); ?/i 9> (“ ^ -I ■ « ) > • • !'n '/'H ' ' ■ 

+ 1 

Demnacli ist j cp{t)dt tier Groiizwcrl; <lor IxnMi'ii Siimiiu'ii 
- 1 

|(?/o + :'/i-l t (di I Hi I i .'/j> 

imd wir erlmlteii, vmui wir wiedi'r . î h a 

t ^ i' i’ 

(17) lX.v),Lr Jj/d.r, 

■— I (( i! 

uiid fur eiuo guiizo .Kunlcti(nj 

\ I ••• 

ergibt sicli uacli (15) vind 0*1) 

•M 

- 1 

woriu rechis luir die (>. mil, g('r:idein Index I stelnm hli'ilem, 

§ 151. Oeiialierle. Berediaun;ü; von Inie^ralen. 

1. Dîi wir idso d;us Int.egnil einn* !*’ ii ii k I i o n li'idil 

findcn küiuicii, iind da wir^ nri (‘s diireh die 'l’as lor.^iehr lû-ilit', h(m 
es diircli die Lagrangeselu* Korimd, jedc iMuiklion aimèmlih.-rl diireh 
eino ganze k'imklion orselzeii konmMi, no cTgrlnm ';irh daruits ver 
sehiedono Wege^ Jiii{‘.graJ(‘. iiiilan’ung.sweisi* zu ln\stiimiM‘u. Die lie- 
traclitiing vercinfiudit sich weseiil lieii , wmiii wir das luii-rvall jiarh 
§ 150, 5. aiif — 1 bis -| 1 redii/,i(*rcn. 

Es sei akso die Variahh'. / a.ii(’ das (iilerval! I 1 in* chriliikl 

imd (pÇù) eiue ladii'hige k’miklicni. Wir wnllm t«inr gau/e l*'iuikj.ion 
Grades besl:immeii, di(‘ l’iir if ; I W'm-h* 

(^) / -"i’ ■ • - 

mit fp(ii) übereirisiimnii. Man selzf*: 

!/[)) //|1 . . ' !f,,r 

0^) m (t rv)(/ 

^ ■{ rj.“ i eJ'M ‘ j . . . ; rj , , 


■ l » 



iiiul erliillt uacli § 149, (13), (14): 

(4) ^(t) = L _ _ Vifi*) , , 


Vnfit) 




■2 


_ 2///(Q 

(i — a,.)/' (a.) 


Der Quotient f{{)l{t — ist eine ganze Fnnktion Grades Ton 
dessen Integra! sich nacli § 150 bestimmen lâBt. Man erhâlt znnaclist 
für jcdes a der Reihe (1): 

t — i ^2 W H + ^n-lW ^ + înW; 


woriu die {/„(«) ganze Funktionen von a sind, die nacb. § 66^ (6) 
den Ansdruck liaben: 


(7oW ^ 1; 

(72 ^ ^0 o ; + ^^2 ; 

(/s (^) “ "T~ H” ^2 ^ "b ^3 ; 


+ • • • + 

Wir scbreiben (5) in nmgekebrfcer Ordnung: 

/—a Ïb-iW ^ + 'i«-2(“) ^ + 5û(«) 

iind setzen: 

+ 1 


(1) SW - * 


= -/■' (-) + -- 3 "- + 5 + I’ 

und dieser Ausdruck endigt mit qi(ci)ln oder mit l/(« + l), je 
naekdem n migerade oder gerade ist. 

Dann folgt aus (4) die Naherungsformel: 

(S) J (p(i)(^i = ^^yi 

-1, < = o 

imd folglicli nacli § 150, (17): 

h 

j^ydx = Q) — a) ^ i/{S(c<i). 


( 9 ) 


Wenn die bekuniit sijul, so bissiMi sieli tlin Si^'.) S. 
iiach (7) bereclmenj ujul sie sind unabhiin von (l(‘r Ix^- 
sonderen Funktion i/j uni deren [uto^'rai.ioii os sioh lijiiuhdL 

3. Nimmt niau z. Ik n — 1, 

fit) - i, 

/•'(-- 1) ...../■'(+ 1)-^', /■'(.()): -1. 

/■•(«) '>)> 

also: 

,s'(_ l)-_-.,S'(+l)=. , ,S'((M “ , 

mid folglicli ergibfc die korniol (î)) don g(‘niih(‘rl.(‘n VVori: 

h 

(10) J y (l:t: ---= - (//„ -|- -1 //i ' h 11'- ) ■ 

<1. 

Diese Formel wird die Siiupsonso.lu' lv('g(‘l gcnnumi.. Ilin* 
gcomotriscbe B(uIou(-,uun* ist di(î, da.b di<^ gt‘g(dx'iio Kurvt* 
durcb eine Paralxd. ersoi.zt wird, Ixd d(‘r di(‘ l)oid(‘ii Fini 
ordinateu und die niitl;l(uui Ordinale inii; (hxi gt'gt» I xmiou 
O rdinaten üboroinstinnnon. 

Isfc die Gouauigkoiii diostu* l<\)rnud nio.hl. groB gtniiig, s(» kann 
inan das goge])caie Intorvall in nudircna^ T(‘ü(‘ Lt^dmi uml auT jo(l(‘ii 
diesel* ïeile dio Formel (11) îinwondnn.') 

I ! 

!î. Die Formel (8) gibt don goiuiuon Worl dos lui(‘grals 

I 

wemi (p{£) eine gaiv/e Funktion ist, dit', don (inid uio.ld. (ihorsioigl, 
wie aueb die gewiihlt sein niogcm, \v(dl unl.cn' diosm* VorauHHt'tziing 
mit (p(i) ilbereiiistimmt. Uni oin. Urtoil îihor di(‘ Gomiuigktdl 
der Formel (9) zu gewinncn, Avolbm wir hu^ auf don k'all anw(Mi(lon, 
daB (p(t) mid ni n ist. .Boz(d(dinon wir d(m Wbnd., uni don 
die linke Seite der Forincl (9) in diesmn Fallu zu groB isl.j mit /),,,, 
so ist, woil 

-hi 

“ oder =0 
J d- i 

- 1 

1) Tlioinae »::JimpHon, oiifjçliHolnir MaÜuuiuilikor, 17,10, wirki.o iii 

London und Wool-wicli und starb 1701 in Hoineiu GcburiHorl, Mark(ddioH\V(jrl.li, 
Leicestorshire. 


ist, je nachdem m gerade oder ungerade ist, nach (8): 

worin d == 0 oder gleich 2 ist, je uaclidem jh ungerade oder 
gerade ist. 

Setzen wir für S{a.^ den ersten Aiisdruek (7) ein, so folgfc: 



4. Diese Formel (11) ergibt den Wert 0, wemx m n ist: dies 
folgt, wenn man in § 149^ (15) cp{x) = setzt. Ist aber m > h, so 
dividiere man nacb § 66 durch f{t), Man erbalt dann einen Quo- 
tienten Rest J?„,(^); dessen Grad bocbstens gleicR n ist: 

(12) r = QJ{t) + R,^(t), 

und da /'(a,-) = 0 ist, so ist 

Da -iiun jRni(0//(0 echt gebroehene Fimktion ist, so baben ■wir 
nacli § 149, (15): 


f (“i) ^ {t — Ci) f («i) ’ 


niid die Formel (11) gibt: 


+ 1 

.-/«()<« -4v 


Setzen wir 

(14) RJ() = fo + + 

so ernibt sicb hieraus: 


2 P 2 f . 

A«“26, + ^h--y- + --- 


m 1 ’ 


und es kommen in A„ nur die Si mit geradem Index Tor 

Ist also y eine ganze Funktion Grades, oder durch eine 

ganze Funktion Grades mit hinlangücher Genauigkeit (etwa 

durch die Taylorsche Reihe) dargestellt; 

y = t'o + ■+• G^t- + • • • + G„^f", 

so ist der Fehler der lormel (8); 

(16) D = 0„+iA>+i + G„+2-P«+2 + • • • 

Wol>or U. Wollfitoin, nncyklopadie. L 2. Aufl. 




5. Um bei gegebenor Fuukbion /(/), alno bci gcgi^lx'iicii die 
FeblergrôSe zu bevechuou, bat xuaii uui- cli(! DivisioïKwi (I2l uiih- 
zuführcn. Die Greiiaiiiglceit dos Vorfabrens wird mn so grüLïor soin, 
je mehr tou den . . ■ vevsc.liwhidou. l)a wir ii ~|- 1 vcr- 

fügbare oder verfügbare Koo!'iizioiit(!ii ia / (/) lialaai, s» woi’don 
wir über diese so vertugea koinaai, dali 

(17) D„+i==0, D„_,, A„,, '» 

wird.^) Daim bleibt die Formel (U) <‘xald;, woiui // bis zum (u-jule 
2n + l ansteigt, uiid maii koimiii: mil. n+ 1 Zwiselieii \V(M-|;en so weii, 
als oh man 2n + 1 Zwisclieiiwerho aufs (iera,d(‘vvobl hiiiib'. 

ft. Weim die )i, -|- 1 (îroÜen a. Ixd un<i;(‘rîi(l<‘m )/ paarwtMse ent- 
gegengesetzt siud, imd bei geradem }f. aiiLbnaban iioeli dcai VVerl, 0 
entbalten, so ist /\t^ bei goradem v- eiiie uiigaa-ade uml Ixd 

ungeradem n eine gerad<i 1^'unlciaon: 

(18) f{t) /" ■'■> - h <‘J" - ' \ I • • - , 

folglîch ist;, wie ans (12) hervorgelil-, wimui maii / mil. f v(M’iaus(*h(., 
ger.idom ni, eine goradcg lad imgera-dnm tdiu' U!ig<‘ra(le 
Funktion, und os orgibt sicb avis (Ib) und ans (b‘r ï>(al(‘uliing von d, 
daB aile 7),^^ mil; uiigerad(îm ni vors(îli w i iwlem 

HieraUvS ergibl siidi Ikm’s]) i (ds W(‘is(g <ladj die S i m pso n sehe 
Regel nielil: niir l’Iir k’u n k l.i o n (‘ii li*'" (I rad<^s, sond(‘rn aiieli 
für Fnnktiouen (îrades exadvi. isk 

7, Für dîiB (JauBH(die Verbilireii, dsis au! dcm Ubde.lumgiMi (17) 
berubt, wollen wir einige Bcdsjjiiîbî Ixd.raeliteii. 

Nehmen wir 7 /. ^^= O, so wird f(() t, iiud ^ 

h 

jydx ■■ ■■ {h 

(t 

Hier wird also einfach die Fmildioii y (WHid.'/l, dureli eim^ K on 
stanfce, die gleich der mittbu'oii Ordinab* ?/„ (bu' Knrve isi, a.lso 
die Fliiche durch ein lieebliee.k, dessen Hasis gbiieli d(*m In Ier 
vall h — a uiid dessen Jlolu^ gbdcli (bn* mii.l.bxam Ordinab' y/,, isi; 
daB bei dieser Aimahine die Fonmd (b) luxdi ri(*hl.ig l)l(dbl., wenii // 
eine Funktion eralioii Grades isi;^ aiso die Kurv(‘ eini^ g(n*a(b* 
leuehtei; aueli geoin(il;ris(d\ ein. 

S. Es sei n -- 1, /'(/} /*' l* e; man (n-hilll. 

IL • r, a 2(e I 

1) Gau 6, Mofchodus nova int.e{jçralnnn vabxxiH per ap})nïxiiuaf.inix‘iii iti- 
veaiendi (Gottiii^ron ï.8I(>, Werke Hd. Ilf, 8. I(în). 


also wird = 0, wenn c 




Ùàl 


-I gesetzi wird, uacl man erhâlt 


®'o 7^' Si(0 = ^, ^'(«) = |-.- 

b 

Jydx = {h~aŸ-^-'^^^. 

a 


Hierin, sind die den Werten t = ± l/j/3 = ± 0,18257 ent- 

sprechendeû Ordiuaten. Die Kurve wird durch eine gerade Liûie 
ersetzt, di^ durch die zwei Punkte der Kurve ^ = — l/]/3, y = 

^== + l/'l/3, ?/ = yi geht, und die Formel ist exakt, wenn y zur 
dritten Ordnung ansteigt (ebenso wie die Simpsonsche Formel). 

9, bür n = 2 ist / (t) ~ ci ^ q^{t) == ^- -f c zii setzeu, und es 

ergibt sich 


f = tf(t) ~ ct% 


also aus = 0: 


und : 



A = "- 


2 c 


O 



A = 0, 



^(«o) = -S'(«,) = |, 

und folglich 

b 

J y = ^ îr 

a 


Die Kurve ist hier durch eine Parabel ersetzt, die durch die 
Punkte mit den Abszissen ^== ±l/y = ib 0,2449490, = 0 geht, 

und die Formel ist exakt bis zu Funktionen 5*®^ Ordnung. 

Um die Funktionen f(t) fiir hôhere Werte von n aus den Be- 
dingungen (17) zu bestimmen, hat Gau6 besondere Hilfsmittel ge- 
schalfen. Man kommt dabei auf die sogenannten Kugelfunktionen, 
die in der mathematischen Physik viel gebraucht werden, und es lâBt 
sich inittels des Sturmschen Satzes nachweisen, daB die so gefundene 
Funktion f{t) immer n + 1 reelle Wurzeln zwischen -f 1 und -- 1 
hat, wie es sein muB.^) 


1) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 
Weber, Lebrbucb der Algebra, 2. Aufl., Bd. I, § 93. 


Aufl., Bd. II, Teil L 


84 =^ 


10. QauB weudet seine Mothode aiii das Intégral. 

h 

n. 

J 

a 

an, fur a= 100000, h == 200000, tlas (liulurc.h von lul.tu-üs.s(i IhI,, dall 
es für groBe Werte von a und h cinon aiigoiiiliuM-kiu Au.sdruc.k l'ür 
die Auzalil der zwisclieu a iiud h golegciuoii l*rini/.alilou gibi, oiii 
Gesetz, das allerdings bis jetzt nur onijiirisah fosfcge.sl.olli. i.sl. Dii* 
Kurve 2 /=l/ln.'K niiliort sicli, illinlicb wie eine llyix'rbi'l, aH_vm]il.()i;iH('li 
der æ-Achse. 

Die SiiupsonBclui Hegel gibl.: 

100 000 / 1 -1 , 1 \ 

0 Ig la 10 ■*" la IG i la 10 ''' la l'O j 1 In li)j ' 

Es ist auf r> Stelloii genau 

la ,10 = 2,:;o2r)Si, 

la If) 2,70H05, 
lu 20 : 2,!)9r)7:5, 

und der Werfc der Siuaiuo ergibl, sic.li (dwa gbdidi 

8404,5711 . . . 

Das (JauBsclie Verfalirea gibli fia- » O, I , 2 aul' drai Deziaail- 
stellen: 

8590 , 51 ) 5 , 

8405 , 955 , 

8400 , 257 . 

Der gemuie Wert, don Deaaol iKMaiehiad. liai, ist 

8406 , 245 , 

und die Auzalil der Primzaliloa zwischea 100 000 and 200 000 liudel 
sicli gleich 8572. 
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Burcli die giinstige Aufnabme veranlaüt, welcbe die deutscbe Ausgabe dieses 
nionunientalen Werkes in Facbkreisen gefunden bat, und anf vieBacbe Anregungen 
bat sicb die Verlagsbucbbandlung entachlossen, die Encyklopadie der mathernatisclren 
Wisseriscbaften in Gemeinacbaft mit der Firma Gauthier-Villars in Paris aucb in 
franzüsiscber Sprache ersebeinen zu lassen. Das Werk wird, wie sebon die erste 
Lieferung zeigfc, seitens der deutseben Bearbeiter viele Anderungen und Zusatze 
erlahron, und aucb die franzosiseben Mitarbeiter, samtlicb Autoritiiten auf ibre^n 
Gebieton, baben eine gründlicbe Umarbeitung vorgenommen. Zum ersteu Male durtte 
somitwohl hier derFall eingotreten sein, dafi sicb bei einem so groBen W erke die ersten 
deiitscben und franzosischen Facbgelebrfcen zu gemeinsamer Arbeit verbunden baben. 


